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ΒΑΣΙΚΑ ΘΕΩΡΗΜΑΤΑ ΚΑΙ Ι∆ΙΟΤΗΤΕΣ ΣΤΗΝ ΑΝΑΛΥΣΗ 

 

 

Α. ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ 

 

1. Κάθε γνησίως µονότονη συνάρτηση είναι και «1-1». 

2. Ισχύει η ισοδυναµία: f(x)=y ⇔ x=f-1(y) µε x∈∆(f). 

3. Αν f: A→R συνάρτηση «1-1» τότε: 

• f -1(f(x))=x, για κάθε x∈A      (δηλαδή f -1of ταυτοτική στο Α) 

• f(f -1(x))=x, για κάθε x∈f(A)  (δηλαδή fof -1 ταυτοτική στο f(Α)) 

4. Οι 1ff CκαιC −  είναι συµµετρικές ως προς τη διχοτόµο y=x της 1ης και 3ης γωνίας 

των αξόνων.  

5. Αν µας δίνουν µια συναρτησιακή σχέση π.χ. f(x⋅y)=f(x)+f(y), για κάθε x,y∈R, µπορεί 

να προκύψουν χρήσιµες σχέσεις, αν θέσουµε σ’ αυτήν κατάλληλες τιµές στα x και y 

(µπορούµε να θέσουµε ό,τι τιµές θέλουµε, π.χ. ως y το –x ή ως x και y το 0 κ.τ.λ.). 

 

Β. ΟΡΙΑ-ΣΥΝΕΧΕΙΑ 

 

1. Για να έχει νόηµα το )x(flim
ξx→

 θα πρέπει το Df να περιέχει γειτονιά του ξ (δηλαδή 

διάστηµα τουλάχιστον µορφής (α, ξ) ή (ξ, β) ή (α, ξ)∪(ξ, β)). ∆εν είναι απαραίτητο το 

ξ να ανήκει στο Df. 

2. 
0

0
x x h 0
lim f(x) lim f(x h)
→ →

= ⇔ + =ℓ ℓ . 

3. 
x ξ x ξ
lim f(x) lim[f(x) ] 0
→ →

= ⇔ − =ℓ ℓ . 

4. Αν η f έχει όριο στο ξ, τότε αυτό είναι µοναδικό. 

5. Οι ιδιότητες    

x ξ x ξ x ξ

x ξ x ξ x ξ

x ξ

x ξ
x ξ

lim(f(x) g(x)) lim f(x) lim g(x)

lim(f(x) g(x)) lim f(x) lim g(x)

lim f(x)
f(x)

lim
g(x) lim g(x)

→ → →

→ → →

→

→
→

+ = +

 ⋅ = ⋅


  

=  
 



     ισχύουν µόνο αν τα όρια 

των f και g υπάρχουν και η αντίστοιχη πράξη τους δεν καταλήγει σε α.µ.  

έκδοση 2020-2 
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ΠΡΟΣΟΧΗ: Αν κάποιο από τα παραπάνω όρια των πρώτων µελών υπάρχει π.χ. το 

))x(g)x(f(lim
ξx

⋅
→

, δεν σηµαίνει ότι υπάρχουν οπωσδήποτε και τα όρια των f και g.  

Επίσης αν υπάρχει το όριο της µιας (π.χ. της f) και το όριο της πράξης τους (π.χ. της 

f⋅g) δεν σηµαίνει οπωσδήποτε ότι υπάρχει και το όριο της άλλης (της g).  

Αν όµως η υπόθεση αναφέρει ότι το όριο της µιας  και το όριο της πράξης τους  

υπάρχει στο R (δηλαδή είναι πεπερασµένο), τότε, ανάλογα την υπόθεση, ίσως 

µπορούµε να συµπεράνουµε ότι υπάρχει και το όριο της άλλης και µάλιστα ότι είναι 

πραγµατικός αριθµός. 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ: Αν 1 2
x ξ x ξ
lim(f(x) g(x)) R και lim f(x) R
→ →

+ = ∈ = ∈ℓ ℓ , τότε είναι κατά 

σειρά: 1 2
x ξ x ξ x ξ x ξ
lim g(x) lim[(f(x) g(x)) f(x)] lim(f(x) g(x)) lim f(x) R
→ → → →

= + − = + − = − ∈ℓ ℓ . Άρα 

το όριο της g υπάρχει και είναι πραγµατικός αριθµός. 

 

6. Αν ρ)x(flim
ξx

=
→

 µε ρ≠0, τότε υπάρχει γειτονιά ∆ξ του ξ, όπου η f παίρνει το πρόσηµο 

του ορίου της ρ, για κάθε x∈∆ξ (δηλαδή αν 
x ξ
lim f(x)
→

>0, τότε υπάρχει ∆ξ όπου f(x)>0). 

7. Αν  
1 2

x ξ x ξ
1 2

lim f (x) ρ , limg(x) ρ
τότε ρ ρ

και f (x) g(x) σε µια γειτονιά του ξ

→ →
= = 

≤
≤ 

 

ΠΡΟΣΟΧΗ: Οι ιδιότητες 6. και 7. δεν ισχύουν µε βεβαιότητα αν «παραλλάξουµε» τις 

ανισώσεις. Για παράδειγµα αν  
1 2

x ξ x ξ
lim f(x) ρ , lim g(x) ρ

και f(x) g(x) σε µια γειτονιά του ξ

→ →
= = 


<

 δεν προκύπτει 

οπωσδήποτε ότι ρ1<ρ2   (αλλά για την ακρίβεια το συµπέρασµα παραµένει ρ1 ≤ ρ2). 

 

8. Κριτήριο παρεµβολής 

x ξ
x ξ x ξ

Αν h(x) f(x) g(x) σε µια γειτονιά του ξ
τότε lim f(x)

και limh(x) lim g(x) R →
→ →

≤ ≤ 
== = ∈


ℓ

ℓ
 

• Εφαρµογή για µηδενικές συναρτήσεις 

x ξ
x ξ

Αν f (x) g(x) σε µια γειτονιά του ξ
τότε lim f (x) 0

και limg(x) 0 →
→

≤ 
== 

 

9. Σηµαντικές Παρατηρήσεις 

• Αν 
→→→→

∈∈∈∈
x ξ
lim|f(x)|=α R , α≠≠≠≠0, δεν σηµαίνει απαραίτητα ότι 

x ξ
limf(x)=α ή - α

→
, καθώς 

το 
x ξ
lim f(x)
→

 µπορεί να µην υπάρχει καν. Αν πάντως υπάρχει τότε θα είναι α ή –α. 

Όµως αν α=0 ισχύει η ισοδυναµία: 
→ →

⇔
x ξ x ξ
lim|f(x)|=0 limf(x)=0  και στην 

περίπτωση αυτή το 
x ξ
lim f(x)
→

 υπάρχει σίγουρα είτε ισχύει η µία ισότητα είτε η άλλη. 
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• Μπορούµε να δείξουµε ότι ισχύουν οι συνεπαγωγές: 

x ξ
x ξ

1
Αν lim 0 και

lim f(x)f(x)

f(x) 0 σε γειτονιά του ξ

→
→


= 

⇒ =+∞
> 

  και x ξ
x ξ

1
Αν lim 0 και

lim f(x)f(x)

f(x) 0 σε γειτονιά του ξ

→
→


= 

⇒ =−∞
< 

 

Η απόδειξη π.χ. της πρώτης γίνεται ως εξής: 

x ξ x ξ

1
lim f(x) lim

1

f(x)

→ →
= =+∞  καθώς 

x ξ

1
lim 0

f(x)→
=  µε 

1
0

f(x)
>  σε γειτονιά του ξ. 

Οι παραπάνω συνεπαγωγές µπορούν να χρησιµοποιηθούν όταν ζητάµε να δείξουµε ότι 

x ξ
lim f(x)
→

=+∞  ή -∞. Τότε αρκεί τελικά να δείξουµε ότι 
x ξ

1
lim 0

f(x)→
=  µε 

f(x) 0 ή 0 αντίστοιχα σε γειτονιά του ξ> < . 

 
10.  Βασικά όρια 

• Το όριο πολυωνυµικής συνάρτησης στο ±∞ είναι το όριο του µεγιστοβάθµιου όρου της 

• Το όριο ρητής συνάρτησης στο ±∞ είναι το όριο του πηλίκου των µεγιστοβάθµιων 

όρων της 

• 1
x

xηµ
lim

0x
=

→
 ,   0

x

1xσυν
lim

0x
=

−
→

  ,    0
x

1
ηµxlim

0x
=








⋅

→
 , 

x x
τα lim ηµx και lim συνx δεν υπάρχουν

→±∞ →±∞
 

• Με απόδειξη 

x 0 x 0 x 0

ηµαx ηµαx εφαx
Με α 0 είναι: lim 1 (θέτοντας όπου αx u), lim α, lim 1

αx x αx→ → →
≠ = = = =  

Με α≠0 και β≠0 είναι 
x 0

ηµαx α
lim

ηµβx β→
=  και τέλος 

x

ηµx
lim 0

x→±∞
=  

• Ισχύουν οι χρήσιµες ιδιότητες |ηµx|≤1,   |συνx|≤1,   |ηµx|≤|x| µε το « = » να 

          ισχύει µόνο για x=0 

• Όρια εκθετικής-λογαριθµικής συνάρτησης 

o

o o

xx
o α α o o

x x x x
lim α α , x R lim log x log x , x (0, )
→ →

= ∈ = ∈ +∞  

Όσον αφορά στα όρια στα άκρα των πεδίων ορισµού εκθετικής και λογαριθµικής, 

ισχύει ο µνηµονικός κανόνας: 

αν α>1 αν α>1 

 

(-∞, +∞)→ (0, +∞) 

 

 

(0, +∞)→ (-∞, +∞) 

αν 0<α<1 αν 0<α<1 

 

  

y=αx y=logαx 
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11.  Συνέχεια 

 Όλες οι γνωστές βασικές συναρτήσεις µονού τύπου, οι πράξεις τους, τα απόλυτά 

τους, οι δυνάµεις τους, οι ρίζες τους και οι συνθέσεις τους είναι συνεχείς στο πεδίο 

ορισµού τους. 

 Οι συναρτήσεις πολλαπλού τύπου όσον αφορά στη συνέχειά τους, χρειάζονται 

παραπέρα µελέτη µε όρια, στα σηµεία αλλαγής του τύπου (πιθανά σηµεία ασυνέχειας). 

 

12.  Θεωρήµατα συνέχειας σε κλειστό διάστηµα Έστω f ορισµένη σε κλειστό [α, β]. 

• Θεώρηµα Bolzano 

Αν f συνεχής στο [α,β] 

και f(α)⋅f(β)<0 

τότε υπάρχει τουλάχιστον ένα x0∈(α,β) 

τέτοιο ώστε f(xo)=0 

 

• Θεώρηµα ενδιαµέσων τιµών (Θ.Ε.Τ.) 

Αν f συνεχής στο [α,β] 

και f(α)≠f(β) 

τότε η f παίρνει όλες τις τιµές µεταξύ των 

f(α) και f(β) 

ΣΗΜΕΙΩΣΗ: Αν f(α)≠f(β), κάθε τιµή µορφής 
⋅ ⋅κ f(α)+λ f(β)

κ +λ
, κ,λ∈ *R+ , βρίσκεται 

ανάµεσα στα f(α) και f(β) (µε απόδειξη), οπότε µε βάση το προηγούµενο θεώρηµα, αν 

η f είναι συνεχής στο [α, β], υπάρχει x0∈(α, β) τέτοιο ώστε 0

κ f(α) λ f(β)
f(x )

κ λ

⋅ + ⋅
=

+
. 

• Θεώρηµα µεγίστου-ελαχίστου 

Αν f συνεχής στο [α,β] 
τότε η f παίρνει και ελάχιστη και µέγιστη τιµή 

στο [α,β] 

 

 ΣΗΜΕΙΩΣΗ: Όλα τα παραπάνω θεωρήµατα προϋποθέτουν συνέχεια συνάρτησης 

σε κλειστό διάστηµα. 

 

ΠΡΟΤΑΣΕΙΣ ∆ΙΑΤΗΡΗΣΗΣ ΠΡΟΣΗΜΟΥ (Εφαρµογές του θεωρήµατος Bolzano) 

α) Αν f συνεχής σε διάστηµα ∆, µε f(x)≠≠≠≠0 για κάθε x∈∈∈∈∆, τότε από 

Θ.Bolzano η f διατηρεί σταθερό πρόσηµο στο ∆. 

β) Μια συνεχής συνάρτηση f διατηρεί σταθερό πρόσηµο σε καθένα από τα 

διαδοχικά διαστήµατα στα οποία χωρίζουν το Df  οι διαδοχικές της ρίζες. 
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Γ. ΠΑΡΑΓΩΓΟΙ 

1. 
0

0 0 0
0

x x h 0
0

f(x) f(x ) f(x h) f(x )
f '(x ) lim ( ή αλλιώς lim )

x x h→ →

− + −
=

−
 αν τo όριo αυτό 

υπάρχει και είναι πραγµατικός αριθµός (πεπερασµένο). Το όριο αυτό είναι το 

όριο του λόγου µεταβολής της f µεταξύ x και x0. 

Το 0f '(x )  συµβολίζεται και µε 
0 0x x x x

df(x) dy
ή

dx dx= =

µε y=f(x). 

2. Αν f παραγωγίσιµη στο x0 τότε f συνεχής στο x0. 

3. Προσοχή χρειάζεται στο ότι για να είναι συνεχής ή παραγωγίσιµη µια συνάρτηση στο 

x0 είναι απαραίτητο το x0 να ανήκει στο πεδίο ορισµού της, ενώ το 
0x x

lim f(x)
→

 µπορεί να 

υπάρχει ακόµα και αν το x0 δεν ανήκει στο πεδίο ορισµού της. 

4. Όλες οι συναρτήσεις που ο τύπος τους δεν αναλύεται σε πολλαπλό είναι 

παραγωγίσιµες στο πεδίο ορισµού τους, µε εξαίρεση συναρτήσεις που έχουν ή 

περιέχουν µορφή [Α(x)]α µε α∈∈∈∈(0, 1). Τέτοιες συναρτήσεις ίσως δεν είναι 

παραγωγίσιµες στα σηµεία που µηδενίζεται η βάση Α(x). Αν µας ενδιαφέρει η 

παραγωγισιµότητα στα σηµεία αυτά, τη µελετάµε µε τη βοήθεια του ορίου του λόγου 

µεταβολής. 

Σε συναρτήσεις πολλαπλού τύπου, η µελέτη της παραγωγισιµότητας στα σηµεία όπου 

αλλάζει ο τύπος (πιθανά σηµεία ασυνέχειας), γίνεται µε τη βοήθεια του ορίου του 

λόγου µεταβολής. 

Για να µελετήσουµε την παραγωγισιµότητα της |f|, χρειάζεται ανάλυση του τύπου της f 

σε πολλαπλό (να «βγει» το απόλυτο) και να ερευνήσουµε την παραγωγισιµότητα της f 

στο σηµείο που αλλάζει ο τύπος, µε τη βοήθεια του ορίου του λόγου µεταβολής. 

 

5. Εξίσωση εφαπτοµένης της  γραφικής παράστασης της f στο Α(x0,f(x0)) 

Υπάρχει µόνο αν f συνεχής στο x0 και επιπλέον ορίζεται το 
0

0

x x
0

f(x) f(x )
lim

x x→

−

−
. 

Ειδικότερα αν 
0

0

x x
0

f(x) f(x )
lim R

x x→

−
= ∈

−
ℓ , δηλαδή f παραγωγίσιµη στο x0, τότε 

 

  ε:  

 

6. Παραγώγιση σύνθετης συνάρτησης 

• (fog) '(x) f '(g(x)) g'(x)= ⋅   

ή αλλιώς µε τον κανόνα της αλυσίδας:  Αν y=f(u) και u=g(x) τότε 
dx

du

du

dy

dx

dy
⋅=  

 

y-f(x0)=f΄(x0)⋅(x-x0) 
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7. Θεωρήµατα παραγώγων 

• Θ.Μ.Τ. 

Αν f συνεχής στο [α,β] 

f παραγωγίσιµη (τουλάχιστον) στο (α,β) 

τότε υπάρχει τουλάχιστον ένα ξ∈(α,β), 

τέτοιο ώστε 
f(β) f(α)

f '(ξ)
β α

−
=

−
 

• Θ. Rolle 

Αν f συνεχής στο [α,β] 

f παραγωγίσιµη (τουλάχιστον) στο (α,β) 

και f(α)=f(β) 

τότε υπάρχει τουλάχιστον ένα ξ∈(α,β), 

τέτοιο ώστε f '(ξ) 0=  

 

• Θ. Σταθερής συνάρτησης 

Αν f συνεχής σε διάστηµα ∆ και 

f '(x) 0=  για κάθε x εσωτερικό σηµείο του ∆ 

τότε η f είναι σταθερή στο ∆ 

(δηλαδή f(x)=c, για κάθε x∈∆) 

• Πόρισµα 

Αν f, g συνεχείς σε διάστηµα ∆ και 

f '(x) g'(x)= για κάθε x εσωτερικό σηµείο του ∆ 

τότε υπάρχει σταθερά c τέτοια 

ώστε f(x)=g(x)+c για κάθε 

x∈∆ 

• Θ. Fermat 

Έστω f ορισµένη σε διάστηµα ∆. 

Αν x0 εσωτερικό σηµείο του ∆ στο οποίο παρουσιάζει 

τοπικό ακρότατο και  

f παραγωγίσιµη στο x0 

 

τότε of '(x ) 0=  

• Θ. Μονοτονίας 

Έστω f συνεχής σε διάστηµα ∆ και 

παραγωγίσιµη στο εσωτερικό (τουλάχιστον) του ∆. 

Αν f '(x) 0>  στο εσωτερικό (τουλάχιστον) του ∆ 

τότε f    στο ∆ 

  Το αντίστροφο του θεωρήµατος δεν ισχύει. 

• 1ο Θ. Ακροτάτων 

Αν f παραγωγίσιµη στο (α,x0)∪(x0,β), 

f συνεχής στο x0 

f '(x) 0>  στο (α,x0) και f '(x) 0<  στο (x0,β) 

τότε η f παρουσιάζει τοπικό 

µέγιστο στο x0 

   

ΣΗΜΕΙΩΣΗ: Αν η τελευταία συνθήκη ήταν f '(x) 0<  στο (α,x0) και f '(x) 0>  στο 

(x0,β) τότε η f θα παρουσίαζε τοπικό ελάχιστο στο x0. 

ΣΗΜΑΝΤΙΚΗ ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ: Κατά τη µελέτη της µονοτονίας και των ακροτάτων, 

δεν µας ενδιαφέρει η παραγωγισιµότητα της συνάρτησης σε συγκεκριµένα 

µεµονωµένα σηµεία του πεδίου ορισµού της, αλλά σε διαστήµατα, µε την 

προϋπόθεση όµως, ότι στα συγκεκριµένα αυτά σηµεία να είναι συνεχής. 
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• Κυρτότητα συνάρτησης 

ΟΡΙΣΜΟΣ 

Έστω f συνεχής σε διάστηµα ∆ και 

f παραγωγίσιµη στο εσωτερικό (τουλάχιστον) του ∆. 

Η f λέγεται κυρτή στο ∆ (ή αλλιώς στρέφει τα κοίλα προς τα άνω), αν και µόνο αν f '    

στο εσωτερικό (τουλάχιστον) του ∆ 

ΣΗΜΑΝΤΙΚΗ ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ: Η τελευταία πρόταση του παραπάνω ορισµού 

εκφράζει ισοδυναµία που σηµαίνει ότι, αν µας πουν ότι η f είναι κυρτή στο ∆, τότε 

συµπεραίνουµε η f είναι παραγωγίσιµη στο εσωτερικό του ∆ και µάλιστα ότι f΄   στο 

εσωτερικό του ∆. 

ΘΕΩΡΗΜΑ ΚΥΡΤΟΤΗΤΑΣ 

Έστω f συνεχής σε διάστηµα ∆ και 

δύο φορές παραγωγίσιµη στο εσωτερικό του ∆.  

Αν f ''(x) 0>    για κάθε x εσωτερικό  του ∆ 

 

 

τότε η f είναι κυρτή στο ∆ (ή αλλιώς 

στρέφει τα κοίλα προς τα άνω) 

  

 Το αντίστροφο του θεωρήµατος δεν ισχύει. 

ΣΗΜΕΙΩΣΗ: Αν αλλάξουµε τη µονοτονία της f΄ στο α) θεώρηµα ή τα πρόσηµα της f ''  

στο β), τότε η f θα είναι κοίλη (ή αλλιώς θα στρέφει τα κοίλα προς τα κάτω). 

 

• Σηµεία καµπής συνάρτησης 

ΟΡΙΣΜΟΣ 

Αν f παραγωγίσιµη (τουλάχιστον) σε διάστηµα (α,x0)∪(x0,β) 

η Cf δέχεται εφαπτοµένη στο σηµείο (x0, f(x0)) και 

η f είναι κυρτή στο (α,x0) και κοίλη στο (x0,β) ή αντίθετα 

 

τότε η Cf έχει σηµείο 

καµπής το (x0, f(x0)) ή  

η f παρουσιάζει καµπή 

στο x0 

ΘΕΩΡΗΜΑ  

Αν η f παρουσιάζει καµπή στο x0 και 

η f είναι δύο φορές παραγωγίσιµη στο x0 

 

τότε f '' (x0)=0 

 

Τα εσωτερικά σηµεία του ∆ όπου η f ''  µηδενίζεται Πιθανές θέσεις 

σηµείων καµπής Τα εσωτερικά σηµεία του ∆ όπου η f ''  δεν υπάρχει 

 

ΘΕΩΡΗΜΑ ΣΗΜΕΙΩΝ ΚΑΜΠΗΣ 

Έστω f δύο φορές παραγωγίσιµη σε διάστηµα (α,x0)∪(x0,β).  

Αν η Cf δέχεται εφαπτοµένη στο σηµείο (x0, f(x0)) και 

f '' (x)>0 στο (α,x0) και f '' (x)<0 στο (x0,β) ή αντίθετα 

 

 

τότε η f παρουσιάζει 

καµπή στο x0 
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ΣΗΜΑΝΤΙΚΗ ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ: Κατά τη µελέτη της κυρτότητας, δεν µας ενδιαφέρει 

αν ορίζεται η f΄ και η f ''  σε συγκεκριµένα µεµονωµένα σηµεία του πεδίου ορισµού 

της, αρκεί η f να είναι συνεχής σε αυτά. 

Κατά τη µελέτη των σηµείων καµπής, δεν µας ενδιαφέρει αν ορίζεται η f ''  σε 

συγκεκριµένα µεµονωµένα σηµεία του πεδίου ορισµού της, αρκεί η Cf να δέχεται εκεί 

εφαπτοµένη. 

 

8. Ασύµπτωτες γραφικής παράστασης 

y=λx+β ΟΡΙΣΜΟΣ: Η ευθεία y=λx+β λέγεται ασύµπτωτη της γραφικής παράστασης της 

f στο +∞ αν και µόνο αν 
x
lim [f(x) (λx β)] 0
→+∞

− + = . Όµοια για το -∞. 

ΘΕΩΡΗΜΑ: Η ευθεία y=λx+β είναι ασύµπτωτη της γραφικής παράστασης της f 

στο +∞ αν και µόνο αν 
x x

f(x)
lim λ R και lim [f(x) λx] β R

x→+∞ →+∞
= ∈ − = ∈ . 

Όµοια για το -∞. 

Οριζόντια Η ευθεία y= β είναι οριζόντια ασύµπτωτη της γραφικής παράστασης της f στο 

+∞ αν και µόνο αν 
x
lim f(x) β R
→+∞

= ∈ . Όµοια για το -∞. 

Η περίπτωση αυτή είναι προφανώς µερική περίπτωση της προηγούµενης 

(y=λx+β) αν λ=0. 

Οι ασύµπτωτες των προηγούµενων µορφών αναζητώνται στα -∞ και +∞ εφόσον η 
συνάρτηση ορίζεται σε κατάλληλες γειτονιές. 
 

Κατακόρυφη Η ευθεία x=x0 είναι κατακόρυφη ασύµπτωτη της γραφικής παράστασης της f αν 

και µόνο αν ένα τουλάχιστον από τα όρια 
0x x

lim f(x)
+→

 ή 
0x x

lim f(x)
−→

 είναι +∞ ή -∞. 

Κατακόρυφες ασύµπτωτες αναζητούµε στα σηµεία ασυνέχειας και στα πεπερασµένα 
ανοικτά άκρα του πεδίου ορισµού (εφόσον υπάρχουν). 
 
9. Κανόνες De l’ Hospital 

ΘΕΩΡΗΜΑ 1ο  (α.µ. 
0
0

)  

Αν ξ∈R και ∆ξ γειτονιά του ξ και 

• f, g συναρτήσεις παραγωγίσιµες στο ∆ξ 

• 
x ξ x ξ
lim f(x) 0 και lim g(x) 0
→ →

= =  και 

• υπάρχει το 
x ξ

f '(x)
lim

g'(x)→
 πεπερασµένο ή άπειρο 

   ΤΟΤΕ 
x ξ x ξ

f(x) f '(x)
lim lim

g(x) g'(x)→ →
=  
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ΘΕΩΡΗΜΑ 2ο  (α.µ. 
±
±

∞∞∞∞

∞∞∞∞
)  

Αν ξ∈R και ∆ξ γειτονιά του ξ και 

• f, g συναρτήσεις παραγωγίσιµες στο ∆ξ 

• 
x ξ
lim f(x)
→

=+∞ ή -∞  
x ξ

και lim g(x)
→

=+∞ ή -∞ και  

• υπάρχει το 
x ξ

f '(x)
lim

g'(x)→
 πεπερασµένο ή άπειρο 

   ΤΟΤΕ 
x ξ x ξ

f(x) f '(x)
lim lim

g(x) g'(x)→ →
=  

 
 

 

ΣΗΜΑΝΤΙΚΕΣ ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ  
1. Για τη συνέχεια και την παραγωγισιµότητα των συναρτήσεων, έχουµε συνοπτικά: 

 Συναρτήσεις µονού τύπου Απόλυτα 

συναρτήσεων 

µονού τύπου 

Συναρτήσεις πολλαπλού 

τύπου 

ΣΥΝΕΧΕΙΑ Είναι συνεχείς στο πεδίο 

ορισµού τους. 

Είναι συνεχείς 

στο πεδίο 

ορισµού τους ως 

απόλυτα 

συνεχών. 

Είναι συνεχείς στα 

υποδιαστήµατα που έχουν ένα 

τύπο, εκτός από τα πιθανά 

σηµεία ασυνέχειας, όπου 

χρειάζεται µελέτη µε τη βοήθεια 

του ορίου. 

ΠΑΡΑΓ/ΤΗΤΑ Είναι παραγωγίσιµες στο πεδίο 

ορισµού τους, µε εξαίρεση 

συναρτήσεις που έχουν ή 

περιέχουν µορφή [g(x)]α, µε 

α∈∈∈∈(0, 1), οι οποίες ίσως δεν 

είναι παραγωγίσιµες στις ρίζες 

του g(x), όπου και χρειάζεται 

έλεγχος µε το όριο του λόγου 

µεταβολής.  

Τις αναλύουµε 

σε πολλαπλό 

τύπο, 

«βγάζοντας» τα 

απόλυτα και 

εργαζόµαστε 

όπως στις 

συναρτήσεις 

πολλαπλού 

τύπου. 

Είναι παραγωγίσιµες στα 

υποδιαστήµατα που έχουν ένα 

τύπο, (εκτός αν ο τύπος έχει ή 

περιέχει τη µορφή [g(x)]α, µε 

α∈(0, 1)) µε εξαίρεση τα πιθανά 

σηµεία ασυνέχειας, όπου 

χρειάζεται µελέτη µε τη βοήθεια 

του ορίου του λόγου µεταβολής. 

 

2. Η σχέση του συµπεράσµατος του Θ.Μ.Τ. µπορεί φυσικά να γραφεί και µε τη µορφή 

f(β)-f(α)= f '(ξ) ⋅ (β-α). 

3. Μία σχέση µορφής f '(α) 0=  (που συναντάµε στα Θ. Rolle και Θ. Fermat) σηµαίνει ότι 

η εφαπτοµένη της fC  στο Α(α,f(α)) είναι οριζόντια (παράλληλη προς τον x’x). 
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4. Για τη µονοτονία: Η f είναι   στο [α,β] ακόµα και όταν f '(x) 0≥  για κάθε x∈(α,β) µε 

την προϋπόθεση ότι η f '  µηδενίζεται σε µ ε µ ο ν ω µ έ ν α  π ε π ε ρ α σ µ έ ν ο υ  

π λ ή θ ο υ ς  σηµεία του (α,β) (και φυσικά ότι f συνεχής στο [α,β]). 
Με τη βοήθεια της µονοτονίας µπορούµε: 

 ΘΕΩΡΗΤΙΚΟ ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 

α) Να δείξουµε 

ανισώσεις µορφής 

f(A(x))>f(B(x)) 

Αν f γνησίως φθίνουσα στο ∆ και ζητάµε να δείξουµε ότι 

f(A(x))>f(B(x)), µπορούµε να δείξουµε ότι  

• A(x), B(x)∈∆ και ότι 

• A(x)<B(x). 

β) Να λύσουµε 

ανισώσεις µορφής 

f(A(x))>f(B(x)) 

Αν f γνησίως φθίνουσα στο ∆ και ζητάµε να λύσουµε την 

f(A(x))>f(B(x)), µπορούµε να  

• δείξουµε ότι A(x), B(x)∈∆ και  

• να λύσουµε την ισοδύναµη ανίσωση A(x)<B(x). 

γ) Να δείξουµε 

σχέσεις "διάφορου" 

µορφής 

f(A(x))≠≠≠≠f(B(x)) 

Αν f γνησίως φθίνουσα στο ∆ και ζητάµε να δείξουµε ότι 

f(A(x))≠f(B(x)), µπορούµε να δείξουµε ότι  

• A(x), B(x)∈∆ και ότι  

• A(x)≠B(x), (καθώς η f είναι και «1-1» ως γνησίως φθίνουσα). 

δ) Να λύσουµε 

εξισώσεις µορφής 

f(A(x))=f(B(x)) 

Αν f γνησίως φθίνουσα στο ∆ και ζητάµε να λύσουµε την 

f(A(x))=f(B(x)), µπορούµε να δείξουµε ότι  

• A(x), B(x)∈∆ και  

• να λύσουµε την ισοδύναµη εξίσωση A(x)=B(x) (καθώς η f είναι και 

«1-1» ως γνησίως φθίνουσα). 

 

5. Για τα ακρότατα  
Αν η f '  διατηρεί το ίδιο πρόσηµο και στο (α,xo) και στο (xo,β) και η f είναι συνεχής στο 

xo, τότε η f δεν παρουσιάζει ακρότατο στο xo. 
 

 

 

 

Μεθοδολογία προσδιορισµού ολικών ακροτάτων 

Αν f συνεχής σε κλειστό [α, β], τότε από γνωστό θεώρηµα συνέχειας παρουσιάζει και 

µέγιστο και ελάχιστο στο [α, β], τιµές που προσδιορίζονται ως εξής: 

• Βρίσκουµε τα κρίσιµα σηµεία της f 

• Υπολογίζουµε τις τιµές της f στα σηµεία αυτά καθώς και στα άκρα του [α, β] 

• Η µεγαλύτερη από τις παραπάνω τιµές είναι το ολικό µέγιστο και η µικρότερη το ολικό 

ελάχιστο της f στο [α, β]. 

Κρίσιµα σηµεία Σηµεία x0 όπου 0f '(x ) 0=  (Στάσιµα σηµεία) 

 Σηµεία x0 όπου δεν ορίζεται η 0f '(x )  

Πιθανές 
θέσεις 

ακροτάτων 
Κλειστά άκρα του Df  
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Σε παραµετρικές ασκήσεις που µας ζητούν την τιµή της παραµέτρου α ώστε η f να 

παρουσιάζει ακρότατο σε κάποιο x0, εσωτερικό του πεδίου ορισµού της, όπου είναι 

παραγωγίσιµη, λέµε: « Για να παρουσιάζει η f ακρότατο στο xo πρέπει 0f '(x ) 0= , 

προσδιορίζουµε την τιµή του α από τη σχέση αυτή, την θέτουµε στην f '  και ελέγχουµε 

αν η τελευταία αλλάζει πρόσηµο αριστερά και δεξιά του x0. Αν αυτό συµβαίνει, 

δεχόµαστε την τιµή του α που προσδιορίστηκε, αλλιώς την απορρίπτουµε. Η 

«επαλήθευση» αυτή είναι απαραίτητη καθώς η συνθήκη 0f '(x ) 0=  είναι αναγκαία αλλά 

όχι ικανή για την ύπαρξη ακρότατου στο x0. 

 

6. Για το σύνολο τιµών 
Αν f συνεχής συνάρτηση και γνησίως µονότονη σε διάστηµα ∆ τότε µπορούµε να 

προσδιορίσουµε το f(∆) µε απλό τρόπο. Έτσι αν: 

•  ∆ =[α,β] και f    στο [α,β] τότε f(∆)=[f(α),f(β)] 

•  ∆ =[α,β] και f    στο [α,β] τότε f(∆)= [f(β),f(α)] 

•  ∆ =(α,β] και f    στο (α,β] τότε f(∆)= ( )x(flim
αx +→

,f(β)] 

•  ∆ =[α,β) και f    στο [α,β) τότε f(∆)= ( )x(flim
βx −→

,f(α)] κ.τ.λ. 

7. Για την κυρτότητα 
Αν µια συνάρτηση στρέφει τα κοίλα άνω (κάτω), τότε η εφαπτοµένη σε κάθε σηµείο 

της Cf, εκτός από το σηµείο επαφής, βρίσκεται κάτω (πάνω) από τη Cf. 

 

8. Για τα σηµεία καµπής 
• Βασική προϋπόθεση για να είναι το x0 θέση σηµείου καµπής, είναι να υπάρχει η 

εφαπτοµένη στο x0. 

H f ''  που αλλάζει πρόσηµο αριστερά και δεξιά του x0, µπορεί να µηδενίζεται στο x0 

( 0f ''(x ) 0= ) ή να µην ορίζεται στο x0. 

• Αν η f ''  δεν ορίζεται αριστερά και δεξιά του x0, αλλά ορίζεται η f ' , τότε αντί της 

αλλαγής προσήµου της f '' , απαιτούµε αλλαγή µονοτονίας της f ' . 

• Αν f δύο φορές παραγωγίσιµη στο ∆, για να είναι ένα x0, εσωτερικό του ∆, θέση 

σηµείου καµπής, αναγκαία (αλλά όχι ικανή) συνθήκη είναι η 0f ''(x ) 0= . 

• Η εφαπτοµένη της Cf στο σηµείο καµπής (x0, f(x0)) «διαπερνά» τη Cf. 

• Αν f δύο φορές παραγωγίσιµη σε διάστηµα (α, β) τότε: 

α) Μεταξύ δύο ακροτάτων της f στο (α, β) υπάρχει ένα τουλάχιστον σηµείο καµπής. 

β) ∆εν είναι δυνατόν σε ένα x0∈(α, β) να έχουµε και τοπικό ακρότατο και σηµείο 

καµπής. 
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9. Για απόδειξη ανισώσεων:  

• Για να αποδείξουµε ότι Α(x) ≤≤≤≤ Β(x)  (1), για κάθε x∈∆, όπου ∆ ένα διάστηµα και Α(x) 

και Β(x) παραστάσεις του x, φέρνουµε την (1) σε µορφή Α(x)-Β(x) ≤ 0 και ορίζουµε 

συνάρτηση f(x)=Α(x)-Β(x) στο ∆ ή αν το ∆ είναι ανοικτό διάστηµα και η f µπορεί να 

οριστεί στο αντίστοιχο κλειστό, την ορίζουµε στο κλειστό. Στη συνέχεια 

ή  προσδιορίζουµε τη µονοτονία και τα ακρότατά της, µε τη βοήθεια των οποίων  

αποδεικνύουµε την (1) (βλέπε και σηµείωση µε παράδειγµα παρακάτω) 

ή  εφαρµόζουµε Θ.Μ.Τ. σε κατάλληλο διάστηµα, το οποίο είναι συνήθως το [ρ, x] ή 

το [x, ρ], όπου ρ ρίζα της f. 

ή  χρησιµοποιούµε κυρτότητα και τη θέση της εφαπτοµένης 

ή  εφαρµόζουµε δύο ΘΜΤ σε διαστήµατα που δεν έχουν κοινά εσωτερικά σηµεία 

ή  ολοκληρώνουµε τα µέλη κάποιας δεδοµένης ή γνωστής ανισότητας 

• Για να αποδείξουµε ανισότητα µορφής Α(α)<Α(β) όταν π.χ. α<β µπορούµε να 

χρησιµοποιήσουµε τη µονοτονία της συνάρτησης f(x)=Α(x). Έτσι αν f    στο [α,β] 

τότε προφανώς η ανισότητα ισχύει. 

• Ειδικά αν πρόκειται για διπλή ανισότητα  

 ή  αποδεικνύουµε κάθε µια από τις µονές ανισώσεις χωριστά όπως περιγράψαµε 

παραπάνω 

ή  αν η διπλή ανισότητα έρχεται σε µορφή 
f(β) f(α)

κ λ
β α

−
< <

−
, ορίζουµε την f(x) στο 

[α, β] και εφαρµόζουµε Θ.Μ.Τ. Έτσι θα υπάρχει ξ∈(α, β) τέτοιο ώστε 

f(β) f(α)
f '(ξ)

β α

−
=

−
. 

Στη συνέχεια µε τη βοήθεια του ότι α<ξ<β καταλήγουµε ότι κ f '(ξ) λ< <  οπότε 

f(β) f(α)
κ λ

β α

−
< <

−
. 

Πολλές φορές δεν «φαίνεται» καθαρά ποια είναι η κατάλληλη f που πρέπει να 

ορίσουµε και σε ποιο διάστηµα [α,β]. Αυτά πρέπει να τα προσδιορίσουµε 

παρατηρώντας ή αλλάζοντας ισοδύναµα τη διπλή ανισότητα. 

  

 ΣΗΜΑΝΤΙΚΕΣ ΑΛΗΘΕΙΣ ΑΝΙΣΩΣΕΙΣ (ΤΑΥΤΟΤΗΤΕΣ) 

1)    1+x ≤ ex ≤ 1+x⋅ex, για κάθε x∈R 

2)    
x 1

ln x x 1
x

−
≤ ≤ − , για κάθε x>0 

ΣΗΜΕΙΩΣΗ: Υπάρχει περίπτωση να µην είναι δυνατόν να προσδιορίσουµε τα 

πρόσηµα της f ' , οπότε και τη µονοτονία και τα ακρότατα της f. Τότε βρίσκουµε την 

f '' . Από τα πρόσηµα της f '' , βρίσκουµε τη µονοτονία και τα ακρότατα της f ' , µε τη 

 
    x=lnu   x=eu 
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βοήθειά τους ίσως µπορούµε να βρούµε τα πρόσηµα της f '  και από εκεί τη µονοτονία 

και τα ακρότατα της f.  

Αν τα πρόσηµα και της f ''  δεν είναι γνωστά, συνεχίζουµε στην (3)f  κ.τ.λ. 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ: Να αποδείξετε ότι 
3x

ηµx x (1)
3

> −  για κάθε x>0. 

ΛΥΣΗ:  

(Προσέξτε τα «παιχνίδια» µε το «ανοικτό» και το «κλειστό» µηδέν) 

(1) ⇔ 
3x

ηµx x 0
3

− + > . Ορίζουµε f(x)=
3x

ηµx x
3

− +  στο [0, +∞) (Προσοχή στο 

«κλειστό», αφού θα χρειαστούµε το f(0)). 

 f παραγωγίσιµη στο [0, +∞) µε 2f '(x) συνx 1 x= − +  (άγνωστα πρόσηµα–συνεχίζουµε) 

 f '  παραγωγίσιµη στο [0, +∞) µε f ''(x) ηµx 2x= − +  (άγνωστα πρόσηµα–συνεχίζουµε) 

f ''  παραγωγίσιµη στο [0, +∞) µε (3)f (x) συνx 2= − + . Όµως συνx<2⇔ -συνx+2>0 

για κάθε x ≥ 0, οπότε f (3)(x)>0 και εποµένως f ''      στο [0, +∞). 

Έτσι για x>0 θα είναι f ''(x) f ''(0) f ''(x) ηµ0 2 0 f ''(x) 0> ⇔ > − + ⋅ ⇔ > . 

Αφού f ''(x) 0>  στο (0, +∞) θα είναι f '     στο [0, +∞). 

Έτσι για x>0 θα είναι 2f '(x) f '(0) f '(x) συν0 1 0 f '(x) 0> ⇔ > − + ⇔ > . 

Αφού f '(x) 0>  στο (0, +∞) θα είναι f     στο [0, +∞). 

Έτσι για κάθε x>0 θα είναι f(x)>f(0)⇔
3 3x 0 x

ηµx x ηµ0 0 ηµx x 0
3 3 3

− + > − + ⇔ − + > . 

Άρα η (1) είναι αληθής. 

 

10.  Παράδειγµα πίνακα µεταβολών-Σύνολο τιµών 

 Με την προϋπόθεση ότι Df =[0, +∞) και η f είναι συνεχής στο 4 έστω ότι έχουµε: 

x 0                     1                      2                       4                 +∞ 

f '(x)  _ _ + _ 

f(x) 
    

                           τ.µ.                                           τ.ε.                    τ.µ. 

Έστω       f(0)=5                                       f(2)=-3          f(4)=10   4)x(flim
x

−=
+∞→

 

Τότε Rf =(-4, 10], δηλαδή το R(f) µιας συνεχούς συνάρτησης ορισµένης σε διάστηµα 

µπορεί να προσδιοριστεί εύκολα ακόµα και αν δεν έχει σταθερή µονοτονία, αν 

υπολογίσουµε τις τιµές των ακροτάτων της, τα όρια στα ανοικτά άκρα του Df και 

πάρουµε ως Rf ένα διάστηµα µε άκρα τη µικρότερη και τη µεγαλύτερη από τις 

παραπάνω τιµές (ανοικτό άκρο αν η τιµή βγαίνει από όριο και κλειστό αν βγαίνει από 

ακρότατο). 
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ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ: Όπως αναφέραµε και προηγουµένως (βλέπε ΣΗΜΑΝΤΙΚΗ 

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ στο θεώρηµα µονοτονίας) δεν αλλάζουν τα συµπεράσµατα του 

παραπάνω πίνακα ακόµα και αν η f δεν είναι ή δεν γνωρίζουµε αν είναι παραγωγίσιµη 

στα 1, 2 και 4, αρκεί να είναι συνεχής σε αυτά.  

 

11.  Βήµατα για την επίλυση προβληµάτων µεγίστου-ελαχίστου: 

α) Ορίζουµε (αν δεν είναι ορισµένες από την άσκηση) τις µεταβλητές µε βάση τις 

οποίες θα µελετήσουµε το πρόβληµα. 

β) Εντοπίζουµε λεκτικά την παράσταση, έστω Κ, της οποίας ζητάµε το µέγιστο ή το 

ελάχιστο (π.χ. όγκος, εµβαδόν, απόσταση, κέρδος κ.τ.λ.) και γράφουµε έναν τύπο για 

την Κ από γνωστές σχέσεις ή το σχήµα (αν χρειαστεί σχήµα αυτό πρέπει να παριστάνει 

µια τυχαία θεώρηση του προβλήµατος)..  

γ) Αν ο τύπος αυτός περιέχει µία µεταβλητή προχωράµε στο βήµα γ). Αν περιέχει δύο 

µεταβλητές x και y, υπολογίζουµε τη µία, έστω y, µε τη βοήθεια της άλλης από κάποια 

συνθήκη που θα µας δίνουν ή από γνωστές σχέσεις ή από το σχήµα  Αντικαθιστούµε το 

y στον τύπο της Κ και έτσι έχουµε µια συνάρτηση Κ(x)  

δ) Προσδιορίζουµε το πεδίο ορισµού της Κ(x) λαµβάνοντας υπόψιν: 

1. τους περιορισµούς από τον τύπο της,  

2. τη φυσική σηµασία του x στο πρόβληµα  

3. τις επιτρεπτές τιµές του x λόγω της εξάρτησής του από το y (αν υπάρχει τέτοια 

εξάρτηση). 

ε) Βρίσκουµε την παράγωγο Κ΄(x) και προσδιορίζουµε τα πρόσηµά της. 

Κατασκευάζουµε τον πίνακα µεταβολών της Κ και υπολογίζουµε το (ολικό) µέγιστο ή το 

(ολικό) ελάχιστο σύµφωνα µε τη γνωστή θεωρία. 

ζ) Πρέπει να δώσουµε απάντηση προσέχοντας αν µας ζητούν «πότε η Κ έχει τη 

µέγιστη ή ελάχιστη τιµή (για ποιες τιµές των x και y)» ή «ποια είναι η µέγιστη ή 

ελάχιστη τιµή αυτή». 

 
12.  Ρυθµός µεταβολής µιας συνάρτησης π.χ. V(t) είναι η παράγωγός της V '(t)  ενώ ο 

ρυθµός µεταβολής της όταν π.χ. t=2 είναι το V '(2)  που γράφεται και αλλιώς .
dt

dV

2t=

 

Αν ο ρυθµός µεταβολής του µεγέθους, έστω V, είναι θετικός αυτό δηλώνει µία τάση 

αύξησης της τιµής του V στη συγκεκριµένη θέση, ενώ αν είναι αρνητικός δηλώνει µία 

τάση µείωσης.  

Η παράγωγος ως ρυθµός µεταβολής έχει µονάδες «
xδεςάµον

yδεςάµον
» (µονάδες y ανά 

µονάδα x). 
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Τέλος δεν ξεχνάµε σε προβλήµατα κίνησης πάνω σε άξονα, αν x(t) η συνάρτηση 

«θέσης» του κινητού, τότε υ(t)=x΄(t) και α(t)= υ΄(t) = x ''(t) .  

Επίσης ότι το πρόσηµο της ταχύτητας υ(t) (ή αλλιώς η µονοτονία της 

αποµάκρυνσης x) καθορίζει την κατεύθυνση του κινητού το συγκεκριµένο χρονικό 

διάστηµα (δηλαδή αν κινείται µε θετική ή αρνητική φορά)  

Το συνολικό διάστηµα s, που διάνυσε το κινητό κατά τη χρονική περίοδο [t0, tν] ισούται 

µε  

s=|x(t0)-x(t1)|+ |x(t1)-x(t2)|+...+ |x(tν-1)-x(tν)| 

όπου t1, t2, t3, ... ,tν-1 οι χρονικές στιγµές κατά τις οποίες το κινητό αλλάζει φορά 

κίνησης (χρονικές στιγµές µηδενισµού της ταχύτητας). 

 

13.  Ασκήσεις που αφορούν σε ρίζες εξίσωσης ή συνάρτησης 

 

Α. Για να δείξουµε ότι µια εξίσωση µορφής Α(x)=Β(x) (1)  έχει τουλάχιστον µία 

ρίζα στο (α, β) 

 Εφαρµόζουµε συνήθως µία από τις παρακάτω µεθόδους: 

• Βρίσκουµε προφανή ρίζα της εξίσωσης στο (α, β)    ή 

• Λύνουµε αν είναι δυνατόν την (1)      ή 

• Ορίζουµε συνάρτηση f(x)=Α(x)-B(x) στο [α, β] (αν είναι εφικτό) και 

εφαρµόζουµε θεώρηµα Bolzano στο [α, β]     ή 

• Ορίζουµε συνάρτηση f(x)=Α(x)-B(x) στο [α, β] (αν είναι εφικτό) και 

εφαρµόζουµε θεώρηµα Rolle στην παράγουσα της f στο [α, β]  ή 

• Ορίζουµε συνάρτηση f(x)=Α(x)-B(x) και προσδιορίζουµε το σύνολο τιµών 

της, θεωρώντας ως πεδίο ορισµού το (α, β). Αν αυτό περιέχει το 0, τότε η f 

έχει µία τουλάχιστον ρίζα στο (α, β)      ή 

• Με απαγωγή σε άτοπο. Υποθέτουµε ότι η συνάρτηση f(x)=Α(x)-B(x) δεν έχει 

ρίζα στο (α, β) και καταλήγουµε σε άτοπο (ίσως και µε τη βοήθεια της 

διατήρησης προσήµου). 

 

ΣΗΜΑΝΤΙΚΕΣ ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ ΓΙΑ ΤΗΝ ΕΦΑΡΜΟΓΗ ΤΟΥ Θ.BOLZANO 

1. Σε περίπτωση που ζητάµε την ύπαρξη δύο τουλάχιστον ριζών στο (α, β) 

µπορούµε να εφαρµόσουµε Θ. Bolzano σε δύο κατάλληλα επιλεγµένα κλειστά 

υποδιαστήµατα του [α, β], ξένα µεταξύ τους (ή να έχουν το πολύ ένα κοινό 

σηµείο, το ένα άκρο τους – π.χ. [α, γ] και [γ, β]). 

2. Σε περίπτωση που κατά την εφαρµογή του Θ. Bolzano το γινόµενο f(α)⋅f(β) δεν 

είναι οπωσδήποτε αρνητικό, αλλά f(α)⋅f(β)≤ 0, τότε παίρνοντας περιπτώσεις 

(αν f(α)⋅f(β)<0 ή f(α)⋅f(β)=0) καταλήγουµε στο συµπέρασµα ότι υπάρχει 

τουλάχιστον µία ρίζα της f στο [α, β]. 
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3. Σε περίπτωση που η f δεν µπορεί να οριστεί εύκολα σε διάστηµα [α, β] όπου 

f(α)⋅f(β)<0, µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε τα όρια της f στα ανοικτά άκρα 

του πεδίου ορισµού της και αν αυτά είναι ετερόσηµα, τότε από γνωστή 

ιδιότητα των ορίων (σελίδα 2 ιδιότητα 6), υπάρχουν αριθµοί κ, λ σε 

κατάλληλες γειτονιές όπου f(κ)⋅f(λ)<0. Στη συνέχεια εφαρµόζουµε Θ. Bolzano 

στο [κ, λ] (ή [λ, κ]). 

 

Β. Για να δείξουµε ότι µια εξίσωση µορφής Α(x)=B(x) (1)  έχει το πολύ µία ρίζα στο 

(α, β) 

 Εφαρµόζουµε συνήθως µία από τις παρακάτω µεθόδους: 

• Λύνουµε αν είναι δυνατόν την (1)      ή 

• Ορίζουµε συνάρτηση f(x)=Α(x)-B(x) στο (α,β) και δείχνουµε ότι η f είναι “1-1” 

στο (α, β)          ή 

• Ορίζουµε συνάρτηση f(x)=Α(x)-B(x) στο (α, β) και δείχνουµε ότι η f είναι 

γνησίως µονότονη στο (α, β)       ή 

• Με απαγωγή σε άτοπο. Ορίζουµε συνάρτηση f(x)=Α(x)-B(x) στο (α, β), 

υποθέτουµε ότι η f έχει δύο τουλάχιστον ρίζες ρ1<ρ2 στο (α,β), εφαρµόζουµε 

συνήθως το Θ. Rolle στο [ρ1, ρ2] και καταλήγουµε σε άτοπο. Άρα η f έχει το 

πολύ µία ρίζα στο (α, β). 

Γ. Για να δείξουµε ότι µια εξίσωση µορφής Α(x)=B(x) (1)  έχει ακριβώς µία ρίζα 

στο (α, β) 

Αρκεί να δείξουµε ότι έχει µία τουλάχιστον και µία το πολύ, συνδυάζοντας 

µεθόδους από τις δύο προηγούµενες περιπτώσεις. 

 

 ∆. Για να δείξουµε ότι µια εξίσωση µορφής Α(x)=B(x) (1)  έχει τουλάχιστον ν ή το 

πολύ ν ή ακριβώς ν ρίζες στο (α, β) 

Εργαζόµαστε όπως αναφέραµε και στην περίπτωση µιας ρίζας, αλλά σε κατάλληλα 

υποδιαστήµατα του πεδίου ορισµού. 

  

ΣΗΜΕΙΩΣΕΙΣ  

1. Αν µας ζητούν όλες τις ρίζες µιας εξίσωσης τότε ή την λύνουµε µε τους κλασσικούς 

Λυκειακούς τρόπους (ανάλογα µε τη µορφή της) ή αν αυτό δεν είναι δυνατόν, 

δοκιµάζουµε να βρούµε τις προφανείς ρίζες της και στη συνέχεια να αποδείξουµε ότι 

δεν έχει άλλες. Αυτό ως γνωστόν γίνεται µε τη βοήθεια της «συνέχειας και 

µονοτονίας» ή «απαγωγής σε άτοπο και θεώρηµα Rolle» αφού πρώτα ορίσουµε 

κατάλληλη συνάρτηση. 
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2. Σε περίπτωση που η εξίσωση της οποίας µας ενδιαφέρουν οι ρίζες, είναι πολυωνυµική, 

δεν ξεχνάµε ότι ο βαθµός της, καθορίζει και το πόσες το πολύ ρίζες στο R θα έχει. 

Έτσι η εξίσωση α⋅(x-β)⋅(x-γ)+β⋅(x-α)⋅(x-γ)+γ⋅(x-α)⋅(x-β)=0, µε α+β+γ≠0, είναι 

δευτέρου βαθµού, οπότε έχει το πολύ δύο πραγµατικές ρίζες.  

 

 

 

 

 

ΧΡΗΣΙΜΕΣ ΣΥΜΒΟΥΛΕΣ  

(Οδηγίες προς ναυτιλλοµένους) 
Πριν ξεκινήσουµε τη λύση µιας άσκησης διαβάζουµε καλά την εκφώνηση, προσέχουµε τι 

τιµές παίρνουν οι παράµετροι (α, β, κ, λ, θ αν υπάρχουν), τι τιµές παίρνει η µεταβλητή, τι 

τιµές παίρνει η συνάρτηση (αν µας τις δίνουν), αν µας δίνουν πληροφορίες γι’ αυτήν και 

οτιδήποτε µας κάνει εντύπωση («άραγε αυτό γιατί µου το δίνουν;»), µιας και όλα όσα 

δίνονται θα µας χρειαστούν. 

ΠΡΟΣΟΧΗ ΣΤΑ ∆Ε∆ΟΜΕΝΑ – «ΚΛΕΙ∆ΙΑ» 
1.  Αν µας δίνουν ότι η f είναι συνεχής 

 α) Στο x0 τότε 
0

0
x x
lim f(x) f(x )
→

=  και 

0

0
x x
lim [f(x) f(x )] 0
→

− =  

 β) Στο [α,β] τότε • 
0

0
x x
lim f(x) f(x )
→

=  για κάθε x0∈(α,β), 
x α
lim f(x) f(α)

+→
=  και 

x β
lim f(x) f(β)

−→
=  

• f ολοκληρώσιµη στο [α,β] (υπάρχει το 
β

α
f(x)dx∫ ) 

• Η εικόνα του [α, β] (δηλ. το f([α, β])) είναι κλειστό διάστηµα 

• Η f παίρνει και ελάχιστη και µέγιστη τιµή στο [α,β] (θεώρηµα 

συνέχειας) 

• Αν επιπλέον f(α)≠f(β), η f παίρνει όλες τις τιµές ανάµεσα στα 

f(α) και f(β) (θεώρηµα συνέχειας) 

• Αν επιπλέον f(α)⋅f(β)<0, ισχύει το Θ. Bolzano 

• Αν γνωρίζουµε τη µονοτονία της µπορούµε να βρούµε το Rf 

 

 γ) Στο ∆ 

(ανοικτό ή 

κλειστό) 

τότε • Αν γνωρίζουµε τη µονοτονία της µπορούµε να βρούµε το Rf . 

• Αν επιπλέον f(x)≠0 για κάθε x∈∆, τότε από Θ.Bolzano η f 

διατηρεί σταθερό πρόσηµο στο ∆. 
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2.  Αν µας δίνουν ότι η f είναι παραγωγίσιµη 

 α) Στο x0 τότε • f συνεχής στο x0 

• 
0

0
0

x x
0

f(x) f(x )
lim f '(x ) R

x x→

−
= ∈

−
 

• 0 0
0

h 0

f(x h) f(x )
lim f '(x ) R

h→

+ −
= ∈  

• Η Cf δέχεται εφαπτοµένη στο Α(x0, f(x0)) µε εξίσωση 

0 0 0y f(x ) f '(x ) (x x )− = ⋅ −  

 β) Στο [α,β] τότε • f συνεχής στο [α,β], οπότε ισχύουν και όσα αναφέραµε για 

τη συνέχεια στο [α,β]. 

• Ισχύει το Θ.Μ.Τ. οπότε υπάρχει ξ∈(α,β) τέτοιο ώστε 

f(β) f(α)
f '(ξ)

β α

−
=

−
 

• Ορίζεται η εφαπτοµένη της Cf σε κάθε σηµείο Α(x0, f(x0)) µε 

x0∈[α,β] µε εξίσωση 0 0 0y f(x ) f '(x ) (x x )− = ⋅ −  

• Αν επιπλέον είναι f(α)=f(β) ισχύει το Θ.Rolle 

• Μπορούµε να βρούµε µονοτονία, ακρότατα, Rf 

 γ) Στο (α,β) τότε • f συνεχής στο (α,β) 

• Αν επιπλέον f συνεχής στο [α,β] ισχύει το Θ.Μ.Τ. 

• Αν επιπλέον f συνεχής στο [α,β] και f(α)=f(β) ισχύει το 

Θ.Rolle 

3.  Για να δείξουµε ότι µια συνάρτηση f της οποίας δεν δίνεται ο τύπος, αλλά κάποια 

σχέση που ικανοποιεί αυτή, είναι συνεχής  σε διάστηµα ∆ (το οποίο είναι το 

πεδίο ορισµού της), προσπαθούµε να δείξουµε ότι για κάθε x0∈∈∈∈∆ ισχύει ότι 

0x x
lim f(x)
→

=f(x0) (1) ή 
0

0
x x
lim [f(x) f(x )] 0
→

− =  ή θέτοντας στην (1) όπου x το x0+h, να 

δείξουµε ότι 0 0
h 0
lim f(x h) f(x )
→

+ =  ή κάτι παρόµοιο. 

4.  Για να δείξουµε ότι µια συνάρτηση f της οποίας δεν δίνεται ο τύπος είναι 

παραγωγίσιµη στο ∆, αρκεί να δείξουµε ότι 
0

0

x x
0

f(x) f(x )
lim R

x x→

−
∈

−
, για κάθε x0∈∈∈∈∆ ή 

0 0

h 0

f(x h) f(x )
lim R

h→

+ −
∈ , για κάθε x0∈∈∈∈∆. 

5.  Το Θ.Μ.Τ. είναι ένα χρήσιµο εργαλείο γιατί µπορεί να εφαρµοστεί σε πολλές 

ασκήσεις, µια που οι απαιτήσεις του είναι ελάχιστες. ∆οκιµάστε να το εφαρµόσετε (αν 

ισχύουν οι προϋποθέσεις του), ακόµα και αν η άσκηση δεν «θυµίζει» κάτι τέτοιο. 

6.  Αν 'f (x)=0  για κάθε εσωτερικό σηµείο του ∆ και f συνεχής στο ∆, τότε f 

σταθερή στο ∆. 

7.  Αν 'f (x)> 0  για κάθε εσωτερικό σηµείο του ∆ και f συνεχής στο ∆, τότε f       
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στο ∆. 

8.  Αν η 'f  αλλάζει πρόσηµο στα (α, x0) και (x0, β) και f συνεχής στο x0, τότε το 

x0 είναι θέση τοπικού ακροτάτου. 

9.  Αν η f παρουσιάζει τοπικό ακρότατο σε εσωτερικό σηµείο x0 του ∆ όπου είναι 

παραγωγίσιµη, τότε 0f '(x )=0  (Θ. Fermat). 

Πολλές φορές µπορούµε µε τη βοήθεια του Θ. Fermat, ξεκινώντας από µια αληθή 

ανίσωση να αποδείξουµε την ισχύ µιας ισότητας όπως στο παρακάτω παράδειγµα: 

Παράδειγµα: Αν ισχύει αx ≥ x+1  (1) για κάθε x∈R µε α>0, δείξτε ότι α=e. 

Λύση: (1)⇔ αx -x-1 ≥ 0 (2).  

Ορίζοντας f(x)= αx -x-1 παρατηρούµε ότι f(0)=0. Άρα (2)⇔ f(x) ≥ f(0) για κάθε x∈R, 

δηλαδή η f παρουσιάζει ελάχιστο στο 0 και επειδή είναι παραγωγίσιµη στο 0 (και 

γενικότερα στο R), θα ισχύει το Θ. Fermat. Άρα f '(0) 0= . 

Όµως xf '(x) α lnα 1= ⋅ −  οπότε η σχέση f '(0) 0=  δίνει α0⋅lnα-1=0⇔ lnα=1⇔ α=e. 

10.  Αν 'f     στο εσωτερικό του ∆ και f συνεχής στο ∆, τότε η f είναι κυρτή στο ∆. 

11.  Η f παρουσιάζει καµπή στο x0, όταν υπάρχει η εφαπτοµένη της Cf στο Α(x0, f(x0)) 

και η f αλλάζει τα κοίλα στα (α, x0) και (x0, β). 

12.  Σχεδόν όλα τα θεωρήµατα ισχύουν σε διάστηµα και όχι σε ένωση 

διαστηµάτων. 

13.  Σε προβλήµατα ρυθµού µεταβολής, δεν ξεχνάµε ότι ο ρυθµός µεταβολής Κ΄(t) 

ενός µεγέθους Κ(t) είναι θετικός όταν το µέγεθος αυξάνεται και αρνητικός όταν το 

µέγεθος µειώνεται. 

14.  Πολύ σηµαντικές είναι οι παρακάτω ιδιότητες των ορίων 

α) Αν f(x) ≥ 0 σε µια γειτονιά του ξ, τότε και 
x ξ
lim f(x) 0
→

≥  (αν το όριο υπάρχει) 

β) Αν 
x ξ
lim f(x) 0
→

>  (ή <0) τότε και f(x)>0 (ή <0) σε µια γειτονιά του ξ 

(βλέπε ιδιότητες 6. και 7. σελίδα 2). 
γ) 

x ξ x ξ
Αν f(x) g(x) σε γειτονιά του ξ και lim g(x) τότε lim f(x)

→ →
≤ = −∞ = −∞  

    
x ξ x ξ

Αν f(x) g(x) σε γειτονιά του ξ και lim f(x) τότε lim g(x)
→ →

≤ = +∞ = +∞  

 Τις δύο τελευταίες προτάσεις, αν και δεν υπάρχουν στο σχολικό βιβλίο, τις 
 χρησιµοποιούµε χωρίς απόδειξη. 
Ένα παράδειγµα εφαρµογής της ιδιότητας β) 

Αν µας δίνουν ότι f '  συνεχής στο x0 µε 0f '(x ) 0> , τότε 
0

0
x x
lim f '(x) f '(x ) 0
→

= > . Άρα 

σύµφωνα µε την ιδιότητα β) υπάρχει γειτονιά του x0  όπου f '(x) 0> . Εποµένως 

συµπεραίνουµε ότι f     σε µια γειτονιά του x0. 
15.  Υπάρχει διαφορά ανάµεσα στο (fog)΄(x) (δηλαδή [f(g(x))]΄) και στο 

'(f og)(x) (δηλαδή f '(g(x)) ). 

Παράγωγος της σύνθετης συνάρτησης είναι η πρώτη, ενώ η δεύτερη είναι η 

παράγωγος της f αν όπου x θέσουµε το g(x). 
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16.  Αν 

→ ∞x ±
lim [f(x)-(λx+β)]=0 , τότε η y=λx+β είναι ασύµπτωτη της Cf (πλάγια αν λ≠0 

ή οριζόντια αν λ=0). 

17.  Όταν µας λένε ότι ένα µέγεθος V είναι ανάλογο ενός άλλου µεγέθους θ, τότε 

υπάρχει αριθµός κ∈R, τέτοιος ώστε V=κ⋅⋅⋅⋅θ. 
 

18.  Ο κανόνας De l’ Hospital ισχύει µόνο για µορφές ορίων που καταλήγουν σε α.µ. 
0

0
 

ή 
∞

∞
 και µόνο εφ’ όσον οι f, g είναι παραγωγίσιµες σε γειτονιά του ξ και το 

x ξ

x ξ

lim f '(x)

lim g'(x)

→

→

 

υπάρχει. 
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∆. ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΑ 
 

1. Αν f ορισµένη σε διάστηµα ∆ και υπάρχει συνάρτηση F παραγωγίσιµη στο ∆ µε F ' f= , 

τότε το σύνολο των παραγουσών της f στο ∆ αποτελείται από τις συναρτήσεις F+c, 

όπου c οποιαδήποτε σταθερή ποσότητα. Ισχύουν: 

2. Αν f συνεχής σε διάστηµα ∆ και α∈∆, τότε θεωρώντας x∈∆, η συνάρτηση 

x

α
f(t) dt∫  είναι παραγωγίσιµη στο ∆ και µάλιστα είναι µια παράγουσα της f, δηλαδή 

ισχύει:    '∫
x

α
( f(t) dt) =f(x)  

Η συνάρτηση 
x

α
f(t) dt∫  είναι συνάρτηση του x και λέγεται συνάρτηση ορισµένη 

από ολοκλήρωµα. 

Το ποια παράγουσα είναι (από το σύνολο των παραγουσών της f) εξαρτάται από την 

τιµή του α. Έτσι για παράδειγµα η 
x

2

συνt dt∫π  είναι η παράγουσα µε τύπο  

ηµx-ηµ
2

π
=ηµx-1 (και όχι η «κλασσική» παράγουσα που είναι η ηµx). 

ΠΡΟΣΟΧΗ: Αν η f είναι συνεχής σε ένωση διαστηµάτων, τότε η 
x

α
f(t) dt∫  είναι 

παραγωγίσιµη στο υποδιάστηµα εκείνο που ανήκει το α (θεωρούµε δηλαδή ότι και το x 

ανήκει στο υποδιάστηµα αυτό). 

3. Αν f συνεχής σε διάστηµα ∆, α, x∈∆ και F µια συγκεκριµένη παράγουσα της f τότε: 

α) ∫
x

α
f(t)dt =F(x)+c,  c∈R, c συγκεκριµένο 

β) Αν f παραγωγίσιµη στο ∆, τότε '∫
x

α
f (t)dt =f(x)+c,  c∈R, c συγκεκριµένο. 

γ) ∫
x

α

d
( f(t)dt)=f(x)

dx
 

4. Μέθοδοι ολοκλήρωσης 

α) Με τη βοήθεια της παράγουσας 

β) Με ολοκλήρωση κατά παράγοντες 

γ) Με αλλαγή µεταβλητής u=φ(x). 

Πολλές φορές πριν την εφαρµογή κάποιας από τις παραπάνω µεθόδους, χρειάζεται να 

εφαρµόσουµε κάποιο τέχνασµα που να αλλάζει τον τύπο της συνάρτησης. 

5. Αν f συνεχής σε διάστηµα [α, β], τότε f ολοκληρώσιµη στο [α,β] (υπάρχει το 

β

α
f(x)dx∫ ). 

6. Ιδιότητες ορισµένου ολοκληρώµατος (Υποτίθεται ότι οι αναφερόµενες 

συναρτήσεις είναι συνεχείς στα αντίστοιχα διαστήµατα): 
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• 
α

α
f(x)dx 0=∫   • 

β α

α β
f(x)dx f(x)dx= −∫ ∫  

• 
β

α
c dx c (β α)= ⋅ −∫   

• 
β β

α α
λ f(x)dx λ f(x)dx⋅ = ⋅∫ ∫  • 

β β β

α α α
(f(x) g(x))dx f(x)dx g(x)dx+ = +∫ ∫ ∫  

• 
β γ β

α α γ
f(x)dx f(x)dx f(x)dx= +∫ ∫ ∫   σχέση Chasles (µε f συνεχή σε διάστηµα ∆ και 

         α,β,γ∈∆) 

• Αν α ≤ β και f(x) ≥ 0 για κάθε x∈[α,β] τότε 
β

α
f(x)dx 0≥∫  

Ιδιαίτερα αν η f δεν είναι παντού µηδέν στο [α,β] τότε 
β

α
f(x)dx 0>∫  

 
7. Εµβαδά 

α) Εµβαδόν οριζόµενο από µια συνεχή συνάρτηση f σε διάστηµα [α,β], τον 

x’x και τις ευθείες x=α και x=β 

∫
β

α
E= |f(x)|dx  

β) Εµβαδόν οριζόµενο από µια συνεχή συνάρτηση f και τον x’x 

∫
ν

1

ρ

ρ
E= |f(x)|dx  

όπου ρ1, ρν η µικρότερη και η µεγαλύτερη αντίστοιχα ρίζα της f. 

γ) Εµβαδόν οριζόµενο από δύο συνεχείς συναρτήσεις f,g σε διάστηµα [α,β] 

και τις ευθείες x=α και x=β 

∫
β

α
Ε= |f(x)-g(x)|dx  

 

δ) Εµβαδόν οριζόµενο από δύο συνεχείς συναρτήσεις f,g 

∫
ν

1

ρ

ρ
Ε= |f(x)-g(x)|dx  

όπου ρ1, ρν η µικρότερη και η µεγαλύτερη αντίστοιχα ρίζα της εξίσωσης f(x)=g(x), 

δηλαδή οι τετµηµένες των σηµείων τοµής των Cf και Cg. 

ε) Εµβαδά σύνθετων χωρίων 

Υπολογίζονται µε προσθέσεις ή αφαιρέσεις εµβαδών άλλων απλών χωρίων. 
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ΧΡΗΣΙΜΕΣ ΣΥΜΒΟΥΛΕΣ ΣΤΑ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΑ  
 

1.  ΠΡΟΣΟΧΗ: Άλλο είναι το ∫
x

α
f(t)dt  και άλλο το ∫

x

α
f(t)dω . 

Για το πρώτο έχουµε 
x x

αα
f(t)dt [F(t)]=∫ ,  

ενώ για το δεύτερο 
x x

α α
f(t)dω f(t) dω f(t) (x α)= ⋅ = ⋅ −∫ ∫ . 

ΕΠΙΣΗΣ στο ολοκλήρωµα ⋅∫
x

α
f(x) g(t) dt αν η ποσότητα f(x) είναι ανεξάρτητη του 

t, µπορεί να “περάσει” έξω από το ολοκλήρωµα (καθώς η ολοκλήρωση γίνεται ως 

προς t). 
 

2.  ΠΡΟΣΟΧΗ: Άλλο είναι το '∫
x

α
f (t)dt  και άλλο το '∫

x

α
( f(t)dt) . 

Το πρώτο είναι το ολοκλήρωµα της παραγώγου της f ως προς t και ισούται µε     

f(x)-f(α),  

ενώ το δεύτερο είναι η παράγωγος ως προς x του ολοκληρώµατος και ισούται µε 

f(x). 

3.  Όταν ζητάµε να υπολογίσουµε ολοκληρώµατα µορφής '
β

α
g(x) f (x)dx⋅⋅⋅⋅∫∫∫∫  ή 

''
β

α
g(x) f (x)dx⋅⋅⋅⋅∫∫∫∫  κ.τ.λ. συνήθως η κατάλληλη µέθοδος είναι η ολοκλήρωση κατά 

παράγοντες (αν φυσικά η g είναι παραγωγίσιµη). 
 

4.  Από την ισότητα 
β δ

α γ
f(x)dx f(x)dx=∫ ∫  δεν συµπεραίνουµε ότι α=γ και β=δ 

Από την ισότητα 
β β

α α
f(x)dx g(x)dx=∫ ∫  δεν συµπεραίνουµε ότι f(x)=g(x) 

5.  ΠΡΟΣΟΧΗ 

 • 
β β2 2

α α
( f(x)dx) f (x)dx≠∫ ∫  

• 
β β β

α α α
f(x)g(x)dx f(x)dx g(x)dx⋅≠∫ ∫ ∫  

• 
0 0

x x

α αx x x x
lim f(t)dt lim f(t)dt
→ →

≠∫ ∫  

 ΙΣΧΥΟΥΝ 

 • 
0

0

x x

α αx x
lim f(t)dt f(t)dt
→

=∫ ∫   µε προϋποθέσεις f συνεχής στο ∆ και α, x0∈∆ 

     (αφού η συνάρτηση 
x

α
F(x) f(t)dt= ∫  είναι τότε 

     παραγωγίσιµη, άρα και συνεχής στο ∆) 

• 
0

t t

α αx x
lim f(ω)dω f(ω)dω
→

=∫ ∫  µε προϋπόθεση ότι t ανεξάρτητο του x  

     µια που η συνάρτηση 
t

α
f(ω)dω∫  είναι συνάρτηση του t 
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     και δεν περιέχει x (ακόµα και αν είχε τη µορφή 

     
t

α
f(x)dx∫ , πάλι είναι συνάρτηση του t). 

6.  Όταν ζητάµε να υπολογίσουµε τον τύπο συνάρτησς f 

 Στις ασκήσεις αυτές δίνεται συνήθως ή η f΄ ή µια σχέση που περιέχει την f΄ και την 

f, ίσως δίνεται επίσης άµεσα ή έµµεσα µια τιµή της f και ζητείται να υπολογίσουµε 

τον τύπο της f. 

α) Αν µας δίνουν τον τύπο της f΄ και ζητάµε την f 

Προσπαθούµε να "µαντέψουµε" τις παράγουσες της f΄, οι οποίες στον τύπο τους 

θα περιέχουν και µια σταθερά c. 

Αν επιπλέον µας δίνουν άµεσα ή έµµεσα και µια τιµή της f (π.χ. f(1)=5), τότε 

µπορούµε να υπολογίσουµε το c, οπότε και τον ακριβή τύπο της f. 

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 

Αν δεν ζητάµε τον τύπο της f, αλλά την διαφορά f(β)-f(α) δύο τιµών της, τότε: 

− ή βρίσκουµε τον τύπο της f (µε το c) όπως περιγράψαµε και στη συνέχεια τη 

διαφορά f(β)-f(α) (τα c αφαιρούµενα «φεύγουν») 

− ή εναλλακτικά, υπολογίζουµε το 
β

α
f '(x) dx∫ , καθώς αυτό µας δίνει απ’ ευθείας 

το f(β)-f(α) (µην ξεχνάτε ότι 
β β

αα
f '(x) dx [f(x)]=∫ ). 

β) Αν µας δίνουν µια σχέση που περιέχει την f΄ (ίσως και την f) και ζητάµε 

την f 

Προσπαθούµε να φέρουµε τη σχέση σε µία από τις µορφές (Α(f(x))΄=0 ή 

(Α(f(x))΄=(Β(x))΄ ή (Α(f(x))΄=(Α(f(x)), όπου Α(f(x)) παράσταση της f(x) και 

Β(x) παράσταση του x. 

(Α(f(x))΄=0 , τότε από το θεώρηµα της σταθερής 

συνάρτησης είναι Α(f(x))=c, απ’ όπου βρίσκουµε την f(x) (*). 

(Α(f(x))΄=(Β(x))΄, τότε από γνωστό θεώρηµα των 

παραγώγων είναι Α(f(x))=Β(x)+c, απ’ όπου βρίσκουµε την 

f(x)(*).  

 

 

 

Συγκεκριµένα αν 

καταλήξουµε  

σε (Α(f(x))΄=(Α(f(x)) , τότε από γνωστή εφαρµογή ισχύει  

Α(f(x))=c⋅ex, απ’ όπου βρίσκουµε την f(x) (*).  

(*) Σε κάθε περίπτωση µπορούµε να προσδιορίσουµε το c, αν µας δίνουν άµεσα ή 

έµµεσα µια τιµή της f. 
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Ε. ΤΙ ΜΠΟΡΟΥΜΕ ΝΑ ΚΑΝΟΥΜΕ ΣΤΑ ΜΕΛΗ ΜΙΑΣ ΙΣΟΤΗΤΑΣ ή 

ΑΝΙΣΟΤΗΤΑΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ 
ΙΣΟΤΗΤΑ 

Έχοντας µια ισότητα συναρτήσεων f(x)=g(x), για κάθε x, µπορούµε:  

α) Να συµπεράνουµε ότι τα όριά τους στο ξ είναι ίσα (µε προϋπόθεση ότι τα όρια αυτά 

υπάρχουν).    

β) Να παραγωγίσουµε τα µέλη της ισότητας (µε προϋπόθεση ότι οι f, g είναι 

παραγωγίσιµες). 

γ) Να πάρουµε το ορισµένο ολοκλήρωµα των µελών της ισότητας, (µε προϋπόθεση ότι οι 

f, g είναι συνεχείς στο [α, β])  

δηλαδή ισχύουν οι συνεπαγωγές: 

ΣΧΕΣΗ ΠΡΟΫΠΟΘΕΣΕΙΣ 

f(x)=g(x) ⇒⇒⇒⇒ 
→ →x ξ x ξ

limf(x)=limg(x)  Να ορίζονται τα όρια 

f(x)=g(x) ⇒⇒⇒⇒ f΄(x)=g΄(x) f, g παραγωγίσιµες στο [α, β] 

f(x)=g(x) ⇒⇒⇒⇒ ∫ ∫
β β

α α
f(x)dx = g(x)dx  

 

f, g συνεχείς στο [α, β]. 

ΠΡΟΣΟΧΗ: Οι αντίστροφες των παραπάνω συνεπαγωγών δεν ισχύουν. 

 

ΑΝΙΣΟΤΗΤΑ 

Ισχύουν οι συνεπαγωγές: 

ΣΧΕΣΗ ΠΡΟΫΠΟΘΕΣΕΙΣ 

f(x) ≥≥≥≥ g(x) ⇒⇒⇒⇒ 
x ξ x ξ
limf(x) limg(x)

→ →→ →→ →→ →
≥≥≥≥  Να ορίζονται τα όρια 

f(x) ≥≥≥≥ 0 ⇒⇒⇒⇒ 
β

α
f(x) dx 0≥≥≥≥∫∫∫∫  f συνεχής στο [α, β] 

f(x) ≥≥≥≥ g(x) ⇒⇒⇒⇒
β β

α α
f(x)dx g(x)dx≥≥≥≥∫ ∫∫ ∫∫ ∫∫ ∫  f, g συνεχείς στο [α, β]. 

ΠΡΟΣΟΧΗ  

1. Οι αντίστροφες των παραπάνω συνεπαγωγών δεν ισχύουν. 

2. ∆ΕΝ ΙΣΧΥΕΙ Η ΣΥΝΕΠΑΓΩΓΗ      f(x) ≥≥≥≥ g(x) ⇒⇒⇒⇒ f΄(x) ≥≥≥≥ g΄(x) 

 

 

 

 

 

 

 



Βασικά σηµεία της Ανάλυσης 26                ∆ιακουµάκος Γιώργος- Μαθηµατικός 

 

Ζ. ΒΑΣΙΚΑ ΘΕΩΡΗΜΑΤΑ ΤΩΝ ΟΠΟΙΩΝ ∆ΕΝ ΙΣΧΥΟΥΝ 

ΤΑ ΑΝΤΙΣΤΡΟΦΑ ή ΠΑΡΑΛΛΑΓΕΣ ΤΟΥΣ 
Όλες οι βασικές προτάσεις της ανάλυσης µε τις οποίες ασχοληθήκαµε (οι περισσότερες 

εκφράζονται µε τη µορφή θεωρηµάτων), αφορούν σε συνεπαγωγές, µε αποτέλεσµα να 

µην ισχύουν οι αντίστροφες προτάσεις. Όσες από τις παρακάτω προτάσεις ξεκινούν µε 

(*) (αστερίσκο), σηµαίνει ότι υπάρχει απόδειξή τους, µε αντιπαράδειγµα, στο σχολικό 

βιβλίο. Επίσης τα θεωρήµατα αυτά έχουν αυστηρές προϋποθέσεις, µε αποτέλεσµα να µην 

ισχύουν αν παραλλάξουµε τις προϋποθέσεις αυτές.  

Στη συνέχεια αναφερόµαστε στα βασικότερα από αυτά: 

 

• Αν f γνησίως µονότονη σε διάστηµα ∆, τότε είναι και «1-1» στο ∆ 

o (*) Αν η f 1-1 σε διάστηµα ∆, τότε δεν είναι πάντα γνησίως µονότονη στο ∆. 

 Παράδειγµα: 
x, x 0

f (x) 1
, x 0

x

≤


= 
>

 

• (*) Αν για τις συναρτήσεις f, g : (0,+∞)→R , ισχύει ότι 
x 0
lim f (x)
→

= +∞  και 

x 0
limg(x) ,
→

= −∞ τότε δεν ισχύει απαραίτητα ότι 
x 0
lim(f (x) g(x)) 0
→

+ =  

 Παράδειγµα: 
2 2

1 1
f (x) 1, g(x)

x x
= − + =  

• Αν η f είναι συνεχής σε διάστηµα [α, β] και f(α)⋅f(β)<0, τότε η f έχει ρίζα στο (α, β). 

o Αν η f είναι συνεχής στο [α, β] και έχει ρίζα στο (α, β), δεν σηµαίνει οπωσδήποτε 

ότι f(α)⋅f(β)<0. 

o Αν η f είναι συνεχής στο [α, β] και f(α)⋅f(β)>0 δεν σηµαίνει ότι αποκλείεται να 

έχει ρίζα στο (α, β).  

 

• Αν η f είναι παραγωγίσιµη σε x0, τότε είναι και συνεχής στο x0. 

o (*) Αν η f είναι συνεχής σε x0, δεν είναι απαραίτητα και παραγωγίσιµη στο x0. 

 Παράδειγµα: f(x)=|x| στο 0 

o Αν η f δεν είναι παραγωγίσιµη στο x0, δεν αποκλείεται να είναι συνεχής στο x0. 

• Αν f συνεχής σε διάστηµα ∆ και παραγωγίσιµη στο εσωτερικό του ∆ µε f΄(x)=0 για κάθε 

x εσωτερικό του ∆, τότε η f είναι σταθερή στο ∆. 

o (*) Αν f΄(x)=0 σε ένωση διαστηµάτων Α, τότε η f δεν είναι απαραίτητα σταθερή 

στο Α. 

 Παράδειγµα: 
1, x 0

f (x)
1, x 0

− <
= 

>
 

• Αν f συνεχής σε διάστηµα ∆ και παραγωγίσιµη στο εσωτερικό του ∆ µε f΄(x)>0 για κάθε 

x εσωτερικό του ∆, τότε η f είναι γνησίως αύξουσα στο ∆ 
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o Αν f΄(x)>0 σε ένωση διαστηµάτων Α, τότε η f δεν είναι απαραίτητα γνησίως 

αύξουσα στο Α (οµοίως για f΄(x)<0 στο Α και f γνησίως φθίνουσα). 

o (*) Αν η f είναι γνησίως αύξουσα και παραγωγίσιµη σε διάστηµα ∆ τότε δεν 

ισχύει οπωσδήποτε ότι f΄(x)>0, για κάθε x∈∆ (ισχύει όµως f΄(x) ≥ 0, για κάθε 

x∈∆, µε απόδειξη). Οµοίως για γνησίως φθίνουσα. 

 Παράδειγµα: f(x)=x3 

• Αν f ορισµένη σε διάστηµα ∆ και παρουσιάζει τοπικό ακρότατο σε εσωτερικό σηµείο x0 

του ∆ όπου είναι παραγωγίσιµη, τότε f΄(x0)=0. 

o Αν υπάρχει x0 όπου f΄(x0)=0, τότε η f δεν παρουσιάζει οπωσδήποτε ακρότατο 

στο x0.       Παράδειγµα: f(x)=x3 στο 0 

• Αν f παραγωγίσιµη σε διάστηµα (α, β) µε εξαίρεση ίσως ένα σηµείο x0 στο οποίο είναι 

συνεχής και η f΄(x) έχει διαφορετικά πρόσηµα στα (α, x0) και (x0, β), τότε η f 

παρουσιάζει στο x0 τοπικό ακρότατο 

o Αν η f παρουσιάζει τοπικό ακρότατο στο x0, δεν υπάρχουν απαραίτητα 

διαστήµατα µορφής (α, x0) και (x0, β), στα οποία η f έχει διαφορετική µονοτονία. 

• Αν f συνεχής σε διάστηµα ∆ και δύο φορές παραγωγίσιµη στο εσωτερικό του ∆ µε 

f ''(x) 0>  για κάθε x εσωτερικό του ∆, τότε η f είναι κυρτή στο ∆. 

o (*) Αν η f είναι κυρτή και δύο φορές παραγωγίσιµη σε διάστηµα ∆, τότε δεν 

ισχύει οπωσδήποτε ότι f ''(x) 0> , για κάθε x∈∆ (ισχύει όµως f ''(x) ≥0, για κάθε 

x∈∆, µε απόδειξη). Οµοίως αν η f είναι κοίλη. 

  Παράδειγµα: f(x)=x4 

• Αν το Α(x0, f(x0)) είναι σηµείο καµπής της Cf και η f είναι δύο φορές παραγωγίσιµη στο 

x0, τότε 0f ''(x ) 0= . 

o Αν υπάρχει x0 όπου 0f ''(x ) 0= , τότε η f δεν παρουσιάζει οπωσδήποτε καµπή στο 

x0.       Παράδειγµα: f(x)=x4 στο 0 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Βασικά σηµεία της Ανάλυσης 28                ∆ιακουµάκος Γιώργος- Μαθηµατικός 

 

Η. ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ 
 

Παραθέτουµε στη συνέχεια κάποια παραδείγµατα συναρτήσεων µε «παράξενες» ιδιότητες. 

 
1. ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ ΠΟΥ ΕΙΝΑΙ ΣΥΝΕΧΗΣ ΑΛΛΑ ΠΟΥΘΕΝΑ 

ΠΑΡΑΓΩΓΙΣΙΜΗ 

f(x) = 
ν

ν ν

=0

1
( ) συν(12 x)
2

π

∞∞∞∞     
⋅ ⋅ ⋅⋅ ⋅ ⋅⋅ ⋅ ⋅⋅ ⋅ ⋅    

    
∑∑∑∑    Karl Weierstrass (1872) 

 
2. ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ ΠΟΥ ΕΙΝΑΙ ΠΑΡΑΓΩΓΙΣΙΜΗ ΜΟΝΟ ΣΤΟ 0 

Ορίζουµε τη συνάρτηση g(x)=x⋅f(x), όπου f η παραπάνω συνάρτηση του Weierstrass. 

Αυτή εύκολα αποδεικνύεται ότι είναι παραγωγίσιµη στο 0 (µε το όριο του λόγου 

µεταβολής).  

Επιπλέον αποδεικνύεται ότι δεν είναι πουθενά αλλού παραγωγίσιµη. 

3. OTAN MIA ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ ΕΙΝΑΙ ΠΑΡΑΓΩΓΙΣΙΜΗ, Η ΠΑΡΑΓΩΓΟΣ ΤΗΣ ΕΙΝΑΙ 

ΟΠΩΣ∆ΗΠΟΤΕ ΣΥΝΕΧΗΣ; 

• OXI  

Για παράδειγµα η συνάρτηση 

f(x)=
2 1

x ηµ , x 0
x

0, x 0


⋅ ≠


 =

 είναι παραγωγίσιµη στο R, αλλά η παράγωγός της  
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f΄(x)= 

1 1
2x ηµ συν , x 0

x x

0, x 0


⋅ − ≠


 =

   δεν είναι συνεχής στο 0, καθώς το 
x 0
lim f '(x)
→

 

αποδεικνύεται ότι δεν υπάρχει.  

Αυτό αποτελεί και παράδειγµα συνάρτησης (f΄) η οποία αν και δεν είναι συνεχής στο R 

(δεν είναι στο 0), έχει παράγουσα στο R (την f). 

 

• ΟΜΩΣ 

Αν f παραγωγίσιµη συνάρτηση, µε 
0x x

lim f '(x) R
→

= ∈ℓ , τότε η f΄ είναι συνεχής στο x0. 

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ: Είναι 
0

0
0 x x

0

f (x) f(x )
f '(x ) lim

x x→

−
=

−
. Το όριο αυτό δίνει α.µ. 

0

0
 και µπορούµε 

να εφαρµόσουµε το θεώρηµα De l' Hospital καθώς καταλήγει σε 
0x x

lim f '(x)
→

, το οποίο 

σύµφωνα µε την υπόθεση υπάρχει στο R (χωρίς την υπόθεση αυτή δεν θα 

µπορούσαµε να εφαρµόσουµε το θεώρηµα De l' Hospital). Έτσι διαδοχικά έχουµε: 

0 0 0

0
α.µ.

0
0 0

0
x x D.L . x x x x

0 0

f (x) f(x ) (f(x) f(x )) '
f '(x ) lim lim lim f '(x)

x x (x x ) '→ → →

− −
= = = =

− −
ℓ  

Έτσι αποδείξαµε ότι 
0

0
x x
lim f '(x) f '(x )
→

= , οπότε f΄ συνεχής στο x0. 

 

4. ΑΝ ΜΙΑ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ ΠΑΡΟΥΣΙΑΖΕΙ ΤΟΠΙΚΟ ΕΛΑΧΙΣΤΟ ΣΤΟ x0, ΘΑ ΥΠΑΡΧΕΙ 

ΟΠΩΣ∆ΗΠΟΤΕ ΓΕΙΤΟΝΙΑ ΤΟΥ x0 ΑΠΟ ΑΡΙΣΤΕΡΑ ΤΟΥ x0 ΟΠΟΥ ΘΑ ΕΙΝΑΙ 

ΓΝΗΣΙΩΣ ΦΘΙΝΟΥΣΑ ΚΑΙ ΓΕΙΤΟΝΙΑ ΤΟΥ x0 ΑΠΟ ∆ΕΞΙΑ ΤΟΥ x0 ΟΠΟΥ ΘΑ ΕΙΝΑΙ 

ΓΝΗΣΙΩΣ ΑΥΞΟΥΣΑ; 

• ΟΧΙ 

Για παράδειγµα η συνάρτηση f(x)=
4 2 1

x ηµ , για x 0
x

0, για x 0


⋅ ≠


 =

. 

Η γραφική της παράσταση είναι περίπου όπως φαίνεται παρακάτω (τα κύµατα στην 

πραγµατικότητα είναι πολύ πιο πυκνά όσο πλησιάζουµε προς το 0, απλά εδώ τη 

σχεδιάζουµε έτσι, χάριν µεγαλύτερης ευκρίνειας). Λόγω της αδιάκοπης συµπαγούς 

κυµατοειδούς µορφής της γύρω από το 0, δεν είναι γνησίως φθίνουσα σε κανένα 

διάστηµα µορφής (α, 0) και δεν είναι γνησίως αύξουσα σε κανένα διάστηµα µορφής      

(0, β), αλλά όσο µεγεθύνουµε το διάγραµµα στο 0, παρατηρούµε τον ίδιο κυµατισµό. 
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5. ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΑ ΠΟΥ ∆ΕΝ ΠΡΟΚΥΠΤΟΥΝ ΑΠΟ ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΑ ΠΡΑΞΕΩΝ Ή 

ΣΥΝΘΕΣΕΩΝ ΤΩΝ ΣΤΟΙΧΕΙΩ∆ΩΝ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ (y=xα, y=ηµx κ.τ.λ.) 

∆εν µπορούν να εφαρµοστούν οι µέθοδοι υπολογισµού των αόριστων ολοκληρωµάτων για 

τα παρακάτω ολοκληρώµατα: 

2
x

x 2 3 e 1 ηµx
e dx, ηµx dx, ηµx dx, x 1dx, dx, dx, dx

x lnx x
− +∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

Κάποια µάλιστα από αυτά έχει αποδειχτεί ότι δεν υπολογίζονται. 
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• f  συνεχής στο [α, β] 
• f  παραγωγίσιµη στο (α, β) τότε ∃ ξ∈(α, β): 

f(β) f(α)
f '(ξ)

β α

−
=

−
 

• f  συνεχής στο [α, β] 
•   f  παραγωγίσιµη στο (α, β) 
• f(α)=f(β) 

τότε ∃ ξ∈(α, β): f '(ξ) 0=  

Θ. ΣΤΑΘΕΡΗΣ   ΠΟΡΙΣΜΑ 
• f  συνεχής σε διάστηµα ∆ 
• f '(x) 0=  για κάθε x εσωτερικό σηµείο του ∆ 

   
  τότε f είναι 
σταθερή στο ∆ 

• f, g συνεχείς σε διάστηµα ∆ 
• f '(x) g '(x)= για κάθε x εσωτερικό σηµείο του ∆ 

 

 τότε υπάρχει σταθερά c τέτοια 
ώστε f(x)=g(x)+c για κάθε x∈∆ 

ΜΟΝΟΤΟΝΙΑ   ΚΥΡΤΟΤΗΤΑ 
  ορισµός κυρτότητας  
  • Έστω f  συνεχής σε διάστηµα ∆ και 

• f  παραγωγίσιµη στο εσωτερικό του ∆. 

Η f  λέγεται κυρτή (στρέφει τα κοίλα άνω ∪) στο ∆, αν και µόνο αν (ισοδυναµία) f '    
στο εσωτερικό του ∆ 

θεώρηµα µονοτονίας  θεώρηµα κυρτότητας  
• Έστω f  συνεχής σε διάστηµα ∆ και 
• f  παραγωγίσιµη στο εσωτερικό του ∆. 
• Αν f '(x) 0>  στο εσωτερικό του ∆ 

 
τότε f    στο ∆ 

• Έστω f  συνεχής σε διάστηµα ∆ και 
• f  δύο φορές παραγωγίσιµη στο εσωτερικό του ∆. 
• Αν f ''(x) 0>  για κάθε x εσωτερικό  του ∆ 

  

 τότε f κυρτή (κοίλα άνω ∪) στο ∆ 

ΤΟΠΙΚΑ ΑΚΡΟΤΑΤΑ   ΣΗΜΕΙΑ ΚΑΜΠΗΣ 
Ισχύει  ορισµός σηµείων καµπής  
• f  συνεχής σε x0∈(α, β) 
• f     στο (α, x0) και f    στο (x0, β) 

 

τότε η f παρουσιάζει τοπ. 
µέγιστο στο x0 

• Έστω f παραγωγίσιµη σε διάστηµα (α, β) µε 
εξαίρεση ίσως ένα σηµείο x0.  

• Αν η Cf δέχεται εφαπτοµένη στο σηµείο (x0, f(x0)) 

• f '    στο (α, x0) και f '    στο (x0, β) ή αντίστροφα 

 
 τότε η f παρουσιάζει καµπή στο 
x0 

θεώρηµα τοπικών ακροτάτων  θεώρηµα σηµείων καµπής  
• Έστω f  παραγωγίσιµη σε διάστηµα (α, β) µε 

εξαίρεση ίσως ένα σηµείο x0. 
• f  συνεχής στο x0. 
• Αν f΄(x)>0 στο (α, x0) και f΄(x)<0 στο (x0, β) 

 
 τότε η f παρουσιάζει 
  τοπ. µέγιστο στο x0 

• Έστω f  δύο φορές παραγωγίσιµη σε διάστηµα (α, β) µε 
εξαίρεση ίσως ένα σηµείο x0. 

• Αν η Cf δέχεται εφαπτοµένη στο σηµείο (x0, f(x0)) και 

• f '' (x)>0 στο (α, x0) και f '' (x)<0 στο (x0, β) ή αντίστροφα 

 
   τότε η f παρουσιάζει 

καµπή στο x0 

Θ. Fermat  θεώρηµα  
• f  ορισµένη σε διάστηµα ∆ 
• f  παρουσιάζει τοπικό ακρότατο σε x0 

εσωτερικό του ∆  
• f  παραγωγίσιµη στο x0 

   τότε 0f '(x ) 0=  

• Η f  παρουσιάζει καµπή στο x0 
• f  δύο φορές παραγωγίσιµη στο x0 

 

τότε f '' (x0)=0 
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