
 

 

Απαντήςεισ εργαςίασ 1 – Συναρτήςεισ  

 
Θέμα  1ο     1 – γ   ,   2 – δ   ,  3 – ε   ,   4 – α   
 
Θέμα  2ο     1 – η  ,  2 – γ  ,  3 – α  ,   4 – θ   
 
Θέμα  3ο     1 – α  ,  2 – δ  ,  3 – ε  ,  4 – β  
 
Θέμα  4ο  
 
 α)  Για  να  τζμνει   θ  γραφικι  παράςταςθ τθσ  f   τζμνει τθν  ευκεία  ε  , ςε  ζνα  

τουλάχιςτον  ςθμείο    κα  πρζπει  θ  εξίςωςθ   ( )f x    να  ζχει  μια  τουλάχιςτον  

λφςθ  ςτο    . Είναι   2 2( ) 4 3 4 3 0f x x x x x                

Θ    τελευταία  εξίςωςθ  είναι  2ου  βακμοφ  ωσ  προσ  χ  και  για  να  ζχει  μια  
τουλάχιςτον  λφςθ ςτο     πρζπει  

0 16 4(3 ) 0 16 12 4 0 4 4 1                    

2οσ  τρόποσ  
Θ  γραφικι  παράςταςθ τθσ  f     είναι  μια  παραβολι  με  κορυφι  

( , ( ))
2 2

f
 

 
   (2 , f (2))  δθλαδι   (2,-1)   και   α = 1 > 0  .  Θ  ευκεία  ψ = κ  είναι  

μια  ευκεία  παράλλθλθ  ςτον  χχϋ  που  τζμνει  το  ψψϋ ςτο  κ . Για  να  τζμνονται  
λοιπόν  κα  πρζπει  θ  ευκεία  να  περνά  από  τθν  κορυφι  τθσ  παραβολισ  ι  πάνω  
από  αυτιν  δθλαδι  κα  πρζπει    1   .  
β)  Αν  θ  ευκεία  τζμνει  τθν  παραβολι   ςε  δφο  ςθμεία  τότε θ  παραπάνω  

εξίςωςθ  κα  ζχει  δφο  ρίηεσ  τισ  
1 2,x x  . Ζςτω  ότι   Α(

1 1, )x y   και  Β(
2 2, )x y .  Τότε  θ 

τετμθμζνθ  του  μζςου  του  ΑΒ  κα  είναι  1 2

2

x x
 . όμωσ  από  τφπουσ  Vieta   

1 2
1 2

4
4 2

1 2

x x
x x






         . 

 

Θέμα  5ο  

α)  Πρζπει  χ > 0   και   ln 0 1x x      οπότε    Df = (0, 1)  (1, + ) 

β) y = x nx

1

   
1

lnln ln xy x    ny = nx
nx

1



= 1    y = e   για  κάκε   fx D    

γ) Θ γραφικι παράςταςθ φαίνεται ςτο παρακάτω ςχιμα: .  

 



 

 

Θέμα  6ο  

                                                  

α)  Πρζπει  2 3 0       για  κάκε  χ  ,  δθλαδι  πρζπει   Δ < 0 .  

     Είναι  
9

0 9 4 0 4 9
4

            

β)  Πρζπει  2 3 0       για  κάκε  χ  , και  επειδι  ο  ςυντελεςτισ  του  χ2  

    είναι  1   δθλαδι  κετικόσ  πρζπει  και  αρκεί  Δ < 0 .  

   2 4
0 9 4 0 (9 4) 0 0

9
                . 

Τελικά  για  να  ζχει θ ςυνάρτθςθ πεδίο  οριςμοφ όλο  το  R , πρζπει  
4

0,
9


 

 
 

. 

γ) Πρζπει  2( 1) 2 6 0           για  κάκε  χ  .  

Δεν  είμαςτε  ςίγουροι  αν  είναι  1ου  ι  2ου  βακμοφ  για  αυτό  διακρίνουμε 
περιπτϊςεισ  για  το  α .  

 Αν  α = 1  ζχουμε   
5

2 1 6 0
2

         πράγμα  που  ςθμαίνει  ότι  δεν  ζχει 

για  πεδίο οριςμοφ όλο  το  R  και  άρα  θ  τιμι  α = 1   απορρίπτεται .  

 Αν  1     τότε  είναι  2ου  βακμοφ  και  για  να  ιςχφει  2( 1) 2 6 0           

για  κάκε  χ   πρζπει   Δ<0   και   α-1 > 0 . 
   Είναι   1 0 1           και      
    

2 2 2 2 2

2 2 2

0 4 4( 1)( 6) 0 4 4( 6 6) 0 4 4 24 4 24 0

8 28 24 0 2 7 6 0 2 4 3 6 0 2 ( 2) 3( 2) 0

3
( 2)(2 3) 0 2

2

          

         

  

                     

                 

     

 Συναλθκεφοντασ  τισ  δφο  απαιτιςεισ  ζχουμε ότι   
3

2
2

   .  

Τελικά  για  να  ζχει θ ςυνάρτθςθ πεδίο οριςμοφ όλο  το  R , πρζπει 
3

( , 2)
2

  . 

Θέμα  7ο  

  



 

 

β)  

i. Θ ευκεία  y = λ είναι παράλλθλθ ςτον xϋx και τζμνει τον yϋy ςτο  ςθμείο (0 , λ).         

Από το ςχιμα βλζπουμε ότι το πλικοσ των κοινϊν ςθμείων τθσ γραφικισ 

παράςταςθσ τθσ f  με τθν ευκεία y = λ για τισ διάφορεσ τιμζσ του  , 

εξαρτάται από το αν θ τιμι του λ είναι μεγαλφτερθ, μικρότερθ ι ίςθ με 1, διότι 

με βάςθ το ςχιμα βλζπουμε ότι θ μικρότερθ τιμι τθσ ςυνάρτθςθσ είναι 1. 

Συγκεκριμζνα βλζπουμε από το ςχιμα ότι:  

 αν  λ < 1 θ ευκεία y = λ δεν ζχει κοινά ςθμεία με τθ γραφικι παράςταςθ τθσ  f ,        

 αν  λ = 1 θ ευκεία y = λ ζχει ζνα κοινό ςθμεία με τθ γραφικι παράςταςθ τθσ  f ,        

 αν  λ > 1 θ ευκεία y = λ ζχει δφο κοινά ςθμεία με τθ γραφικι παράςταςθ τθσ  f .        

ii. Το πλικοσ των κοινϊν ςθμείων τθσ γραφικισ παράςταςθσ τθσ f  με τθν 

ευκεία y = λ για τισ διάφορεσ τιμζσ του  , είναι το ίδιο με το πλικοσ των 

διαφορετικϊν ριηϊν τθσ εξίςωςθσ 2( ) 4 5 0f x x x        για τισ 

διάφορεσ τιμζσ του  .  

Θ εξίςωςθ αυτι είναι 2ου βακμοφ ωσ προσ x με διακρίνουςα   

2( 4) 4(5 ) 16 20 4 4 4 4( 1)               . 

Το πλικοσ των ριηϊν τθσ εξίςωςθσ εξαρτάται από το πρόςθμο τθσ διακρίνουςασ. 

Συγκεκριμζνα : 

 αν λ < 1 τότε Δ < 0 οπότε θ εξίςωςθ είναι αδφνατθ και επομζνωσ θ ευκεία y = 

λ δεν ζχει κοινά ςθμεία με τθ γραφικι παράςταςθ τθσ f , 

 αν λ = 1 τότε Δ = 0 οπότε θ εξίςωςθ ζχει 1 διπλι ρίηα και επομζνωσ θ ευκεία 

y = λ ζχει ζνα κοινό ςθμείο με τθ γραφικι παράςταςθ τθσ f , 

 αν λ > 1 τότε Δ > 0 οπότε θ εξίςωςθ ζχει 2 ρίηεσ άνιςεσ και επομζνωσ θ 

ευκεία y = λ ζχει δφο κοινά ςθμεία με τθ γραφικι παράςταςθ τθσ f . 

γ) Αφοφ θ ευκεία y = λ τζμνει τθ γραφικι παράςταςθ τθσ f ςε δφο ςθμεία με 

τετμθμζνεσ 
1 2,x x  με 

1 2x x  ςυμπεραίνουμε αφενόσ ότι λ > 1 και αφετζρου ότι οι 

αρικμοί 1 2,x x  κα είναι οι ρίηεσ τθσ εξίςωςθσ 2( ) 4 5 0f x x x       .  

Θ εξίςωςθ αυτι για λ > 1 ζχει δφο ρίηεσ άνιςεσ και ζχουμε ότι 

1 2

4
4

1
x x






      .   

 



 

 

Θέμα  8ο  

 

α) Για να ορίηεται θ ςυνάρτθςθ f  πρζπει και αρκεί    

3 2

2 2

0

0 ( 1) 0

1 0 1 1

x

x x x x

x x x




      
       

και  . 

Συνεπϊσ το πεδίο οριςμοφ τθσ f  είναι το ςφνολο 

         1,0,1 , 1 1,0 0,1 1,           . 

β) Επειδι το 0  θ γραφικι παράςταςθ τθσ f  δεν ζχει κοινό ςθμείο με τον y΄y . 

Οι τετμθμζνεσ των κοινϊν ςθμείων τθσ γραφικισ παράςταςθσ τθσ f  με τον x΄x  

είναι οι λφςεισ τθσ εξίςωςθσ ( ) 0f x   με x .  

Είναι 7 6

6 6

0

( ) 0 0 ( 1) 0

1 0 1 1

x

f x x x x x

x x x




        
       

ι  . 

Επειδι 0 , 1  , 1θ εξίςωςθ ( ) 0f x   είναι αδφνατθ ςτο ςφνολο   και 

επομζνωσ θ γραφικι παράςταςθ τθσ f δεν ζχει κοινό ςθμείο με τον x΄x . 

γ) Είναι 
 
 

    
3

6 2 2 4 27
4 2

3 2 22

1 1 1 1
( ) 1

1 11

x x x x x xx x
f x x x

x x x xx x

    
      

  
 για 

κάκε x . 

δ) Είναι 4 2 4 2( ) 3 1 3 2 0f x x x x x         . Θζτουμε 2x   και θ εξίςωςθ 

γίνεται 2 2 0     που ζχει ρίηεσ τισ 1  , 2    αφοφ 1S



     και 

2P



   . 

Για 1   ζχουμε 2 1 1x x     που όμωσ δεν ανικουν ςτο πεδίο οριςμοφ  . 

Για 2    ζχουμε 2 2x    που είναι αδφνατθ. 

Συνεπϊσ θ εξίςωςθ ( ) 3f x   δεν ζχει λφςθ ςτο ςφνολο   και επομζνωσ το 3  δεν 

ανικει ςτο ςφνολο τιμϊν τθσ f . 

 

 



 

 

Θέμα  9ο  

α) Οι τετμθμζνεσ των ςθμείων ,   είναι οι λφςεισ τθσ εξίςωςθσ 

22 2( ) ( ) 2 2 0 2 0f x g x x x x x x x            .  

Θζτουμε x   και θ εξίςωςθ γίνεται 2 2 0   
 
που ζχει ρίηεσ τισ 1   ι 

2   .  

Για 2    ζχουμε 2x  
 
που είναι αδφνατθ.  

Για 1   ζχουμε 1x 
 
οπότε 1x   ι 1x   .  

Επειδι το ςθμείο   βρίςκεται πιο αριςτερά από το  , το ςθμείο   κα ζχει 

μικρότερθ τετμθμζνθ, οπότε θ τετμθμζνθ του ςθμείου  είναι -1 και θ τετμθμζνθ 

του ςθμείου   είναι 1.  

Για 1x  
 
είναι ( 1) 1f  

 
οπότε ( 1,1)  .  

Για 1x 
 
είναι (1) 1f 

 
οπότε (1,1) .  

β)  

i. Θ ανίςωςθ ( ) ( )f x g x  αλθκεφει για τισ τιμζσ του x  για τισ οποίεσ θ γραφικι 

παράςταςθ τθσ ςυνάρτθςθσ f  είναι κάτω από τθ γραφικι παράςταςθ τθσ 

ςυνάρτθςθσ g . Με βάςθ το ςχιμα θ γραφικι παράςταςθ τθσ ςυνάρτθςθσ f  

είναι κάτω από τθ γραφικι παράςταςθ τθσ ςυνάρτθςθσ g ,για τισ τιμζσ του x  

που είναι μεταξφ των τετμθμζνων των ςθμείων ,   δθλαδι για  1,1x  .  

ii. Ζχουμε ιςοδφναμα: 

22 2( ) ( ) 2 2 0 2 0f x g x x x x x x x            . 

Θζτουμε x   και θ εξίςωςθ γίνεται 2 2 0    . Το τριϊνυμο 2 2    

ζχει ρίηεσ τισ 1   ι 2    και γίνεται αρνθτικό για τισ τιμζσ του   που είναι 

μεταξφ των ριηϊν του, δθλαδι για 2 1   , δθλαδι 2 1x   .  

Όμωσ θ ανίςωςθ 2 x   ιςχφει για κάκε πραγματικι τιμι του x , οπότε πρζπει 

και αρκεί  1 1 1 1,1x x x         που επαλθκεφει τθν απάντθςθ ςτο βi) 

ερϊτθμα. 

 

 
 



 

 

Θέμα  10ο   
 
α) Αφοφ 5 1  ζχουμε ότι log5 log1 log5 0   . 

Αν log5   με    τότε κα είχαμε ότι 10 5   το οποίο είναι άτοπο για κάκε 

  . 

Συνεπϊσ ο 5log  δεν είναι ακζραιοσ. 

β) Είναι log5   και log5 0  οπότε για να ορίηεται θ δφναμθ log5x  κα πρζπει 

0x  . Συνεπϊσ το πεδίο οριςμοφ τθσ f  είναι το [0, ) . 

Είναι 
1

log log5
5
     και 

1
log 0

5
  οπότε για να ορίηεται θ δφναμθ log5x  κα 

πρζπει 0x  . Συνεπϊσ το πεδίο οριςμοφ τθσ f  είναι το (0, ) . 

γ) Είναι log5 log5 0(2022) (2022) 2022 2022 2022 1f g      . 

δ) Είναι 
log5

1
log

5

(10) 10 5
25

1(10)
10

5

f

g
   . 

Θέμα 11o   
2

6 2
) ( )

7 10
f


 

 




  
 

Πρζπει 6 2 0 3x x     και 2 7 10 0 2 5x        . 

Τελικά (2,3]x . 

 

2
) ( )

1 2
f


 







 

Πρζπει 
2

0
1 2









 και 1 2 0    οπότε 

1
( ,2]
2

x . 

 
2 3 (1 )

) ( )
1

ln
f

e


 

 



 

Πρζπει 1 0x   και 1 0xe     οπότε ( ,0) (0,1)x   . 

 
Θέμα  12ο   
 
α) Οι τετμθμζνεσ των κοινϊν ςθμείων είναι οι λφςεισ τθσ εξίςωςθσ ( ) ( )f g 

 

με 

1   και 0   2 22 8
( ) ( ) 2 8 8 6 8 0

1
f g


      

 


          


 

Οπότε χ = 2 ι χ = 4 . Για χ = 2 είναι g(2) = 4  και για χ = 4 είναι g(4)=2 οπότε τα κοινά 

ςθμεία είναι τα (2,4) και (4,2).   



 

 

2 22 8 2 8 8 6 8
( ) ( )

1 ( 1) ( 1)
f g

     
 

     

     
    

    
Θ Cf  είναι πάνω από τθ Cg όταν  

2 6 8
( ) ( ) 0 0 ( ,0) (1,2) (4, )

( 1)
f g

 
  

 

 
         

  
Θ Cf  είναι κάτω από τθ Cg όταν 

2 6 8
( ) ( ) 0 0 (0,1) (2,4)

( 1)
f g

 
  

 

 
      

  

 
β) Οι τετμθμζνεσ των κοινϊν ςθμείων είναι οι λφςεισ τθσ εξίςωςθσ ( ) ( )f g 

 

με 

0 

 

 

2 3 2 26
( ) ( ) 3 2 3 2 6 0 ( 3)( 2) 0f g        


             

 
Οπότε χ = 3 . 

Για χ = 3 είναι g(3) = 2  οπότε το κοινό ςθμείο είναι το (3,2).  

  
3 2 2

2 6 3 2 6 ( 3)( 2)
( ) ( ) 3 2f g

    
   

  

    
      

 

Θ Cf  είναι πάνω από τθ Cg όταν  
2( 3)( 2)

( ) ( ) 0 0 ( ,0) (3, )f g
 

  


 
        

 
Θ Cf  είναι κάτω από τθ Cg όταν  

2( 3)( 2)
( ) ( ) 0 0 (0,3)f g

 
  



 
     

 
 
Θέμα  13ο   
 
α) Θ ςυνάρτθςθ f  ορίηεται για τισ τιμζσ του x  για τισ οποίεσ ιςχφει 

3

2

8
0

4 12

x

x x

e

e e




 
. Αν κζςουμε xe   θ τελευταία ανίςωςθ γίνεται 

3

2

8
0

4 12



 




 
 . Το τριϊνυμο 2 4 12    ζχει ρίηεσ τισ 2   και 6   . Για 

2   και 6    ζχουμε ιςοδφναμα 

3 2
2

2

8 ( 2)( 2 4)
0 0 ( 2 4)( 6) 0

4 12 ( 2)( 6)

   
  

   

   
       

   
 και επειδι 

το τριϊνυμο 2 2 4    ζχει αρνθτικι διακρίνουςα κα είναι για κάκε   

ομόςθμο του ςυντελεςτι του 2 , δθλαδι κετικό, ζχουμε τελικά ότι 



 

 

6 0 6     . Το ςφνολο των λφςεων τθσ ανίςωςθσ 
3

2

8
0

4 12



 




 
 είναι το 

( 6,2) (2, )   . Συνεπϊσ κα πρζπει 2 ln2xe x    και 6xe    που ιςχφει. 

Τελικά το πεδίο οριςμοφ τθσ f  είναι το  ln2 . 

β) Οι τετμθμζνεσ των ςθμείων τομισ τθσ γραφικι παράςταςθ τθσ f  με τον άξονα 

xx΄  είναι οι  λφςεισ τθσ εξίςωςθσ ( ) 0f x   με ln2x  . Είναι  

3 3
3 2

2 2

3 2 2 2

8 8
( ) 0 ln ln1 1 8 4 12

4 12 4 12

4 4 0 ( 1) 4( 1) 0 ( 1)( 4) 0 ( 1)( 2)( 2) 0

x x
x x x

x x x x

x x x x x x x x x x x

e e
f x e e e

e e e e

e e e e e e e e e e e

 
          

   

                 

Συνεπϊσ κα πρζπει 1 0 1 0x xe e x        που είναι δεκτι  ι  

2 0 2 ln2x xe e x       που απορρίπτεται ι 2 0 2x xe e      που είναι 

αδφνατθ.Τελικά το μοναδικό ςθμείο τομισ τθσ γραφικι παράςταςθ τθσ f  με τον 

άξονα xx΄  είναι το (0,0) . 

γ) Για ln2x   ζχουμε  

3 3 3 2

2 2 2

3 2 2 2

2 2 2

8 8 8 4 12
( ) 1 1 1 0 0

4 12 4 12 4 12

4 4 ( 1) 4( 1) ( 1)( 4)
0 0 0

4 12 4 12 4 12

( 1)( 2)( 2)
0 1 0 1

( 2)( 6)

x x x x x

x x x x x x

x x x x x x x x

x x x x x x

x x x
x x

x x

e e e e e
f x

e e e e e e

e e e e e e e e

e e e e e e

e e e
e e

e e

     
        

     

       
     

     

  
     

 
0x 

 

Τελικά [0,ln2) (ln2, )x   .  

 
Θέμα  14ο   
 
α) Αν υπιρχε γωνία x  τζτοια ϊςτε 0x x   , τότε από τθ βαςικι 

τριγωνομετρικι ταυτότθτα 2 2 1x x    κα είχαμε 0 0 1  , το οποίο είναι 

άτοπο. Συνεπϊσ δεν υπάρχει γωνία x  τζτοια ϊςτε 0x x   . 

β) Αν 0x   τότε από τθν εξίςωςθ 3 3x x     κα είχαμε και 0x  , το 

οποίο όμωσ όπωσ δείξαμε ςτο α) είναι άτοπο. Συνεπϊσ 0x  .  

Με 0x   ζχουμε ιςοδφναμα 

3
3 3 3

33

x
x x x x

x

 
    


          

θ οποία ςτο διάςτθμα [0,2 ]  ζχει λφςεισ τισ 
3

x


  και 
4

3 3
x

 
   . 



 

 

γ) Με βάςθ τον παρακάτω πίνακα τιμϊν           
 

x  0 π/2 π 3π/2 2π 

( ) 3f x x   0 3  0 3  0 

( ) 3g x x 
    

 3 0 -3 0 3 

 

οι ηθτοφμενεσ γραφικζσ παραςτάςεισ φαίνονται ςτο παρακάτω ςχιμα.  

 

Όπωσ βλζπουμε ςτο παραπάνω ςχιμα οι γραφικζσ παραςτάςεισ των ,f g  

τζμνονται ςτα ςθμεία Α και Β οι τετμθμζνεσ των οποίων είναι οι λφςεισ τθσ 

εξίςωςθσ ( ) ( ) 3 3f x g x x x      , που όπωσ βρικαμε ςτο ερϊτθμα β) 

είναι 
3


 και 

4

3


 αντίςτοιχα. Αυτι είναι θ ηθτοφμενθ γραφικι ερμθνεία. 

δ) Θ ανίςωςθ 3 3x x     ςτο διάςτθμα [0,2 ] , γραφικά ςθμαίνει να 

βροφμε για ποιεσ τιμζσ του x  ςτο διάςτθμα [0,2 ] , θ γραφικι παράςταςθ τθσ f  

είναι κάτω από τθ γραφικι παράςταςθ τθσ g . Από το παραπάνω ςχιμα βλζπουμε 

ότι αυτό ςυμβαίνει για 
4

0, ,2
3 3

x
 


   

    
   

. 

 
 



 

 

Θέμα  15ο   
 
α) Θ περίμετροσ του ορκογωνίου, ιςοφται αφενόσ με 2 2x y και αφετζρου με 20 m 

που είναι το μικοσ του ςυρματοπλζγματοσ με το οποίο καταςκευάςτθκε. Συνεπϊσ 

είναι 2 2 20 10 10x y x y y x        . Επίςθσ πρζπει 0x   και 

0 10 0 10y x x        ωσ μικθ πλευρϊν, οπότε ςυναλθκεφοντασ ζχουμε 

τελικά ότι 0 10x  . 

β) Το ηθτοφμενο εμβαδόν είναι 2(10 ) 10x y x x x x       οπότε  

2

2

2

2

( ) 10

10 25 25

( 10 25) 25

( 5) 25

x x x

x x

x x

x

   

    

    

  

 

με πεδίο οριςμοφ τθσ το (0,10)  αφοφ όπωσ δείξαμε παραπάνω είναι 0 10x  . 

γ) Θ γραφικι παράςταςθ τθσ ( )x  κα προκφψει από τθ γραφικι παράςταςθ τθσ 

2( )g x x  , με μια οριηόντια μετατόπιςθ 5 μονάδεσ δεξιά και ςτθ ςυνζχεια με μία 

κατακόρυφθ μετατόπιςθ 25 μονάδων προσ τα πάνω. Θ γραφικι παράςταςθ τθσ 

( )x ςτο (0,10)  φαίνεται ςτο παρακάτω ςχιμα. 

 



 

 

Από τθ γραφικι παράςταςθ ςυμπεραίνουμε ότι το εμβαδόν του ορκογωνίου γίνεται 

μζγιςτο όταν 5x  . Μάλιςτα θ μζγιςτθ τιμι του είναι 225 m .  

δ) Για  5x   ζχουμε ότι 10 5 5y    , δθλαδι το εμβαδόν του ορκογωνίου γίνεται 

μζγιςτο όταν γίνεται τετράγωνο.     

 
Θέμα  16ο   
 
α) Αφοφ x  και 2  ζχουμε ότι 2 x  . Από το Πυκαγόρειο κεϊρθμα 

ςτο ΕΒΗ ζχουμε :  
22 2 2 22 x x        οπότε  

2 22 x x    . Τζλοσ 

αφοφ το τμιμα x  είναι μζροσ τθσ πλευράσ 2 , ζχουμε ότι 0 2x  .  

β) Το εμβαδόν του τετραγϊνου ΕΗΘΘ είναι ίςο με 2 . Είναι  

 
22 2

2 2

2

2

2

2

2

4 4

2 4 4

2 4 2 2

2( 2 1) 2

2( 1) 2

x x

x x x

x x

x x

x x

x

    

   

  

   

   

 

 

οπότε θ ηθτοφμενθ ςυνάρτθςθ είναι 2( ) 2( 1) 2x x     με πεδίο οριςμοφ το (0,2)  

αφοφ όπωσ δείξαμε παραπάνω είναι 0 2x  .  

γ) Θ γραφικι παράςταςθ τθσ ( )x  κα προκφψει από τθ γραφικι παράςταςθ τθσ 
2( ) 2g x x , με μια οριηόντια μετατόπιςθ 1 μονάδα δεξιά και ςτθ ςυνζχεια με μία 

κατακόρυφθ μετατόπιςθ 2 μονάδων προσ τα πάνω. Θ γραφικι παράςταςθ τθσ ( )x

ςτο (0,2)  φαίνεται ςτο παρακάτω ςχιμα. 



 

 

 

Από τθ γραφικι παράςταςθ ςυμπεραίνουμε ότι το εμβαδόν του τετραγϊνου ΕΗΘΘ 

γίνεται ελάχιςτο όταν 1x  . Μάλιςτα θ ελάχιςτθ τιμι του είναι 22 cm .  

δ) Για  1x   ζχουμε ότι 1    , δθλαδι το εμβαδόν του 

τετραγϊνου ΕΗΘΘ γίνεται ελάχιςτο όταν οι κορυφζσ του είναι τα μζςα των πλευρϊν 

του ΑΒΓΔ.     

Θέμα  17ο   
 
1. Σωςτό   αν  

f gD D    δεν  ορίηεται  το  άκροιςμα  ι  το γινόμενο  των ,f g  

2. Λάθοσ  με  τθν  ζννοια ότι  γενικά  δεν  ιςχφει . Μπορεί  όμωσ  ςε  ειδικζσ  
περιπτϊςεισ  να  ιςχφει  

3. Λάθοσ   αφοφ  μπορεί   π.χ   
0 , 0

( )
1 , 0

x
f x

x


 


   και   

1 , 0
( )

0 , 0

x
g x

x


 


 

4. Λάθοσ    / ( ) 0f f g g

g

D D D x D g x      

5. Λάθοσ   διότι  f gR D    οπότε   ( ) gf x D    για  κάκε   fx D  και άρα 

 / ( )g f f g fD x D f x D D        

6. Λάθοσ   αφοφ  μπορεί   π.χ   
( ) , 0

( )
( ) , 0

g x x
f x

g x x


 

 
    

7. Σωςτό    
8. Σωςτό   αφοφ   (1) (1)f g   και  ( 1) ( 1)f g     και   (0) (0)f g  

 



 

 

Θέμα  18ο   

 

Γενικά  ιςχφουν  ( ) ( )f x f x   , ( ) ( )g x g x  

( ) ( )( ) ( ( )) ( ( )) ( )( ) ( )h x g f x g f x g f x g f x h x         

    ( ) ( )( ) ( ( )) ( ( )) ( ( )) ( )( ) ( )x f g x f g x f g x f g x f g x x            

x f (x)  g (x)  h (x)  φ (x)  

- 3 0 0 0 0 

- 2 2 2 -2 2 

- 1  2 2 -2 2 

0 0 0 0 0 

1 2 -2 -2 2 

2 2 -2 -2 2 

3 0 0 0 0 

 

 

Θέμα  19ο   

 

Α) Θ  ςχζςθ   ( ( )) 2 1f f x x    ιςχφει  για  κάκε  x   οπότε  κα  ιςχφει  και  αν  

βάλουμε  όπου  χ  το  ( )f x   και  ζχουμε  : 

( ( ( ))) 2 ( ) 1 (2 1) 2 ( ) 1f f f x f x f x f x       ,  x  

 

Β) Θ  ςχζςθ   (2 1) 2 ( ) 1f x f x     ιςχφει  για  κάκε  x   οπότε  κα  ιςχφει  και   

για  χ=1   ζχουμε  : (2 1 1) 2 (1) 1 (1) 2 (1) 1 (1) 1f f f f f          

 

Θέμα  20ο   

 

fD   , (0, )gD    ,     / ( ) 0 / ( ) (0, )f g g fD x D g x D x g x         

2 2

2 2

( ) 2 , ( ) 2 1 ln 2 , 1 ln 2
( )( ) ( ( ))

1 ( ) , ( ) 2 1 (1 ln ) , 1 ln 2

3 ln , ln 1 3 ln , 0

1 1 2ln ln , ln 1 2ln ln ,

g x g x x x
f g x f g x

g x g x x x

x x x x e

x x x x x x e

      
    

      

     
  

       

 

 

 

 



 

 

Θέμα  21
ο
   

 

1. Σσζηό   

2. Σσζηό   αθνύ  γηα θάζε 
1 2, fx x D   κε 

1 2x x
( ) 0

1 2( ) ( )
f f x

f x f x
 

    

1 2

1 1

1 1 1 1
( )( ) ( )( )

( ) ( )
x x

f x f x f f
     θαη  άξα  

1

f
 γλεζίσο  θζίλνπζα .  

3. Σσζηό  αθνύ  ηόηε  νη αξηζκνί  
1 2x x   θαη   

1 2( ) ( )f x f x  είλαη  νκόζεκνη  γηα  

θάζε  
1 2, fx x D  κε 

1 2x x  

4. Σσζηό   αθνύ  γηα θάζε 
1 2,x x    κε 

1 2x x 1 2( ) ( )
f

f x f x


    

1 2 1 2( ) ( ) ( )( ) ( )( )f x f x f x f x         θαη  άξα  f  γλεζίσο  θζίλνπζα 

5. Λάζνο  είλαη  γλεζίσο  θζίλνπζα  ζε  θαζέλα  από  ηα  δηαζηήκαηα  ( ,0)   θαη  

(0, )   αιιά  όρη  θαη  ζηελ  έλσζή  ηνπο  αθνύ  π.ρ.  -2<3 θαη  ( 2) (3)f f   

6. Σσζηό  αθνύ  γηα  θάζε  
fx D   είλαη  

0 0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
f

f x f x f x f x f x f x


           θαη  επεηδή  ηζρύεη  γηα  

θάζε  ρ  ζα  ηζρύεη  θαη  γηα  - ρ   νπόηε  ηειηθά  
0( ) ( )f x f x   γηα  θάζε  

fx D    

δειαδή  παξνπζηάδεη  ειάρηζην  ζην  -ρ0 .  

7. Σσζηό   όπσο  θαη  πξηλ  

8. Σσζηό   π.ρ.  αλ    f , g  είλαη γλεζίσο  αύμνπζεο   γηα  θάζε   
1 2, fx x D   κε   

1 2x x   είλαη  
1 2 1 2 1 2( ) ( ) ( ( )) ( ( )) ( )( ) ( )( )f x f x g f x g f x g f x g f x       

θαη  άξα  g f  γλεζίσο  αύμνπζα .  

Δλώ  αλ  f  είλαη γλεζίσο  θζίλνπζα  θαη   g   γλεζίσο  αύμνπζα  ηόηε  γηα  θάζε   

1 2, fx x D   κε   
1 2x x   είλαη  

1 2 1 2 1 2( ) ( ) ( ( )) ( ( )) ( )( ) ( )( )f x f x g f x g f x g f x g f x       θαη  άξα  g f  

γλεζίσο  αύμνπζα 

9. Σσζηό   αθνύ  γηα θάζε 
1 2, fx x D   κε 

1 2x x
( ) 0

1 2( ) ( )
f f x

f x f x
 

    

2 2 2 2

1 2 1 2( ) ( ) ( )( ) ( )( )f x f x f x f x     θαη  άξα  2f  γλεζίσο  θζίλνπζα .  

10. Σσζηό   π.ρ.  αλ    f   είλαη γλεζίσο  αύμνπζα   γηα  θάζε   1 2, fx x D   κε   
1 2x x   

είλαη  
1 2 1 2 1 2( ) ( ) ( ( )) ( ( )) ( )( ) ( )( )f x f x f f x f f x f f x f f x       θαη  άξα  

f f  γλεζίσο  αύμνπζα .  

Δλώ  αλ  f  είλαη γλεζίσο  θζίλνπζα   ηόηε  γηα  θάζε   1 2, fx x D   κε   
1 2x x   

είλαη  
1 2 1 2 1 2( ) ( ) ( ( )) ( ( )) ( )( ) ( )( )f x f x f f x f f x f f x f f x       θαη  άξα  

f f  γλεζίσο  αύμνπζα 

11. Λάζνο  αθνύ   0 1 (0) (1) (0) 1
f

f f f


      

12. Σσζηό  αθνύ  δεδνκέλνπ  όηη  είλαη  γλεζίσο  κνλόηνλε  ζα  είλαη  ή  γλεζίσο  

αύμνπζα  ή  γλεζίσο  θζίλνπζα   θαη  αθνύ f(1)=2  , f(2) = 5  δειαδή  f(1) < f(2) 

δελ  κπνξεί  λα  είλαη  γλεζίσο  θζίλνπζα νπόηε  είλαη  γλεζίσο αύμνπζα  

13. Σσζηό  αθνύ  f(-1) = -f(1) = -3  

14. Σσζηό  αθνύ  1 fD   ελώ  1 fD   

 



 

 

Θέμα  22
ο
  

 

Α)   η)  f γλεζίσο  θζίλνπζα  ζην [0,5]  νπόηε  αθνύ   2 > 1   είλαη    (2) (1)f f  

ηη)  f    γλεζίσο   αύμνπζα   ζην [-5,0]  νπόηε  αθνύ   -2 < - 1  είλαη   ( 2) ( 1)f f    

ηηη) f     άξηηα   ζπλάξηεζε    ζην  [-5,5]   νπόηε   ( 4) (4)f f          

ηλ)  f    γλεζίσο   αύμνπζα   ζην [-5,0]  νπόηε  αθνύ   -3 < - 2  είλαη   ( 3) ( 2)f f    

θαη   επεηδή   f     άξηηα   νπόηε   ( 2) (2)f f    είλαη  ηειηθά  θαη    ( 3) (2)f f   

λ) f    γλεζίσο   αύμνπζα   ζην [-5,0]  νπόηε  αθνύ   -3 < - 2  είλαη   ( 3) ( 2)f f    

θαη   επεηδή   f     άξηηα   νπόηε   ( 3) (3)f f    είλαη  ηειηθά  θαη    (3) ( 2)f f   

λη)f  γλεζίσο  θζίλνπζα  ζην [0,5] νπόηε γηα θάζε α[0,5] είλαη   ( ) (0)f f   

f γλεζίσο  αύμνπζα  ζην [-5,0]  νπόηε γηα θάζε α   [-5,0] είλαη  ( ) (0)f f    θαη  

ηειηθά   ( ) (0)f f   γηα  θάζε  α   [-5,5] 

 

Θέμα  23
ο
   

 

Α)  Η  f  είλαη γλεζίσο  κνλόηνλε  νπόηε   ή  γλεζίσο  αύμνπζα  ή  γλεζίσο  θζίλνπζα 

Δπεηδή    (1) 5, (5) 2f f     δειαδή   1 < 5  θαη   (1) (5)f f   απνθιείεηαη  λα  είλαη  

γλεζίσο  αύμνπζα ,  νπόηε  είλαη  γλεζίσο  θζίλνπζα .  

Β) Η  f  είλαη γλεζίσο  θζίλνπζα  νπόηε  γηα  θάζε   
1 2, fx x D   κε   

1 2x x   είλαη  

1 2 1 2 1 2( ) ( ) ( ( )) ( ( )) ( )( ) ( )( )f x f x f f x f f x f f x f f x       θαη  άξα  f f  

γλεζίσο  αύμνπζα .  
ln

) ( (ln )) 8 ( (ln )) (5) (ln ) 5 (ln ) (1) ln 1 0
f f

f f x f f x f f x f x f x x e
  

            

 

Θέμα  24
ο
   

 

α) Η  f  είλαη γλεζίσο  κνλόηνλε  νπόηε   ή  γλεζίσο  αύμνπζα  ή  γλεζίσο  θζίλνπζα 

Δπεηδή    (2) 0, (3) 1f f    δειαδή   2 < 3  θαη   (2) (3)f f   απνθιείεηαη  λα  είλαη  

γλεζίσο  θζίλνπζα ,  νπόηε  είλαη  γλεζίσο  αύμνπζα .  

β)  Γηα  θάζε   2 ( ) (2) ( ) 0
f

x f x f f x


        ελώ  γηα  θάζε  ρ > 2 είλαη   f(ρ) > 0 

) (1 ( )) 0 (1 ( )) (2) 1 ( ) 2 ( ) 1 ( ) (3) 3
f f

f f x f f x f f x f x f x f x
 

             

 

Θέμα  25
ο
   

Έζησ  όηη  ε  f  ήηαλ  γλεζίσο  αύμνπζα . Τόηε  γηα  θάζε  
1 2, fx x D   κε 

1 2x x  (1) 

είλαη    1 2( ) ( )f x f x  (2)   θαη  επεηδή  ε  ζπλάξηεζε  xe   είλαη  γλεζίσο  αύμνπζα  ζα  

είλαη  θαη  1 2( ) ( )f x f xe e   (3) .  Από   (1) + (2)  + (3)    έρνπκε  όηη  
1 2( ) ( )

1 1 2 2( ) ( ) 1 1f x f xf x e x f x e x         άηνπν  , νπόηε ε f   δελ είλαη   γλεζίσο  

αύμνπζα 

 

2ος τρόπος : Θεσξνύκε ( ) xg x x e   ε νπνία είλαη γλεζίσο  αύμνπζα ζην R . Δίλαη 
( )(( ( )) ( ) 1f xg f x f x e x     ε νπνία είλαη γλεζίσο  θζίλνπζα ζην R . Γηα  θάζε  

1 2, fx x D   κε 
1 2x x   είλαη  1 2( ( )) ( ( ))g f x g f x  θαη αθνύ g γλεζίσο αύμνπζα είλαη 

1 2( ) ( )f x f x    νπόηε ε f   είλαη   γλεζίσο  θζίλνπζα  ζην  . 



 

 

Θέμα  26
ο
   

 

Έζησ  όηη  ε  f  δελ ήηαλ  γλεζίσο  αύμνπζα . Τόηε  ζα ππήξραλ  
1 2, fx x D   κε 

1 2x x    θαη    
1 2( ) ( )f x f x  (1)   θαη  επεηδή  ε  ζπλάξηεζε  xe   είλαη  γλεζίσο  

αύμνπζα  ζα  ήηαλ  θαη  1 2( ) ( )f x f xe e   (2) .  Από    (1)  + (2)    ζα  είρακε  όηη  
1 2( ) ( ) 3 3

1 2 1 2 1 2( ) ( )f x f xf x e f x e x x x x         άηνπν  αθνύ   
1 2x x  νπόηε ε f   

είλαη   γλεζίσο  αύμνπζα  ζην   

 

2ος τρόπος : Θεσξνύκε ( ) xg x x e   ε νπνία είλαη γλεζίσο  αύμνπζα ζην R . Δίλαη 
( ) 3(( ( )) ( ) f xg f x f x e x    ε νπνία είλαη γλεζίσο  θζίλνπζα ζην R . Γηα  θάζε  

1 2, fx x D   κε 
1 2x x   είλαη  

1 2( ( )) ( ( ))g f x g f x  θαη αθνύ g γλεζίσο αύμνπζα είλαη 

1 2( ) ( )f x f x    νπόηε ε f   είλαη   γλεζίσο  αύμνπζα  ζην  . 

 

 

Θέμα  27
ο
   

 

Η   ζρέζε    ( 2) (6 ) 0f x f x      ηζρύεη  γηα  θάζε  x     άξα  θαη  γηα  ρ = 4  

νπόηε   (4 2) (6 4) 0 (2) (2) 0 2 (2) 0 (2) 0f f f f f f            .  Σπλεπώο  

ε  εμίζσζε  ( ) 0f x    έρεη  ξίδα  ηε  ρ= 2  θαη  ιόγσ  κνλνηνλίαο  κνλαδηθή . Σπλεπώο  

ε  
fC   ηέκλεη  ην  ρρ΄ ζην  ζεκείν  (2,0) .  

Γηα  θάζε   2 ( ) (2) ( ) 0
f

x f x f f x


        ελώ  γηα  θάζε  ρ > 2 είλαη   f(ρ) < 0 

Σπλεπώο ε 
fC  είλαη θάησ από ηνλ ρρ΄ ζην (2, )  θαη  πάλσ από ην ρρ΄ ζην ( ,2) . 

 

 

Θέμα 28
ο
   

 

Α) Γηα  θάζε  
1 2, fx x D    κε 

1 2x x   είλαη   1 2x xe e  ,  3 3

1 2x x   ,  
1 22 2x x   θαη  

κε  πξόζζεζε  θαηά  κέιε  έρνπκε :  1 23 3

1 1 2 2 1 22 2 ( ) ( )x xe x x e x x f x f x        

νπόηε  f  γλεζίσο  αύμνπζα  ζην   

Β) Παξαηεξνύκε  όηη    (0) 1f    πνπ  ζεκαίλεη  όηη  ε  εμίζσζε  ( ) 1f x    έρεη  ξίδα  

ηε  ρ= 0  θαη  ιόγσ  κνλνηνλίαο  κνλαδηθή 

Γ) 3 3 3( ) (1 2 ) 1 2 2 1 ( ) (0) 0
g f

x x xg e x g x e x x e x x f x f x
 

                
 

Θέμα  29
ο
  

 

2 ( ) 7 1 1 2 ( ) 7 1 6 2 ( ) 8 3 ( ) 4 (1) ( ) (0)f x f x f x f x f f x f              

γηα  θάζε  fx D   νπόηε  ε  f  έρεη  κέγηζην  ην  4  θαη  ειάρηζην  ην  3  

 

 

 

 

 

 



 

 

Θέμα  30
ο
   

 

α)   Αλ  ε  ( ) 0f x    έρεη  2 δηαθνξεηηθέο   ξίδεο ζην Γ  έζησ  ηηο  
1 2,x x     ηόηε   

ππάξρνπλ  
1 2, fx x D   κε   

1 2x x   ή  
1 2x x    θαη  

1 2( ) ( ) 0f x f x    , πξάγκα  πνπ  

ζεκαίλεη  όηη  δελ  είλαη  νύηε  γλεζίσο   αύμνπζα  νύηε  γλεζίσο  θζίλνπζα .  

β) Παξαηεξνύκε  όηη  (1) 0f    θαη  (2) 0f   νπόηε κε  βάζε  ην  α)  ε   f    δελ   

είλαη γλεζίσο κνλόηνλε   

 

Θέμα  31
ο
        1 – Λ  ,   2 – Λ  ,  3α – Σ  ,  3β  - Σ  ,  4 – Σ  ,  5 – Σ  , 6 – Σ    

 

Θέμα  32
ο
   

Α)  Γηα  θάζε   
1 2, fx x D    κε  

1 2

1 2
1 2

5 1 5 1
( ) ( )

1 1

x x

x x

e e
f x f x

e e

 
   

 
1 2 1 2 1 2 2 1 1 1

1 25 5 1 5 5 1 6 6x x x x x x x x x xe e e e e e e e e e x x            νπόηε  f   1-1  θαη 

άξα αληηζηξέθεηαη  .    Έζησ      

5 1
( ) 5 1 5 1 (5 ) 1

1

x
x x x x x

x

e
f x y y e ye y e ye y e y y

e


              


 (1) 

Αλ   y = 5  ηόηε  ε  (1)  γίλεηαη  0 = 6  άηνπν , νπόηε  5y   θαη  ε  (1)  γίλεηαη    

1

5

x y
e

y





 . Δπεηδή  

1
0 0 ( 1,5)

5

x y
e y

y


     


   θαη  έηζη  έρνπκε   

11 1
ln ( ) ln , ( 1,5)

5 5

y y
x f y y

y y

 
    

 
   ή    1 1

( ) ln , ( 1,5)
5

x
f x x

x

 
  


 

 

Β)  Γηα  θάζε   
1 2, ( ,1]fx x D     κε  

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2( ) ( ) 1 1 1 1 1 1f x f x x x x x x x x x                 

νπόηε  f   1-1  θαη άξα αληηζηξέθεηαη  .    Έζησ      

( ) 1 1f x y x y x y          (1)  

Δπεηδή 1 0 0 0x y y       θαη  ε  (1) γίλεηαη   2 21 ( ) 1x y x y       (2) 

Τέινο  πξέπεη   
(2)

2 2 21 1 1 0 0x y y y          πνπ  ηζρύεη . Τειηθά  
1 2( ) 1 , ( ,0)f y y y        ή   1 2( ) 1 , ( ,0)f x x x      

Γηα  λα  ζρεδηάζνπκε  ηε  γξαθηθή  παξάζηαζε  ηεο  f   ζρεδηάδνπκε  πξώηα  ηε  

γξαθηθή  παξάζηαζε  ηεο    1f    θαη  θαηόπηλ ηε  ζπκκεηξηθή  ηεο  σο  πξνο  ηε  ς = ρ 

 



 

 

Θέμα  33
ο
   

 

α) Γηα  θάζε  
1 2, fx x D    κε  

1 2( ) ( )f x f x   είλαη   θαη  
1 2( ( )) ( ( ))f f x f f x   

νπόηε  κε  αθαίξεζε  θαηά  κέιε  έρνπκε  
1 1 2 2( ( )) ( ) ( ( )) ( )f f x f x f f x f x     θαη  

από  ηε  δνζκέλε  ζρέζε  πξνθύπηεη  όηη   
1 2 1 22 2x x x x    νπόηε ε f είλαη   1 – 1 

β)  Γηα  ρ = 0  ζηελ  αξρηθή  ζρέζε  έρνπκε  
:1 1

( )(0) (0) 2 0 ( ( (0)) (0) (0) 0
f

f f f f f f f


        
 

γ)   Αλ  βάινπκε  ζηε  ζέζε  ηνπ  ρ  ην   f
-1

  ζηελ  αξρηθή  ζρέζε  έρνπκε     
1 1 1 1 1( ( ( ))) ( ( )) 2 ( ) ( ) 2 ( ) ( ) 2 ( )f f f x f f x f x f x x f x f x f x x               

γηα   θάζε   1 ff
x D R   

 

Θέμα  34
ο
   

 

Γηα  θάζε  
1 2, fx x D    κε  

1 2( ) ( )f x f x    είλαη   

3 3 3 3

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2( ) ( ) ( ( )) ( ( )) 1 1f x f x g f x g f x x x x x x x            άξα f 1-1 

Οπόηε 
:1 1

2 2 2( 8 7) (3 1) 8 7 3 1 5 6 0 2 3
f

f x x f x x x x x x x x


                 

 

Θέμα  35
ο
  

 

Γηα  θάζε  
1 2, fx x D    κε  

1 2( ) ( )f x f x   είλαη   θαη  3 3

1 2( ) ( )f x f x   νπόηε  κε  

πξόζζεζε  θαηά  κέιε  έρνπκε  3 3

1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( )f x f x f x f x     θαη  από  ηε  

δνζκέλε  ζρέζε  πξνθύπηεη  όηη   
1 2 1 21 1x x x x       νπόηε   ε  f   είλαη    1 – 1 

θαη  άξα αληηζηξέθεηαη θαη  κάιηζηα  αθνύ  ( )f     δειαδή   1f f
D     

 

Η  ζρέζε  ( ( )) ( )f f x f x x    ηζρύεη    γηα  θάζε  x   άξα  θαη  αλ  βάινπκε  όπνπ  

x   ην  1( )f x  .   Δίλαη  ινηπόλ  
1 3 1 1 3 1 1 3( ( ( ))) ( ( )) ( ) 1 ( ) 1 ( ) 1f f x f f x f x x x f x f x x x               , 1f

D    

 

Θέμα  36
ο
  

 

Γηα  θάζε  1 2, fx x D    κε  1 2( ) ( )f x f x   είλαη    

3 3 3 3

1 1 2 2 2 1 2 1

2 2 2 2

2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1

2 4 2 4 2 2 0

( )( ) 2( ) 0 ( )( 2) 0 0

x x x x x x x x

x x x x x x x x x x x x x x x x x x

            

                

δηόηη  2 2

1 1 2 2 2 0x x x x      γηα   θάζε   1 2, fx x D    αθνύ   ζεσξνύκελν  σο  

ηξηώλπκν   σο  πξνο  ρ1   έρεη  Γ< 0    

 

Η  εμίζσζε  1( )f x x    είλαη  ηζνδύλακε  κε  ηελ   ( )f x x  .Δίλαη      
1

3 3 2( ) 2 4 3 4 0 ( 1)( 4) 0 1
Horner x

f x x x x x x x x x x x
 

               

αθνύ  ε  εμίζσζε  2 2 7x x   = 0  είλαη  αδύλαηε .  



 

 

Θέμα  37
ο
  

 

α) Η  ζρέζε  ( ) ( ) ( )f x f y f x y     ηζρύεη  γηα  θάζε  ρ , y   νπόηε  θαη  γηα   

ρ = y = 0  θαη  έρνπκε   (0) (0) (0) 0 (0)f f f f     .  Άξα   (0)f  = 0  . 

 

β) Αθνύ  ε    γξαθηθή  παξάζηαζε ηεο  f   ηέκλεη  ην  ρρ΄ ζε  έλα  αθξηβώο  ζεκείν  

ζπκπεξαίλνπκε  όηη  ε  εμίζσζε  ( )f x  = 0  έρεη  αθξηβώο  κία  ιύζε  θαη  αθνύ  

δείμακε  όηη  (0)f  = 0  έρνπκε  ηειηθά  όηη   ( ) 0 0f x x     (*) . 

Γηα  θάζε  
1 2,x x    κε  

1 2( ) ( )f x f x   είλαη   

*

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( ) 0 ( ) 0 0f x f x f x f x f x x x x x x           

Σπλεπώο ε  f   είλαη    1 – 1 θαη  άξα αληηζηξέθεηαη 

 
2 2 2

:1 1
2 2 2

(2 2) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) (2 2) ( 1) ( 1 2 2)

( 1) (3 ) 1 3 2 0 1 2
f

f f x f x f x f x f f x f x

f x f x x x x x x x

  




                 

              

 

 

Θέμα  38
ο
   

 

Α) Η  ζρέζε ( ) ( ) ( )
x

f x f y f
y

    ηζρύεη  γηα  θάζε  ρ , y  > 0  νπόηε  θαη  γηα   

ρ = y = 1  θαη  έρνπκε   
1

(1) (1) ( ) 0 (1)
1

f f f f     .  Άξα   (1)f  = 0  . 

 

Β) Γείμακε  όηη  (1)f  = 0   θαη  μέξνπκε  όηη  ε  εμίζσζε  ( ) 0f x    έρεη  κνλαδηθή  

ιύζε  ζην  (0, )  . Σπλεπώο   ( ) 0 1f x x     (*) . 

Γηα  θάζε  
1 2, (0, )x x     κε  

1 2( ) ( )f x f x   είλαη   

*
1 1

1 2 1 2 1 2

2 2

( ) ( ) ( ) ( ) 0 ( ) 0 1
x x

f x f x f x f x f x x
x x

           

Σπλεπώο ε  f   είλαη    1 – 1 θαη  άξα αληηζηξέθεηαη 

 

Γ)  Καη΄ αξρήλ  αθνύ  (0, )fD     πξέπεη  γηα  λα έρεη  λόεκα  ε  εμίζσζε   

2 0 2 0 1 0

2 0 1

x x x

x x x

     

  
  .   

Τειηθά  πξέπεη  ρ > 2 .   Η  εμίζσζε  γίλεηαη   :   

:1 1
2 2 2

( 2) (2 ) 2 ( 1) ( 2) ( 1) ( 1) (2 )

2 1 2 1
( ) ( ) 2 4 2 1 2 1 0

1 2 1 2

f

f x f x f x f x f x f x f x

x x x x
f f x x x x x x

x x x x



           

   
            

 

 

1 2x     δεκτή     ή    1 2x     απνξξίπηεηαη  

 

 

 

 

 



 

 

Θέμα  39
ο
   

 

Α)  Η  f  είλαη γλεζίσο  κνλόηνλε  νπόηε   ή  γλεζίσο  αύμνπζα  ή  γλεζίσο  θζίλνπζα 

Δπεηδή    (1) 5, (5) 3f f     δειαδή   1 < 5  θαη   (1) (5)f f   απνθιείεηαη  λα  είλαη  

γλεζίσο  αύμνπζα ,  νπόηε  είλαη  γλεζίσο  θζίλνπζα .  

Δπίζεο  αθνύ  f  είλαη γλεζίσο  κνλόηνλε  ζα  είλαη  θαη  1 – 1 θαη  άξα αληηζηξέθεηαη 

θαη  κάιηζηα  αθνύ  ( )f     δειαδή   1f f
D     

Β) Γηα  θάζε  11 2,
f

y y D     κε   
1 2y y   είλαη  

1 1 1 1

1 2 1 2( ( )) ( ( )) ( ) ( )
f

f f y f f y f y f y


       νπόηε  1f    γλεζίσο  θζίλνπζα   ζην   

Γ) ( ( )) 3 ( ( )) (5) ( ) 5 ( ) (1) 1 0
f f

x x x x xf f e f f e f f e f e f e x
 

             
1

1

1 1 2 1 1 2 1 1 2

1 2 1 2 2 2

( ( 4)) 1 ( ( 4)) (5) ( 4) 5

( 4) ( 3) 4 3 1 2 1 1 1

f

f

f f x f f x f f x

f x f x x x x x






     


 

        

               

 

Γ) 

:1 1
3 1 3 3 3

1
3 2

(2 ) ( 3) (2 ) 5 (2 ) (1) 2 1

2 1 0 ( 1)(2 2 1) 0 1

f

Horner x

f x x f f x x f x x f x x

x x x x x x







            

         

 

αθνύ    22 2 1x x  =0  αδύλαηε  δηόηη  Γ<0 

 

Θέμα  40
ο
   

 

Α)   Γηα  θάζε  
1 2,x x    κε  

1 2( ) ( )f x f x   είλαη   

1 2 1 2 1 2 1 2( ) ( ) ( ( )) ( ( )) 9 8 9 8f x f x f f x f f x x x x x          

Σπλεπώο ε  f   είλαη    1 – 1 θαη  άξα αληηζηξέθεηαη 

 

Β)  Γηα  ην  ηπραίν 
0y    αλαδεηνύκε   

0x     κε   
0 0( )f x y   .   Δίλαη   

:1 1
0

0 0 0 0 0 0 0

( ) 8
( ) ( ( )) ( ) 9 8 ( )

9

f f y
f x y f f x f y x f y x

 
         .  Σπλεπώο  ην  

ηπραίν  
0x    πνπ  αλαδεηνύζακε  είλαη  ην  0( ) 8

9

f y 
 . Έηζη  ην  ηπραίν  

0y   

αλήθεη  ζην  ζύλνιν  ηηκώλ  ηεο  f     νπόηε   ( )f    .  

Γ)   Αλ  βάινπκε  όπνπ  ρ   ζηελ  αξρηθή  ζρέζε  ην  1( )f x   έρνπκε  

1 1 1 1 1
( ( ( ))) 9 ( ) 8 ( ) 9 ( ) 8 ( ) ( ( ) 8)

9
f f f x f x f x f x f x f x             .  Η ζρέζε πνπ  

δείμακε  ηζρύεη  γηα θάζε   1f
x D   .  Όκσο   1 ff

D R     νπόηε  ηειηθά  ηζρύεη  

γηα θάζε x  .   

 

Γ)   Αλ  βάινπκε  όπνπ  ρ   ζηελ  αξρηθή  ζρέζε  ην  ( )f x   έρνπκε  

( ( ( ))) 9 ( ) 8 (9 8) 9 ( ) 8f f f x f x f x f x          γηα θάζε x  .   

Δ)   Γηα   ρ = -1   ζηελ  ηειεπηαία  ζρέζε  έρνπκε   

( 9 8) 9 ( 1) 8 ( 1) 9 ( 1) 8 8 ( 1) 8 ( 1) 1f f f f f f                    πνπ  ζεκαίλεη  

όηη  ε   fC   ηέκλεη   ηελ  επζεία ς= ρ     ζε  έλα  ηνπιάρηζηνλ  ζεκείν  ην  (-1,-1)   

(Παξαηήξεζε  :   ην   -1   βξέζεθε  από  ηελ  απαίηεζε  λα  είλαη   9ρ+8 = ρ )   


