
                             Απαληήζεηο  ζηελ εξγαζία  Θ.Μ.Τ – ROLLE -  Σπλέπεηο  Θ.Μ.Τ.  

Δπηκέιεηα  : Άξεο Αεξάθεο  

Θέμα  1
ο
  

1. Λάζνο , π.ρ.   2( ) , 1,2f x x x     κε   (0) 0f     θαη   ( 1) (2)f f   

2. Σωζηό , γηα  
ox x  ηζρύεη από Θ.Μ.Τ. , ελώ γηα 

ox x  ηζρύεη γηα θάζε    

3. Λάζνο  ,  ππάξρεη  ηνπιάρηζηνλ έλα μ .  

4. Σωζηό , είλαη ε γξαθηθή εξκελεία  ηνπ Θεωξήκαηνο ROLLE  

5. Σωζηό , είλαη ε γξαθηθή εξκελεία  ηνπ Θ.Μ.Τ 

6. Σωζηό , αλ  ξ1,ξ2  δύν  ξίδεο ηεο f  κε ξ1< ξ2  ηόηε  αθνύ είλαη πνιπωλπκηθή  ζα  

είλαη παξαγωγίζηκε ζην [ξ1,ξ2 ]θαη από Θ.ROLLE ππάξρεη
1 2( , )   κε ( ) 0f    

7. Σωζηό , αθνύ  αλ  ππήξραλ δύν ξίδεο  ηεο  f   ηόηε κε  βάζε ην πξνεγνύκελν 

εξώηεκα ζα ππήξρε  ηνπιάρηζηνλ θαη κία ξίδα ηεο  f ΄ , πξάγκα πνπ ζα ζήκαηλε 

όηη νη αξρηθέο  ξίδεο ηεο f ΄, δελ ζα ήηαλ δηαδνρηθέο , πξάγκα άηνπν. 

Σημείωση : Αλαιόγα  ζπκπεξάζκαηα  κε απηά ζηα εξωηήκαηα 6 θαη 7 ηζρύνπλ θαη 

γηα νπνηαδήπνηε ζπλάξηεζε παξαγωγίζηκε   (θνίηα  ζέκα 5
ν
)  

8. Σωζηό , είλαη ε γξαθηθή εξκελεία  ηνπ Θ.Μ.Τ 

9. Σωζηό , αθνύ  ηζρύνπλ νη πξνϋπνζέζεηο  ηνπ  Θ.Μ.Τ. : ζπλερήο ζην [α,β] θαη 

παξαγωγίζηκε ζην (α,β) , απιά ε παξαγωγηζηκόηεηα ζηα άθξα α θαη β δελ είλαη 

απαξαίηεηε , γηα απηό θαη δελ απνηειεί πξνϋπόζεζε .   

10. Σωζηό , όπωο θαη ζην παξάδεηγκα πνπ δώζακε ζην εξώηεκα 1  

11. Λάζνο , δελ ππάξρεη γηαηί  ζην μ πνπ  ‘πηζαλόλ’ λα ππήξρε ε f  δελ είλαη 

παξαγωγίζηκε θαη δελ νξίδεηαη αθαπηνκέλε.Απηόο είλαη θαη ν ιόγνο πνπ δελ 

ηζρύεη  ην ζπκπέξαζκα ηνπ Θ.Μ.Τ  

12. Σωζηό , αθελόο ππάξρεη ξίδα ηεο  f ΄ κε  εθαξκνγή  ηνπ Θ.ROLLE  γηα  ηελ  f  

ζην  [α,β] , αθεηαίξνπ αλ ππήξρε  θαη  άιιε  ηόηε  από Θ.ROLLE  γηα  ηελ  f ΄ 

ζην δηάζηεκα  ηωλ ξηδώλ ηεο ζα ππήξρε  ηνπιάρηζηόλ κία ξίδα  ηεο f ΄΄  πξάγκα 

άηνπό αθνύ    f ΄΄ (x) > 0, γηα θάζε x  [α, β] .  

13. Λάζνο , δελ εθαξκόδεηαη ην  αληίζηνηρν πόξηζκα δηόηη ην * ( ,0) (0, )      

απνηειεί έλωζε δηαζηεκάηωλ . 

     Τν  ζωζηό  είλαη ην  εμήο : 
1
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( )
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c x
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f x

c x
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14. Σωζηό , δηόηη αλ ε f   είρε  ηξεηο  ξίδεο  ηηο  ξ1,ξ2 ,ξ3   κε  ξ1<ξ2 <ξ3    ηόηε  από 

Θ.ROLLE  ζε  θαζέλα  από ηα   [ξ1,ξ2 ] , [ξ2 , ξ3] ζα  ππήξραλ  
1 1 2( , )     θαη  

2 2 3( , )   κε 
1 2( ) ( ) 0f f    . Τόηε  όκωο  από  Θ.ROLLE  γηα  ηελ  f ΄ζην 

1 2[ , ]    ζα  ππήξρε  
1 2[ , ]      κε  ( ) 0f    , άηνπν αθνύ ( ) 0f x    γηα  

θάζε x . Σπλεπώο ε  εμίζωζε ( ) 0f x    απνθιείεηαη  λα  έρεη  3  ξίδεο  ζην     

15. Σωζηό  . Θεωξνύκε  3 2( ) 2 4f x x x x a     . Αλ  ξ1,ξ2  δύν  ξίδεο ηεο f  κε ξ1< 

ξ2  ηόηε  αθνύ είλαη πνιπωλπκηθή  ζα  είλαη παξαγωγίζηκε ζην [ξ1,ξ2 ]θαη από 

Θ.ROLLE ζα  ππήξρε 1 2( , )   κε ( ) 0f   . Όκωο  2( ) 3 4 4 0f x x x       

γηα θάζε  x   αθνύ  έρεη  Γ<0 . Σπλεπώο ε f  δελ  κπνξεί λα έρεη 2 ξίδεο  ζην  

   γηα  θακία  ηηκή  ηνπ  α .  

16. Σωζηό . Θεωξνύκε  3 2( )f x x ax x     . Αθνύ ε f   έρεη  ηξεηο  ξίδεο  ηηο  

ξ1,ξ2 ,ξ3  κε ξ1<ξ2 <ξ3  ηόηε  από Θ.ROLLE  ζε  θαζέλα  από ηα   [ξ1,ξ2 ] , [ξ2 , ξ3]  



                             Απαληήζεηο  ζηελ εξγαζία  Θ.Μ.Τ – ROLLE -  Σπλέπεηο  Θ.Μ.Τ.  

Δπηκέιεηα  : Άξεο Αεξάθεο  

ζα  ππήξραλ  
1 1 2( , )     θαη  

2 2 3( , )   κε 
1 2( ) ( ) 0f f    .Όκωο  

2( ) 3 2f x x ax       θαη   αθνύ  έρεη  δύν  ξίδεο ωο πνιπωλπκηθή  ζα  πξέπεη  

     2 20 4 12 0 3a a         

Θέμα  2
ο
  

1 – β  ,  2 – Δ ,  3 – Δ ,  4 – Β  ,  5 – Β  ,  6 – Γ  ,  7 – Β ,  8 -  Γ   

 

Αηηηνιόγεζε  γηα  ην  4 :  ( ) 2 4f x x     νπόηε  

(2) ( 1) 4 5 1
( ) 2 4 2 4 3

2 ( 1) 3 2

f f
f    

   
          

 
 

Αηηηνιόγεζε  γηα  ην  5 :  
1

( )f x
x

    νπόηε  

1

1 2 1 2 2 1
1 2

1 2 1 2 1 2 2

ln
( ) ( ) ln ln1 1 1

( ) ( ) ln

x

f x f x x x x x
f x x

x x x x x x x


  

 
        

  
 

Θέμα  3
ο
  

Γξαθηθή 

παξάζηαζε 
Θεώξεκα  

Bolzano 

Θεώξεκα  
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x

y

0

y´

x´ α β

 

 

 

     νρη 

 

 

λαη 

 

 

λαη 

x

y

0

y´

x´
α

β

 

 

 

λαη 

 

 

νρη 

 

 

λαη 

x

y

0

y´

x´
α β

 

 

 

νρη 

 

 

λαη 

 

 

λαη 

x

y

0

y´

x´ α
β

 

 

 

λαη 

 

 

όρη 

 

 

όρη 

x

y

0

y´

x´
α β

 

 

 

νρη 

 

 

όρη 

 

 

όρη 



                             Απαληήζεηο  ζηελ εξγαζία  Θ.Μ.Τ – ROLLE -  Σπλέπεηο  Θ.Μ.Τ.  

Δπηκέιεηα  : Άξεο Αεξάθεο  

Θέμα 4
ο
  

 

1. 1 – β  ,   2 – γ , δ     ,    3 – γ , δ , ε  .     

 

2. 1 – ε   ,   2 – δ  ,  3 – γ   ,  4 – ζ   .   

 

Γηθαηνιόγεζε :  

 

1. 
(1) (0) 0 1 1

( ) 6 4 6 4 1
1 0 1 2

f f
f    
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
 

2. 
( 2, 1)

2

2 2

1
1

( 1) ( 2) 1 1 12( ) 2 2
1 ( 2) 1 2 2

f f
f


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3. 
( ) (1) 1 1 0

( ) 1
1 1

f e f
f e

e e
 



 
      

 
 

4. 
( 1,0)

2

2

(0) ( 1) 2
( ) 1 ( 1) 2 1 2 1 2

0 ( 1) ( 1)

f f
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Θέμα   5
ο
  

 

α)  Έζηω  ξ1,ξ2  δύν  ξίδεο ηεο f  κε ξ1< ξ2  ηόηε  αθνύ είλαη  παξαγωγίζηκε ζην   

άξα θαη  ζην  [ξ1,ξ2 ] από Θ.ROLLE ππάξρεη ηνπιάρηζηνλ  έλα
1 2( , )   κε ( ) 0f    

 

β) Αλ  ππήξραλ δύν ξίδεο  ηεο  f  κεηαμύ δύν δηαδνρηθώλ ξηδώλ ηεο f ΄ ,   ηόηε κε  

βάζε ην πξνεγνύκελν εξώηεκα ζα ππήξρε  κεηαμύ ηωλ δύν απηώλ ξηδώλ ηεο f  

ηνπιάρηζηνλ θαη κία ξίδα ηεο  f ΄ , πξάγκα πνπ ζα ζήκαηλε όηη νη αξρηθέο  ξίδεο ηεο 

f ΄, δελ ζα ήηαλ δηαδνρηθέο , πξάγκα άηνπν. 

 

γ) Έζηω  ξ1,ξ2 ,ξ3  δύν  ξίδεο ηεο f  κε ξ1< ξ2 <ξ3 ηόηε  αθνύ είλαη  παξαγωγίζηκε ζην 

  άξα θαη  ζην  [ξ1,ξ2 ] θαη ζην [ξ2,ξ3 ] από Θ.ROLLE ππάξρνπλ 

1 1 2 2 2 3( , ), ( , )       κε 
1 2( ) ( ) 0f f     θαη από από Θ.ROLLE ππάξρεη 

1 2( , )   κε ( ) 0f    ην νπνίν είλαη άηνπν αθνύ ( ) 0f x    γηα  θάζε  x  

Άξα  ε  εμίζωζε   ( ) 0f x    απνθιείεηαη  λα  έρεη  3  ξίδεο  ζην    . 

 

Θέμα  6
ο
  

 

Θεωξνύκε  3 2( ) 2 2 6f x x x x a    .Έζηω  ξ1,ξ2  δύν  ξίδεο ηεο f  κε ξ1< ξ2  ηόηε  

αθνύ είλαη  παξαγωγίζηκε ζην   ωο πνιπωλπκηθή άξα θαη  ζην  [ξ1,ξ2 ] από 

Θ.ROLLE ππάξρεη ηνπιάρηζηνλ  έλα
1 2( , )   κε ( ) 0f   .Όκωο 

2( ) 6 4 6f x x x     πνύ έρεη αξλεηηθή δηαθξίλνπζα θαη άξα ( ) 0f x    γηα  θάζε  

x  . Σπλεπώο ε εμίζωζε   
3 22 2 6 0x x x a      δελ  κπνξεί  λα  έρεη  2 ξίδεο  

ζην     γηα  θακία  ηηκή  ηνπ  α .  
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Θέμα  7
ο
  

α) Γηα  θάζε  ζπλάξηεζε   f   κε   
2

3( ) ,
2

x
f x x x c c      ηζρύεη  f ΄ (x) = g (x) 

β) Δίλαη  ( 2) 2 8 2 2 2 6f c c             ,  νπόηε  
2

3( ) 6
2

x
f x x x     

γ)  Πξέπεη  2( ) 0 ( ) 0 3 1 0f x g x x x         πνπ  είλαη αδύλαην , αθνύ  Γ < 0 . 

 

Θέμα  8
ο
  

 

α) Η  ζπλάξηεζε   f  είλαη  ζπλερήο ζην [α,β] θαη παξαγωγίζηκε ζην (α,β)  ωο  

πνιπωλπκηθή  κε  f (α) = f (β) = 0 ,  νπόηε  από Θ.ROLLE ππάξρεη ηνπιάρηζηνλ  

έλα ( , )    κε ( ) 0f   .  ‘Όκωο  
1 1 1 1

1 1 1 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) [ ( ) ( )]

( ) ( ) [ ( ) ( )] ( ) ( ) [( ) ( )]

f x x x x x x x x x

x x x x x x x

     

   

           

           

   

   

             

          

νπόηε   
( , )

1 1( ) 0 ( ) ( ) [( ) ( )] 0 ( ) ( ) 0f
  

   
               

 


  

               


β) Δίλαη  

( ) ( )
    

              
    

 
              

 

 

Θέμα  9
ο
  

 

Έζηω  Α
1 1( , ( ))x f x  ,  Β

2 2( , ( ))x f x   ,  Γ
3 3( , ( ))x f x   ηξία  δηαθνξεηηθά  ζεκεία  ηεο  

fC  , ηα  νπνία  αθνύ  αλήθνπλ  ζηελ  ίδηα  επζεία  ζα  πξέπεη  

3 22 1

2 1 3 2

( ) ( )( ) ( ) f x f xf x f x

x x x x
 
 


  

 
  (1)  

Όκωο  ε  f   είλαη παξαγωγίζηκε  νπόηε από  Θ.Μ.Τ.  ζε  θαζέλα  από  ηα δηαζηήκαηα   

1 2 2 3[ , ] , [ , ]x x x x   ππάξρνπλ  
1 1 2 2 2 3( , ) , ( , )x x x x      κε   

3 22 1
1 2

2 1 3 2

( ) ( )( ) ( )
( ) , ( )

f x f xf x f x
f f

x x x x
 


  

 
   νπόηε  από  ηελ  (1)  έρνπκε  όηη  

1 2( ) ( )f f    .  

Όκωο  ε  f ΄  είλαη παξαγωγίζηκε   αθνύ  ε  f   είλαη  2  θνξέο   παξαγωγίζηκε 

Οπόηε  από  νπόηε  από Θ.ROLLE γηα  ηελ f ΄ ζην   
1 2[ , ]  ππάξρεη ηνπιάρηζηνλ  

έλα
1 2 1 3( , ) ( , )ox x x    κε ( ) 0of x  . 
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Θέμα  10
ο
  

 

Η  δνζκέλε  ζρέζε  γξάθεηαη  :    

 
2

2 2 2 2

2

2 2( ) ( ) ( )
ln ( ) ( )

( ) ( ) ( )

f f f e
e e f e f

f f f e


   



  
   

  

           

 

Θεωξνύκε  ηε  ζπλάξηεζε  
2

( ) ( )xh x e f x   ζην  [α,β] . Η  h  είλαη  παξαγωγίζηκε  

ζην  [α,β]  ωο  πξάμεηο  παξαγωγηζίκωλ  κε  
2 2

( ) 2 ( ) ( )x xh x xe f x e f x      θαη   είλαη   
2 2

( ) ( ) , ( ) ( )h e f h e f       .   Όκωο  
2 2

( ) ( ) ( ) ( )ae f a e f h h       

Σπλεπώο  γηα  ηε   h  πιεξνύληαη  νη  πξνϋπνζέζεηο  ηνπ  ζ. Rolle  ζην  [α,β]  νπόηε   

ππάξρεη 2 ( , )    

κε
2 2
2 2

2 2 2 2 2 2 2( ) 0 2 ( ) ( ) 0 2 ( ) ( ) 0h e f e f f f                 

 

Θέμα  11
ο
  

 

Αλαδεηνύκε  (1,2)ox    ηέηνην  ώζηε  ε  εθαπηνκέλε  ζην  ζεκείν ( , ( ))o ox f x     

δειαδή  ε  επζεία  κε  εμίζωζε  ( ) ( )( )o o oy f x f x x x     λα  δηέξρεηαη  από  ην  

(0,0)  δειαδή  λα  ηζρύεη :    0 ( ) ( )(0 ) ( ) ( ) 0o o o o o of x f x x x f x f x        

Θεωξνύκε  ηε  ζπλάξηεζε  
( )

( )
f x

g x
x

  , [1, 2]x   ε  νπνία  είλαη  ζπλερήο  θαη  

παξαγωγίζηκε  θαη   
(2) 2 (1)

(2) (1) (1)
2 2

f f
g f g     , νπόηε  από  ην  Θ.  Rolle   

ππάξρεη (1,2)ox    κε
2

( ) ( )
( ) 0 0 ( ) ( ) 0o o o

o o o o

o

x f x f x
g x x f x f x

x

 
        .  

 

Αλ  ππήξρε  θαη  άιιν  ζεκείν  
1 1( , ( ))x f x  κε  

1 (1,2)x    ( θαη  έζηω όηη    
1ox x )  

ζην  νπνίν  ε  εθαπηνκέλε  λα  δηέξρεηαη  από  ην  (0,0) , ηόηε  ε  εμίζωζε  

( ) ( ) 0xf x f x    , ζα  είρε  δύν  ξίδεο .  

 

Θεωξνύκε  ( ) ( ) ( )h x xf x f x   ε  νπνία  είλαη  παξαγωγίζηκε  ζην  (1,2)  άξα  θαη  

ζην  
1[ , ] (1,2)ox x    κε  

1( ) ( )oh x h x  , νπόηε  από  ην  Θ. Rolle  ζα  ππήξρε 

1( , ) (1,2)ox x     

κε
0

( ) 0 ( ) ( ) ( ) 0 ( ) 0 ( ) 0h f f f f f


       


                άηνπν  αθνύ   

( ) 0f x     γηα  θάζε   (1,2)x  . Σπλεπώο   ππάξρεη  αθξηβώο  κηα  εθαπηνκέλε  πνπ  

λα  δηέξρεηαη  από  ην  (0,0) .  
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Θέμα  12
ο
  

 

Τν  όηη  νη αξηζκνί  f (α), f 






 

2

β  α
, f (β) είλαη, κε ηε ζεηξά πνπ δίλνληαη, δηαδνρηθνί 

όξνη αξηζκεηηθήο πξνόδνπ , ζεκαίλεη  όηη  f 






 

2

β  α
 -  f (α)  =  f (β) -  f 







 

2

β  α
  θαη   

επεηδή  
2

2 2 2

      


   
     θαη  

2

2 2 2

      


   
        

είλαη  ηειηθά    
( ) ( ) ( ) ( )

2 2

2 2

f f f f
   

 

   
 

 
 


 

 

   (1)  

Όκωο  ε  f   είλαη παξαγωγίζηκε  νπόηε από  Θ.Μ.Τ.  ζε  θαζέλα  από  ηα δηαζηήκαηα   

[ , ] , [ , ]
2 2

   
 

 
  ππάξρνπλ  1 2( , ) , ( , )

2 2

   
   

 
     κε   

1 2

( ) ( ) ( ) ( )
2 2( ) , ( )

2 2

f f f f
f f

   
 

 
   

 

 
 

  
 

 

   νπόηε  από  ηελ  (1)  

έρνπκε  όηη    
1 2( ) ( )f f    .  Όκωο  ε  f ΄  είλαη παξαγωγίζηκε   αθνύ  ε  f   είλαη  

2  θνξέο   παξαγωγίζηκε νπόηε  από  νπόηε  από Θ.ROLLE γηα  ηελ f ΄ ζην   

1 2[ , ]  ππάξρεη ηνπιάρηζηνλ  έλα
1 2( , ) ( , )ox       κε ( ) 0of x  . 

 

Θέμα  13
ο
  

Η  f   είλαη παξαγωγίζηκε  ζην    ωο  πνιπωλπκηθή  κε 

( ) ( 2)( 3)( 4) ( 3)( 4) ( 2)( 4) ( 2)( 3)f x x x x x x x x x x x x x               

Παξαηεξνύκε   όηη  (0) (2) (3) (4) 0f f f f     . Σπλεπώο  από  Θ.ROLLE   

ζε  θαζέλα  από   ηα  [0,2] , [2,3] , [3,4]  ππάξρνπλ  
1 2 3(0,2) , (2,3) , (3,4)        

κε   
1 2 3( ) ( ) ( )f f f       . Σπλεπώο  ε  f ΄  έρεη  ηνπιάρηζηνλ  3  ξίδεο  θαη  ιόγω   

ηνπ  όηη  ε  f ΄   είλαη  πνιπωλπκηθή   3
νπ

   απνθιείεηαη  λα  έρεη  πεξηζζόηεξεο  από   

ηξεηο  ξίδεο , νπόηε  ηειηθά  έρεη  αθξηβώο  ηξεηο  ξίδεο .  

 

Θέμα  14
ο
  

Θεωξνύκε  4 3 2( )F          ε νπνία  είλαη παξαγωγίζηκε  ζην    ωο   

πνιπωλπκηθή   κε  3 2( ) 4 3 2 ( )F x f           

Παξαηεξνύκε  όηη  (0) 0 (1) 0F F           , δειαδή  (0) (1)F F  

Σπλεπώο  από  από Θ.ROLLE  γηα  ηελ  F  , ππάξρεη  έλα  ηνπιάρηζηνλ (0,1)    κε   

( ) 0 ( ) 0F f      , πνπ  ζεκαίλεη  όηη  ε  γξαθηθή  παξάζηαζε  ηεο  f  ηέκλεη  κηα  

ηνπιάρηζηνλ  θνξά  ηνλ  ρρ΄  ζην  δηάζηεκα   (0,1) .  
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Θέμα  15
ο
  

Πξόρεηξν   

2

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 ( ) 0

( ) ( )

f x f x
f x g x f x g x f x g x f x g x

g x g x

f x g x f x g x f x

g x g x


         



 
  

 

Λύζε    

Θεωξνύκε    
( )

( )
( )

f x
h x

g x
  , ζην [α , β]  ( αθνύ  ( ) 0g x     γηα  θάζε  x[α,β])  ε  

νπνία  είλαη  ζπλερήο  ζην  [α , β]   θαη  παξαγωγίζηκε  ζην (α,β)  ωο  πειίθν  ζπλερώλ  

θαη παξαγωγίζηκωλ  ζπλαξηήζεωλ   ζηα  αληίζηνηρα  δηαζηήκαηα  κε   

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

f f
h h

g g

 
 

 
   . Σπλεπώο από Θ.ROLLE γηα ηελ h  ζην [α, β] , ππάξρεη   

έλα  ηνπιάρηζηνλ  μ (α,β)  κε  ( ) 0h   . Όκωο 
2

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )

f x g x f x g x
h x

g x

 
  , 

( ) 0

2
( ) 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) 0 0 ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

g

g

f g f g f f
h f g f g

g g g





     
    

  



 

  
       

  

Θέμα  16
ο
  

Γηα  ηελ  f   πιεξνύληαη  νη  πξνϋπνζέζεηο  ηνπ   Θ.Μ.Τ.  ζην  [1,3]  νπόηε  ππάξρεη    

μ (1,3)  κε   
(3) (1) 6

( ) 3
3 1 2

f f
f 


   


 

Θέμα  17
ο
  

 

Α) Θεωξνύκε όηη ηζρύεη ε δεηνύκελε ζρέζε θαη ζα θαηαιήμνπκε κε ηζνδπλακίεο  ζε  

θάηη πνπ αιεζεύεη . Δίλαη  
0 ( )

( ) ( )
h h

h h h h
h

  
        

  
          

Σπλεπώο  αξθεί λα  δείμνπκε  όηη  : 
( )h

h

  


 
  

Θεωξνύκε  ( )f     ε  νπνία   είλαη  παξαγωγίζηκε  ζην  [α , α + h ]  κε  

( )f     , νπόηε  από  Θ.Μ.Τ.  ππάξρεη  ( , )h     κε 

( ) ( ) ( )
( )

f h f h
f

h h

    
 

 

   
   

 
. 

Όκωο  
( )

( , )
2

x h
h h

h

   
        

 
            . 

Β) 
2 2 2 2

1 1      
 

         

  
     


 

Θεωξνύκε   ( )f x x  ζην [α,β]   [0 , 
2


 )  ε νπνία  είλαη  ζπλερήο  θαη 

παξαγωγίζηκε   ζε  απηό  νπόηε  ππάξρεη   μ (α,β)  κε    
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( ) ( )
( )

f f
f

   


   

 
  

 
 . Όκωο  

2

1
( )f x

x
    νπόηε   έρνπκε  όηη 

2

1  

   





 .  Δίλαη  μ (α,β)   νπόηε  α < μ < β  θη  επεηδή  ε  ζπλάξηεζε 

ζπλρ  είλαη γλεζίωο  θζίλνπζα  ζην  [0 , 
2


 )  είλαη   ζπλα > ζπλμ > ζπλβ  θαη  

επεηδή   ζπλρ >0   γηα  θάζε   ρ ( 0 , 
2


 )  είλαη  ζπλ

2
 α > ζπλ

2
 μ > ζπλ

2
 β   θαη  

ηειηθά   
2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 

           


    


 .  

Θέμα  18
ο
  

Πξόρεηξν   ( ) ( ) ( ( ))xf x f x xf x    

Λύζε   Θεωξνύκε    ( ) ( )h x xf x  , ζην [α , β] ε νπνία  είλαη  ζπλερήο  ζην  [α , β] θαη   

παξαγωγίζηκε  ζην (α,β)  ωο  γηλόκελν  ζπλερώλ  θαη παξαγωγίζηκωλ  ζπλαξηήζεωλ    

ζηα  αληίζηνηρα  δηαζηήκαηα  κε   ( ) ( ) ( )h x xf x f x   .  

Γηα  ηελ  h   πιεξνύληαη  νη  πξνϋπνζέζεηο  ηνπ   Θ.Μ.Τ.  ζην  [α,β]  νπόηε  ππάξρεη    

μ (α,β)  κε   
( ) ( )

( )
h h

h
 


 


  



( ) ( )
( ) ( )

f f
f f

   
  

 


  


 

Θέμα  19
ο
  

2 2 2 2( ) 2 ( ) ( ) 2 ( ) 0 ( ) 2 ( ) 0 ( ( )) 0 ( )x x x xf x f x f x f x e f x e f x e f x e f x c                

Γηα  ρ = 1  έρνπκε  
2

2

2
(1)e f c c

e

     .  

Τειηθά    
2

2 2 2

2 2

2 2
( ) ( ) ( ) 2

x
x xe

e f x f x f x e
e e

       , x  

Θέμα  20
ο
  

α)   Θεωξνύκε    ( ) ( )h x f x x   , ζην [1 , 2] ε νπνία  είλαη  ζπλερήο  ζην  [1 ,2]  ωο 

δηαθνξά   ζπλερώλ  κε  (1) (1) 2 0h f            θαη  

(2) (2) 2 2 0h f               νπόηε   (1) (2) 0h h    θαη  άξα  από  

 Θ. Bolzano   (1,2)ox     κε   ( )o of x x  

β) Γηα  ηελ  f   πιεξνύληαη  νη  πξνϋπνζέζεηο  ηνπ   Θ.Μ.Τ.  ζε θαζέλα  από  ηα  

δηαζηήκαηα  [1,ρν] , [ρν,2]  νπόηε  ππάξρνπλ    μ1 (1,ρν) ,   μ2 ( ρν,2)    κε   

1

( ) (1) 2 ( 2)
( )

1 1 1

o o o

o o o

f x f x x
f

x x x

  


  
   

  
   θαη    

2

( ) (2) ( 1)
( )

1 2 2

o o o

o o o

f x f x x
f

x x x

  


  
   

  
  νπόηε  

2

1 2

( 2) ( 1)
( ) ( )

1 2

o o

o o

x x
f f

x x

 
  

 
    

 
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Θέμα  21
ο
  

 

Η  ζπλάξηεζε  h   είλαη  παξαγωγίζηκε  ζην     ωο  πξάμεηο  παξαγωγηζίκωλ  κε   

2 2( ) 3 ( ) ( ) 3 ( ) ( ) 3 ( ) ( ) 3 ( ) ( ) 0h x f x f x g x g x g x f x g x f x             πνπ  ζεκαίλεη όηη  

ε ζπλάξηεζε h(x) = f 
3
(x) + g

3
(x) είλαη ζηαζεξή  ζην    .  

 

Θέμα  22
ο
  

 

α) f ΄(x) = 0 , γηα θάζε x   νπόηε  ( )f x c   θαη αθνύ   f(5) = 7, είλαη ηειηθά 

( ) 7f x   γηα θάζε x    . 

 

β)  2 3 33 1 1
( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2
f x x f x x f x x c         

Γηα   ρ = 1  είλαη  31 1 1
(1) 1 1

2 2 2
f c c c           . Τειηθά  31

( ) 1
2

f x x   

 

γ)  ( ) ( ( )) ( ) ( )x x xf x e x f x e x f x e x c                

Γηα   ρ = 0  είλαη  0(0) 0 2 1 1f e c c c          , νπόηε  

1( ) 1 ( ) ( ) ( )x x xf x e x f x e x x f x e x x c                 

Γηα   ρ = 0  είλαη  0

1 1 1(0) 0 0 0 1 1 0f e c c c           , νπόηε  

( ) xf x e x x   .  

 

δ) Η δνζκέλε ζρέζε γίλεηαη 
2

1 1
( ) ( ) ( )f x f x

x x
        γηα θάζε   

( ,0) (0, )x     νπόηε   
1

2

1
, 0

( )
1

, 0

c x
x

f x

c x
x


 

 
  


 

Γηα  ρ = 1  έρνπκε  : 
2 2 2(1) 1 2 1 1f c c c        

 

Γηα  ρ = - 1  έρνπκε  : 2 2 2( 1) 1 2 1 3f c c c          

 

Τειηθά   

1
3 , 0

( )
1

1 , 0

x
x

f x

x
x


 

 
  


  .  
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Θέμα  23
ο
  

α)  ( ) ( ) ( )( ) ( )f x f x f xf x e x e x e x c           

Γηα   ρ = 
2


 είλαη  

( )
02 0 1

2

f

e c e c c
 

        ,  νπόηε   

( ) 1 ( ) ln( 1)f xe x f x x       , αθνύ  εκρ+1 > 0 γηα  θάζε  x(0 , π) 

 

β)  
1

( ) ( ) ( ) (ln ) ( ) lnxf x f x xf x x xf x x c
x

          γηα  θάζε  ρ > 0 

Γηα  ρ = 1  είλαη  1 (1) ln1 5f c c     . Τειηθά   
ln

( ) ln 5 ( )
5

x x
xf x x f x


     

 

γ) Γηα  θάζε   x(0 , π)   είλαη   εκ 0x        νπόηε  έρνπκε  

2

2

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) 1 ( ) ( )

f x x f x x f x f x
f x x f x x x x x c

x x x

 
  

  

   
            

Γηα  ρ = 
2


  είλαη   

( )
2 0

2 2 2

2

f
c c c


  




        .  

Τειηθά   
( )

( )
f x

x f x x x
x




       ,  x(0 , π)    

Θέμα  24
ο
  

α)  Γηα  θάζε    x    έρνπκε   

5 5 5 5 5 5 5( ) 5 ( ) 1 ( ) ( ) ( ( )) ( ) ( )x x x x x x xf x f x e f x e f x e e f x e e f x e c            

Γηα  ρ = 0   είλαη  
0 0 6 1

(0) 1
5 5

e f e c c c          νπόηε   

5
5 5 1

( ) ( ) 1
5 5

x
x x e

e f x e f x


       ,  x     

 β)  Γηα  θάζε    x    έρνπκε     

2 2 2 2( ) 2 ( ) ( ) 2 ( ) 0 ( ) 2 ( ) 0 ( ( )) 0 ( )x x x xf x f x f x f x e f x e f x e f x e f x c                  

Γηα  ρ = 0  έρνπκε  0 (0) 3e f c c    .  

Τειηθά    2 2( ) 3 ( ) 3x xe f x f x e     , x  

 

γ)  Γηα  θάζε    x    έρνπκε      

( ) ( ) ( ) ( )

( ( )) ( ) ( )

x x x

x x x x

f x f x x x e f x e x f x x e

e f x e e f x e c

  

   

               

      

Γηα  ρ = 0  έρνπκε  0 0(0) 1 1 2e f e c c c          .  

Τειηθά    ( ) 2 ( ) 1 2x x xe f x e f x e         , x  
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δ) Η  δνζκέλε  ζρέζε  γίλεηαη   

 

2 3 2 3

3 2

2 2

4 2 2 2

( ) 2
(1 ) ( ) 2 ( ) 0 (1 ) ( ) 2 ( )

( ) 1

2 ( ) ( ) 4 1 1
( ) (2ln(1 )) 2ln(1 )

( ) 1 ( ) ( )

f x x
x f x xf x x f x xf x

f x x

f x f x x
x x c

f x x f x f x

 
          




        



 

 

Γηα  ρ = 0   έρνπκε   
2

1
2ln1 1

(0)
c c

f
      νπόηε    

 

2 2

2 2

1 1
2ln(1 ) 1 ( )

( ) 2ln(1 ) 1
x f x

f x x
    

 
   

 

Όκωο    0f x   γηα  θάζε  x  θαη αθνύ είλαη  ζπλερήο ,  ε  f  δηαηεξεί  πξόζεκν  

θαη  αθνύ  (0) 1f   είλαη    0f x   γηα  θάζε  x , νπόηε  είλαη   

2

1
( )

2ln(1 ) 1
f x

x


 
. 

 

Θέμα  25
ο
  

 

α)    Από  ηε  δνζκέλε  ζρέζε  έρνπκε :   

2 2 2 2

( ) ( ) 0 2 ( ) ( ) 2 ( ) ( ) 0

(( ( )) ( )) 0 ( ( )) ( )

f x f x f x f x f x f x

f x f x f x f x c

        

      
 

 

β)   Θεωξνύκε   ( ) ( )g x f x x x      παξαγωγίζηκε  ζην    κε   

( ) ( )g x f x x x          θαη    

)
2 2

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) 0 ( ( )) ( )
a

g x f x x x g x f x x x

g x g x g x g x g x g x c

             

         
 

Γηα   ρ = 0   έρνπκε   2 2( (0)) (0) 0 0 0g g c c c           αθνύ   

(0) (0) 0 0 1 0 1 0g f            θαη   

(0) (0) 0 0 1 1 0g f          

Τειηθά  2 2( ( )) ( )g x g x  0  γηα  θάζε  x   νπόηε   

( ) 0 ( ) 0g x f x x x        θαη  άξα   

f(x) = εκx +ζπλx , γηα θάζε x . 
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Θέμα  26
ο
  

 

α) Αθνύ  ( ) ( )f f   , ρωξίο  βιάβε ηεο γεληθόηεηαο  ζεωξνύκε  όηη  ( ) ( )f f   

(Αληίζηνηρα  ιύλεηαη αλ ζεωξήζνπκε ( ) ( )f f  ) 

Δίλαη   
( ) 3 ( )

( ) ( ) ( ) 3 ( ) 4 ( ) ( )
4

f f
f f f f f f

 
     


       Δπίζεο  

( ) 3 ( )
( ) ( ) 3 ( ) 3 ( ) 4 ( ) ( ) 3 ( ) ( )

4

f f
f f f f f f f f

 
       


         

Τειηθά   
( ) 3 ( )

( ) ( )
4

f f
f f

 
 


    θαη  επεηδή  f    ζπλερήο  ζην [α,β]  από   

Θ. ελδηακέζωλ  ηηκώλ  , έρνπκε  όηη  ππάξρεη  ρν (α,β)     ηέηνην  ώζηε    

( ) 3 ( )
( )

4
o

f f
f x

 
  

β)  Γηα  ηελ  f   πιεξνύληαη  νη  πξνϋπνζέζεηο  ηνπ   Θ.Μ.Τ.  ζε θαζέλα  από  ηα  

δηαζηήκαηα  [α,ρν] , [ρν,β], [α,β]  νπόηε  ππάξρνπλ  μ1 (α,ρν), μ2( ρν,β), μ (α,β)      

κε  
1

( ) 3 ( )
( )

( ) ( ) 3( ( ) ( ))4( )
4( )

o

o o o

f f
f

f x f f f
f

x x x

 


  


  




 
   

  
   νπόηε   

1

4( )3

( ) ( ) ( )

ox

f f f



  




 
  (1)     θαη    

2

( ) 3 ( )
( )

( ) ( ) ( ( ) ( ))4( )
4( )

o

o o o

f f
f

f x f f f
f

x x x

 


  


  




 
   

  
  νπόηε  

2

4( )1

( ) ( ) ( )

ox

f f f



  




 
  (2)      θαη    

( ) ( )
( )

f f
f

 


 


 


  νπόηε     

1

( ) ( ) ( )f f f

 

  




 
  (3) 

 

(1)  + (2)  
(3)

1 2

4( ) 4( )3 1 4( ) 4

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

o ox x

f f f f f f f f f

   

        

  
     

    
 

 

Θέμα  27
ο
  

α) Αθνύ  ηα  ζεκεία  Α ( α , f(α)) , Β (β, f(β)) , Γ (γ , f(γ)) κε α < β < γ  είλαη  

ζπλεπζεηαθά , έρνπκε  όηη   
( ) ( ) ( ) ( )f f f f   

 
    

 
  

 
   (1) . 

Γηα  ηελ    f   πιεξνύληαη  νη  πξνϋπνζέζεηο  ηνπ   Θ.Μ.Τ.  ζε θαζέλα  από  ηα  

δηαζηήκαηα  [α,β] , [β,γ],  νπόηε   ππάξρνπλ  μ1 (α,β), μ2( β,γ),   κε  
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1 2

( ) ( ) ( ) ( )
( ) , ( )

f f f f
f f

   
 

   

 
  

 
. Σπλεπώο  βάζε  ηεο  (1)  έρνπκε  

όηη     
1 2( ) ( )f f    . Γηα  ηελ  f    πιεξνύληαη  νη  πξνϋπνζέζεηο  ηνπ   Θ.ROLLE   

ζην  [μ1 , μ2 ]  νπόηε   ππάξρεη   μ(μ1 , μ2)  (α , γ)  κε   ( ) 0f    

 

β)       Πξόρεηξν 

2

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ( ) ( )) 0

( ) ( ) ( ( ) ( )) ( ) ( )
0 ( ) 0

( ) ( )

f x f
f x x f x f x f x f x f x f

x

x f x f x f f x f

x x


   



  

 


            



   
   

 

 

Λύζε   

Θεωξνύκε  
( ) ( )

( )
( )

f x f
g x

x









 ,  ζην  [β , γ]  παξαγωγίζηκε ζε  απηό  ωο  πειίθν   

παξαγωγηζίκωλ  κε   
( ) ( ) ( ) ( )

( ) , ( )
( ) ( )

f f f f
g g

   
 

   

 
 

 
 .  

Αθνύ  ηα  ζεκεία  Α ( α , f(α)) , Β (β, f(β)) , Γ (γ , f(γ)) κε α < β < γ  είλαη   

ζπλεπζεηαθά , έρνπκε  όηη   
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
f f f f

g g
   

   
    

 
    

 
  

Σπλεπώο  γηα  ηε   g  πιεξνύληαη  νη  πξνϋπνζέζεηο  ηνπ   Θ.ROLLE  ζην  [β,γ]  νπόηε   

ππάξρεη   ρν (β,γ)   (α,γ)   κε   

2

( ) ( ) ( ( ) ( ))
( ) 0 0 ( ) ( ) ( ( ) ( ))

( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

o o o
o o o o

o

o
o o o o

o

x f x f x f
g x x f x f x f

x

f x f
x f x f x f f x

x

 
 




 



  
        




     



 

 

Θέμα  28
ο
  

 

Η f   είλαη   παξαγωγίζηκε ζην [α,β], νπόηε από  Θ.Μ.Τ.   ππάξρεη  κε ρν (α,β)  κε   

( ) ( ) ( )
( ) 0o

f f f
f x

  

   

 
   

 
  αθνύ   ( ) 0f     θαη   β > α  

Η f΄   είλαη   παξαγωγίζηκε ζην [α,β] άξα  θαη  ζην [ ρν , β]   , νπόηε  από  Θ.Μ.Τ.  

ππάξρεη  κε  μ ( , ) ( , )ox        κε   

( ) ( ) ( )
( ) 0o o

o o

f f x f x
f

x x




 

   
   

 
   αθνύ   ( ) 0of x    θαη   β > ρν .  
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Θέμα  29
ο
  

 

Αλαδεηνύκε (1,2)  ηέηνην  ώζηε  ε εθαπηνκέλε  ηεο 
fC   ζην  Μ(μ,  f(μ)) , δειαδή  

ε επζεία   κε  εμίζωζε  ( ) ( )( )y f f x      , λα  δηέξρεηαη  από  ην  Α(0,μ
2
)   

δειαδή λα ηζρύεη  όηη   

2 2 2

2

( ) ( )
( ) ( )(0 ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0 1 0

f f
f f f f f f

  
           



 
               

Θεωξνύκε 
( )

( )
f x

g x x
x

   , ζην [1,2], ε νπνία  είλαη ζπλερήο ζην[1,2],     

παξαγωγίζηκε ζην (1,2)  κε  

(2) 2 (1) 2 2( (1) 1)
(2) 2 2 2 (1) 1 (1)

2 2 2

f f f
g f g

 
          

  νπόηε  γηα  ηελ    g  πιεξνύληαη  νη  πξνϋπνζέζεηο  ηνπ   Θ.ROLLE  ζην  [1,2]  θαη   

άξα    ππάξρεη  μ (1,2)   κε    
2

( ) ( )
( ) 0 1 0

f f
g

  




 
      

 

Θέμα  30
ο
  

 

Γηα  ην  ηπραίν  ρ (0,1)   έρνπκε  όηη  ε  f  ζπλερήο  ζε  θαζέλα  από  ηα  δηαζηήκαηα   

[0,ρ]  θαη  [ρ,1] , παξαγωγίζηκε  ζε  θαζέλα  από  ηα  (0,ρ)  θαη  (ρ,1) νπόηε  από   

Θ.Μ.Τ  ζε  θαζέλα  από  ηα  δηαζηήκαηα  απηά  ππάξρνπλ  μ1 (0,ρ)  ,   μ2 (ρ,1)  κε   

 1 2

( ) (0) ( ) (1) ( ) 1 ( )
( ) , ( )

0 1 1

f x f f x f f x f x
f f

x x x x
 

  
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  . 

Όκωο  0< μ1 < μ2 < 1 θαη  f΄ είλαη γλεζίωο  αύμνπζα ζην  (0,1)  νπόηε  είλαη   

0 1

1 2

( ) 1 ( )
( ) ( ) (1 ) ( ) (1 ( )

1

( ) ( ) ( ( ) ( ) , (0,1)

xf x f x
f f x f x x f x

x x

f x xf x x x f x f x x x
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