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Εκφωνήςεισ και απαντήςεισ εργαςίασ :  
Μονοτονία – Ακρότατα - Κοίλα – Σημεία Καμπήσ – Αςύμπτωτεσ - Χάραξη 

 

Θέμα 1ο    Ερωτιςεισ τφπου  Σ – Λ   

1. Αν  μια  ςυνάρτθςθ  f  είναι  παραγωγίςιμθ  ςε  ζνα  διάςτθμα  Δ  και  είναι  
γνθςίωσ  αφξουςα  ςε  αυτό  τότε   ( ) 0f x    για  κάκε  x         

2. Αν για μια  ςυνάρτθςθ  f   οριςμζνθ  και  παραγωγίςμθ  ςτο     ιςχφει  

( ) 0f x    για  κάκε  x   ,τότε   f  είναι  γνθςίωσ  αφξουςα  ςτο           

3. Αν μια ςυνάρτθςθ αλλάηει κοίλα εκατζρωκεν του χο , τότε ςίγουρα θ ςυνάρτθςθ 
παρουςιάηει καμπι ςτο χο 

4. Αν  για μια ςυνάρτθςθ f  ιςχφει  fϋϋ(χο ) = 0 τότε ςίγουρα θ ςυνάρτθςθ 
παρουςιάηει καμπι ςτο χο 

5. Αν  μία ςυνάρτθςθ f  είναι κοίλθ  ςτο  Δ  τότε  ( ) 0f x    για  κάκε  x         

6. Αν μια ςυνάρτθςθ f παρουςιάηει ακρότατο ςτο x0, τότε ιςχφει f ϋ (x0) = 0.   
7. Αν ςτο εςωτερικό ςθμείο x0 του πεδίου οριςμοφ τθσ f ιςχφει ότι f ϋ (x0) = 0, τότε 

το x0 είναι τοπικό ακρότατο τθσ f. 

8. Αν   για  μια  παραγωγίςιμθ  ςυνάρτθςθ  f  ιςχφει  ότι  0( ) 0f x    τότε  

παρουςιάηει   ςτο  0x    ακρότατο                                                       

 
Λύςη  
 

1. Λάθοσ , π.χ. 3( )f x x  θ οποία είναι γνθςίωσ αφξουςα ςτο , όμωσ (0) 0f   . 

2. Λάθοσ , διότι ( ,0) (0, )      και τθ μονοτονία τθν εξετάηουμε ςε 

διάςτθμα. Ιςχφει ότι f  είναι  γνθςίωσ  αφξουςα  ςτο  ( ,0)  και f  είναι  γνθςίωσ  

αφξουςα  ςτο (0, ) , αλλά όχι  ότι   f  είναι  γνθςίωσ  αφξουςα  ςτο           

3. Λάθοσ, πρζπει να δζχεται και εφαπτομζνθ ςτο χο 

4. Λάθοσ , π.χ. 4( )f x x  θ οποία είναι κυρτι ςτο και δεν ζχει ςθμεία καμπισ, 

όμωσ (0) 0f   . 

5. Λάθοσ , π.χ. 4( )f x x   θ οποία είναι κοίλθ ςτο και δεν ζχει ςθμεία καμπισ, 

όμωσ (0) 0f   . 

6. Λάθοσ, πρζπει να είναι παραγωγίςιμθ ςτο χο και το χο να είναι εςωτερικό ςθμείο 
διαςτιματοσ 

7. Λάθοσ , π.χ. 3( )f x x  θ οποία είναι γνθςίωσ αφξουςα ςτο και δεν ζχει 

ακρότατα, όμωσ (0) 0f   . 

8. Λάθοσ , π.χ. 3( )f x x  θ οποία είναι γνθςίωσ αφξουςα ςτο και δεν ζχει 

ακρότατα, όμωσ (0) 0f   . 

 
Θέμα  2ο  

Α)  Δίνεται  θ  ςυνάρτθςθ  4 3 2( ) 4 4 2f x x x x     .  

α) Να  μελετθκεί  θ   f   ωσ  προσ  τθ  μονοτονία  και  τα  ακρότατα .  
β)  Να  βρεκεί το  ςφνολο  τιμϊν  τθσ   
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γ)  Να  βρεκεί  το  πλικοσ  των  ριηϊν  τθσ  εξίςωςθσ   ( ) 0f x     

Λύςη  

α) Θ f είναι παραγωγίςιμθ ςτο R 3 2 2( ) 4 12 8 4 ( 3 2)f x x x x x x x        

 

Συνεπϊσ θ  f  είναι γνθςίωσ αφξουςα ςτα  [0,1],[2, )  και γνθςίωσ φκίνουςα ςτα 

( ,0],[1,2]  . Παρουςιάηει τοπικό ελάχιςτο το (0) 2f    και το (2) 2f    και 

τοπικό μζγιςτο το (1) 1f    

β) Αν
1 2 3 4( ,0] , [0,1] , [1,2] , [2, )           τότε 

1 2

3 4

( ) [ (0), lim ( )) [ 2, ) , ( ) [ (0), (1)] [ 2, 1] ,

( ) [ (2), (1)] [ 2, 1] , ( ) [ (2), lim ( )) [ 2, )

x

x

f f f x f f f

f f f f f f x





         

         
 

και το ςφνολο τιμϊν τθσ είναι το  
1 2 3 4( ) ( ) ( ) ( ) ( ) [ 2, )f f f f f             

γ) 
10 ( )f   οπότε υπάρχει  

1 1x   με 1( ) 0f x   και λόγω μονοτονίασ εκεί  

μοναδικό  

40 ( )f   οπότε υπάρχει  2 4x    με  
2( ) 0f x   και λόγω μονοτονίασ εκεί 

μοναδικό 

20 ( )f    και  30 ( )f    οπότε θ  εξίςωςθ ( ) 0f x   ζχει ακριβϊσ  δφο ρίηεσ .   

Θέμα  3ο     
 

α) Ζςτω ότι xα  αx (α > 0) για κάκε x > 0. Να αποδείξετε ότι α = e.  

β) Αν  0 1a    και  για  κάκε  x   ιςχφει  1xa x   να δείξετε ότι  a e   
γ) Ζςτω  μια  ςυνάρτθςθ  f    παραγωγίςιμθ  ςτο    για  τθν  οποία  ιςχφει  :   

  ( ) 1 2xxf x e x     για  κάκε  x  . Να   δείξετε  ότι   (0) 3f   .  

 
Λύςη  

α) Θεωροφμε   ( ) xg x x    , θ οποία είναι παραγωγίςιμθ ςτο    ωσ άκροιςμα 

παραγωγιςίμων με 1( ) lnxg x x      . Θ δοςμζνθ ςχζςθ γίνεται  

0 ( ) ( )x xx x g x g           για κάκε x , που ςθμαίνει ότι θ g 

παρουςιάηει  ςτο  α ελάχιςτο , οπότε από Fermat  ζχουμε ότι 
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1( ) 0 ln 0 ln 0 (ln 1) 0 ln 1g e                              

 

β) Θεωροφμε   ( ) 1xg x x    , θ οποία είναι παραγωγίςιμθ ςτο    ωσ άκροιςμα 

παραγωγιςίμων με ( ) ln 1xg x      .  

Θ δοςμζνθ ςχζςθ γίνεται  1 1 0 ( ) (0)x xx x g x g           για κάκε x

, που ςθμαίνει ότι θ g παρουςιάηει  ςτο  0 ελάχιςτο , οπότε από Fermat  ζχουμε ότι  

0(0) 0 ln 1 0 ln 1g e             

γ) Θεωροφμε   ( ) ( ) 1 2xg x xf x e x     , θ οποία είναι παραγωγίςιμθ ςτο    ωσ 

άκροιςμα παραγωγιςίμων με ( ) ( ) ( ) 2 2xg x f x xf x e x      .  

Θ δοςμζνθ ςχζςθ γίνεται  

( ) 1 2 ( ) 1 2 0 ( ) (0)x xxf x e x xf x e x g x g             για κάκε x , 

που ςθμαίνει ότι θ g παρουςιάηει  ςτο  0 μζγιςτο , οπότε από Fermat  ζχουμε ότι  

0(0) 0 (0) 0 (0) 2 0 0 (0) 1 2 0 (0) 3g f f e f f              

Θέμα  4ο    
 
Να αποδείξετε τισ ανιςότθτεσ :  
 

           α) ex  x+1 , για κάκε x                  β) lnx x-1 , για κάκε x>0 

   γ) 
3

6

x
x x      για  κάκε  χ   0      δ) ex  xe , για κάκε x>0 

 
Λύςη  

 

α) Θεωροφμε τθν ( ) xf x e  θ οποία είναι κυρτι ςτο R  αφοφ ( ) 0xf x e    για 

κάκε x   . Θ εφαπτομζνθ τθσ ςτο 0 είναι  (0) (0)( 0) 1y f f x y x       

και αφοφ θ f είναι κυρτι θ Cf κα είναι πάνω από κάκε εφαπτομζνθ τθσ με 
εξαίρεςθ το ςθμείο επαφισ, δθλαδι ex  x+1 , για κάκε x   με τθν ιςότθτα να 
ιςχφει μόνο για χ=0.                

 
β) Θεωροφμε τθν ( ) lnf x x  θ οποία είναι κοίλθ ςτο (0, )   αφοφ 

2

1
( ) 0f x

x
    για κάκε x (0, )   . Θ εφαπτομζνθ τθσ ςτο 1 είναι 

  (1) (1)( 1) 1y f f x y x       και αφοφ θ f είναι κοίλθ θ Cf κα είναι κάτω από  

κάκε εφαπτομζνθ τθσ με εξαίρεςθ το ςθμείο επαφισ,  
δθλαδι lnx x-1 , για κάκε x>0 με τθν ιςότθτα να ιςχφει μόνο για χ=1.                
 

γ)  Θεωροφμε τθν  
3

( ) , [0, )
6

x
f x x x x     .   
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Θ   f  είναι παραγωγίςιμθ ςτο [0, ) με 
2

( ) 1
2

x
f x x     .  

Θ fϋ  είναι παραγωγίςιμθ ςτο   [0, ) με ( ) 0f x x x       για κάκε  (0, )x   

αφοφ γνωρίηουμε ότι x x x x     για κάκε  (0, )x  .  

Συνεπϊσ θ fϋ  είναι γνθςίωσ αφξουςα ςτο [0, )  , οπότε για κάκε  0x   είναι  

( ) (0) ( ) 0f x f f x      

Συνεπϊσ θ  f  είναι γνθςίωσ αφξουςα ςτο [0, )  , οπότε για κάκε  0x   είναι  
3

( ) (0) 0
6

x
f x f x x     . 

δ) Για κάκε χ>0 είναι 
ln 1

ln ln lnx e x e x
e x e x x e x

x e
        . 

Θεωροφμε τθ 
ln

( )
x

f x
x

  με x>0. 

Θ f είναι παραγωγίςιμθ ςτο  (0, )   με   
2

1 ln
( )

x
f x

x


      οπότε 

2

1 ln
( ) 0 0 ln 1

x
f x x x e

x


           και   

2

1 ln
( ) 0 0 ln 1 0

x
f x x x e

x


          

 
Συνεπϊσ   f  γνθςίωσ  αφξουςα  ςτο  ( 0 , e +   ,  γνθςίωσ  φκίνουςα  ςτο  *e, )  και  

παρουςιάηει  μζγιςτο  για  χ = e  το  
ln 1

( )
e

f e
e e

 
 

Συνεπϊσ 
ln 1

( ) ( )
x

f x f e
x e

    

 
Θέμα  5ο  
 
Δίνεται θ γραφικι παράςταςθ τθσ ςυνάρτθςθσ με τφπο f (x) = x3 + κx2 + x + λ, με 

κ, λ  R.  Αν  χ1 , χ2  κζςεισ  τοπικϊν   ακροτάτων τθσ  f  να δείξετε ότι x1  x2 = 
3

1
.  

Λύςη  
 

Θ  f είναι  παραγωγίςιμθ  ωσ  πολυωνυμικι  με   2( ) 3 2 3f x x x    , που είναι 

τριϊνυμο ωσ προσ χ  με    24 36    
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Αφοφ χ1 , χ2  κζςεισ  τοπικϊν   ακροτάτων τθσ  f  τότε από Fermat  τα 
1 2,x x   κα είναι 

ρίηεσ τθσ f  , και από τφπουσ Vieta ζχουμε 1 2

3
1

3
x x




      .  

Θέμα  6ο  
 
Δίνονται οι παραγωγίςιμεσ ςυναρτιςεισ f και g με πεδίο οριςμοφ το ανοικτό  

Διάςτθμα Δ. Να δείξετε ότι αν θ h (x) = f (x) - g (x) ζχει ςτο x0  Δ μζγιςτο, τότε θ f  

και θ g  ζχουν παράλλθλεσ εφαπτομζνεσ ςτο x0  Δ. 
 
Λύςη  

 
Αφοφ   θ  h παρουςιάηει  μζγιςτο  ςτο  χο  που  είναι  εςωτερικό ςθμείο αφοφ Δ 
ανοιχτό και είναι και παραγωγίςιμθ ωσ διαφορά παραγωγιςίμων , από Fermat  

ζχουμε ότι   ( ) 0 ( ) ( ) 0 ( ) ( )o o o o oh x f x g x f x g x           , οπότε οι  f , g  ζχουν 

παράλλθλεσ  εφαπτομζνεσ  ςτο χο .  

 
Θέμα  7ο   
 

Δίνεται  θ  ςυνάρτθςθ  3 2( ) 3 3 (3 4) 3f x x x x       .Για  ποιεσ  τιμζσ  του  

  θ  ςυνάρτθςθ  f  είναι  γνθςίωσ  αφξουςα   ςτο    .  

 
Λύςη  
 

Θ ςυνάρτθςθ  f  είναι παραγωγίςιμθ ωσ πολυωνυμικι με 2( ) 9 6 3 4f x x x         

Αφοφ θ f  είναι γνθςίωσ αφξουςα κα πρζπει ( ) 0f x    αρκεί θ ιςότθτα να ιςχφει  

για μεμονωμζνα ςθμεία του πεδίου οριςμοφ και όχι για ολόκλθρο διάςτθμα .   

Ζτςι  αφοφ θ fϋ είναι τριϊνυμο ωσ προσ χ με α=9>0 κα πρζπει να ζχει  
2 20 36 36(3 4) 0 3 4 0 [ 1,4]                 

Θέμα  8ο  
 

Δίνονται οι ςυναρτιςεισ f (x) = ex, x  R και g (x) = lnx, x > 0.  
α) Να αποδείξετε ότι οι γραφικζσ παραςτάςεισ τουσ δεν τζμνονται.  
β) Να βρείτε τθ μικρότερθ απόςταςθ τθν οποία μπορεί να ζχει ζνα ςθμείο τθσ Cf 
από τθν ευκεία y = x.  
γ) Να βρείτε το ςθμείο τθσ y = ex, το οποίο απζχει τθ μικρότερθ απόςταςθ από τθν 
 y = x. 
δ) Ποια νομίηετε ότι είναι τα ςθμεία των Cf και Cg που να απζχουν τθν ελάχιςτθ 
απόςταςθ;  

 
Λύςη  
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α) Είναι 1 1 lnxe x x x x      για κάκε x>0 οπότε οι γραφικζσ παραςτάςεισ των 
f,g δεν τζμνονται . 

 

 
β) ,γ) Γνωρίηουμε ότι για κάκε  0x   είναι 1xe x   και επειδι οι ευκείεσ  

1,y x y x    είναι παράλλθλεσ ςυμπεραίνουμε ότι θ μικρότερθ απόςταςθ τθν 

οποία μπορεί να ζχει ζνα ςθμείο τθσ Cf από τθν ευκεία y = x, είναι θ απόςταςθ του 
ςθμείου Α(0,1) από τθν ευκεία y = x.  

Θ ελάχιςτθ αυτι απόςταςθ είναι 
2 2

0 1 1 2
( , 0)

221 ( 1)
d x y


     

 
. 

Για οποιοδιποτε άλλο ςθμείο ( , )xx e  θ απόςταςθ του Μ από τθν ευκεία y = x  

είναι  
2 2

1 2
( , 0)

22 21 ( 1)

x xx e e x
d x y

 
      

 
. 

γ) Με βάςθ τθ 1 1 lnxe x x x x       και το γεγονόσ ότι οι ευκείεσ 
1, , 1y x y x y x      είναι παράλλθλεσ, ςυμπεραίνουμε ότι θ μικρότερθ 

απόςταςθ είναι θ ΑΒ όπου  Α(0,1) και Β(1,0) με τθν ελάχιςτθ απόςταςθ να είναι 2  
 
Θέμα  9ο  
 

Δίνεται θ ςυνάρτθςθ f (x) = x3 - αx2, α  0.  
α) Να βρείτε τα τοπικά ακρότατα.  
β) Να δείξετε ότι τα ςθμεία που αντιςτοιχοφν ςτα τοπικά ακρότατα τθσ f  

ανικουν ςτθν καμπφλθ με εξίςωςθ y = - 
2

1
 x3. 

Λύςη  
 

α) Θ f είναι παραγωγίςμθ με 2( ) 3 2 (3 2 )f x x x x x x       που ζχει ρίηεσ τισ χ = 0   

και  
2

3
x


  ςτα οποία παρουςιάηει τοπικά ακρότατα αφοφ θ fϋ είναι τριϊνυμο με  

α=3>0 οπότε είναι αρνθτικι μεταξφ των ριηϊν και κετικι εκτόσ αυτϊν. 

     β) Είναι (0) 0f   οπότε το ςθμείο (0,0) ανικει ςτθν καμπφλθ με εξίςωςθ y = - 
2

1
 x3 
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       Είναι 
3 2 3 3 3 3

32 8 4 8 12 4 1 8 1 2
( ) ( )

3 27 9 27 27 27 2 27 2 3
f

       
             οπότε το 

ςθμείο (
2

3


, 

2
( )

3
f


) ανικει ςτθν καμπφλθ με εξίςωςθ y = - 

2

1
 x3 

Θέμα  10ο   
   
Να  αποδειχκεί  ότι   :   

α)  1xe x     για  κάκε  x      

β)  θ  εξίςωςθ  22 2 2xe x x     ζχει  μία  ρίηα   τθ  χ = 0  .  
 
Λύςη 
 

α) Θεωροφμε τθν ( ) xf x e  θ οποία είναι κυρτι ςτο R  αφοφ ( ) 0xf x e    για 

κάκε x   . Θ εφαπτομζνθ τθσ ςτο 0 είναι  (0) (0)( 0) 1y f f x y x       

και αφοφ θ f είναι κυρτι θ Cf κα είναι πάνω από κάκε εφαπτομζνθ τθσ με 
εξαίρεςθ το ςθμείο επαφισ, δθλαδι ex  x+1 , για κάκε x   με τθν ιςότθτα να 
ιςχφει μόνο για χ=0.   

Οπότε     1xe x     για  κάκε  x   . 

β)  Θ  εξίςωςθ  22 2 2xe x x     ζχει  ρίηα   τθ  χ = 0  αφοφ τθν επαλθκεφει . 

Θεωροφμε  2( ) 2 2 2xg x e x x     θ οποία είναι παραγωγίςιμθ με  

( ) 2 2 2 2( 1 ) 0x xg x e x e x         για  κάκε  x   και (0) 0g   

που ςθμαίνει ότι θ g  είναι γνθςίωσ αφξουςα ςτο R και άρα θ ρίηα χ=0 είναι  
μοναδικι. 
 
Θέμα  11 

 

 Ζςτω  ςυνάρτθςθ  :f   για τθν οποία  ιςχφει  ( ) 2 ( )f x f x    για  κάκε    

x  και    (0) 1f   . Να  δείξετε  ότι   2( ) xf x e  , για κάκε  χ > 0 .  

 
Λύςη 

Θεωροφμε τθ 2

( )
( )

x

f x
g x

e
  θ οποία είναι παραγωγίςιμθ ςτο R με   

2 2 2

4 4 2

( ) 2 ( ) ( ( ) 2 ( )) ( ) 2 ( )
( ) 0

x x x

x x x

f x e e f x e f x f x f x f x
g x

e e e

       
      για  κάκε    

x  οπότε θ g  είναι γνθςίωσ αφξουςα ςτο R.  

Συνεπϊσ για κάκε χ > 0 είναι 
2

2

( )
( ) (0) 1 ( ) x

x

f x
g x g f x e

e
      . 

 
Θέμα  12ο   
 
Δίνεται μια ςυνάρτθςθ f για τθν οποία ιςχφει f (α) = f (β) = 0 και fϋϋ (x) > 0, για κάκε  

xR. Να αποδείξετε ότι f (x) < 0 για κάκε x (α, β).  
 
Λύςη 
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 Αφοφ ( ) 0f x    για κάκε  x   θ f είναι 2 φορζσ παραγωγίςιμθ ςτο R και 

μάλιςτα   θ  fϋ κα είναι γνθςίωσ αφξουςα εκεί  . 

Για τθ ςυνάρτθςθ f πλθροφνται οι προχποκζςεισ  του Θ.Rolle ςτο *α,β+ οπότε 
υπάρχει  ( , )    με ( ) 0f    

Για κάκε  ( , ) ( ) ( ) ( ) 0
f

x f x f f x  


         οπότε θ f είναι γνθςίωσ φκίνουςα 

ςτο *α,ξ+ και άρα για κάκε  ( , ) ( ) ( ) ( ) 0
f

x f x f f x  


        

Για κάκε  ( , ) ( ) ( ) ( ) 0
f

x f x f f x  


         οπότε θ   f είναι γνθςίωσ αφξουςα 

ςτο *ξ,β+ και άρα για κάκε  ( , ) ( ) ( ) ( ) 0
f

x f x f f x  


        

Συνεπϊσ  για κάκε  ( , )x     είναι   ( ) 0f x   

 
Θέμα  13ο  
 
Ζςτω f  παραγωγίςιμθ ςυνάρτθςθ ςτο  για τθν οποία ιςχφουν 

( 1) 3 , (1) 5f f     , lim ( ) , lim ( )
x x

f x f x
 

    .  

Το πρόςθμο τθσ f   φαίνεται ςτον παρακάτω πίνακα   

 
α) Να μελετιςετε τθν f  ωσ προσ τθ μονοτονία και τα ακρότατα  

β) Να βρείτε το ςφνολο τιμϊν τθσ f  
γ) Να βρείτε το πλικοσ των ριηϊν τθσ εξίςωςθσ ( )f x  , για τισ διάφορεσ τιμζσ του 

 .  
 

α) Θ  f  είναι γνθςίωσ αφξουςα ςτα  [ 1,1]  και γνθςίωσ φκίνουςα ςτα 

( , 1],[1, )    . Παρουςιάηει τοπικό ελάχιςτο το ( 1) 3f     και  τοπικό μζγιςτο το 

(1) 5f   

β) Αν 1 2 3( , 1] , ( 1,1] , (1, )           τότε 

1

2
1

3
1

( ) [ ( 1), lim ( )) [ 3, ) ,

( ) (lim ( ), (1)] ( 3,5] ,

( ) ( lim ( ), lim ( )) ( ,5)

x

x

x x

f f f x

f f x f

f f x f x





 

     

   

   

 

και το ςφνολο τιμϊν τθσ είναι το 1 2 3( ) ( ) ( ) ( )f f f f         
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γ) Αν λ <-3  τότε 
3( )f   οπότε υπάρχει  

1 3x   με 
1( )f x   και λόγω 

μονοτονίασ εκεί  μοναδικό και 
2( )f    και  

1( )f    οπότε θ  εξίςωςθ 

( )f x   ζχει ακριβϊσ μία ρίηα .   

Αν λ =-3  τότε 
3( )f   οπότε υπάρχει  

1 3x   με 
1( )f x   και λόγω μονοτονίασ 

εκεί  μοναδικό και 
1( )f   οπότε υπάρχει  

2 1x    με  
2( )f x   και λόγω 

μονοτονίασ εκεί μοναδικό, και  
2( )f  οπότε ζχει ακριβϊσ  δφο ρίηεσ .   

Αν -3<λ<5  τότε 
1( )f   οπότε υπάρχει  

1 1x   με 
1( )f x   και λόγω μονοτονίασ 

εκεί  μοναδικό και 
2( )f   οπότε υπάρχει  

2 2x    με  
2( )f x   και λόγω 

μονοτονίασ εκεί μοναδικό, και 
3( )f   οπότε υπάρχει  

3 3x    με  
2( )f x   και 

λόγω μονοτονίασ εκεί μοναδικό, οπότε ζχει ακριβϊσ  τρεισ ρίηεσ .   

Αν λ =5  τότε 
1( )f   οπότε υπάρχει  

1 1x   με 
1( )f x   και λόγω μονοτονίασ 

εκεί  μοναδικό και 
2( )f   οπότε υπάρχει  

2 2x    με  
2( )f x   και λόγω 

μονοτονίασ εκεί μοναδικό, και  
3( )f  οπότε ζχει ακριβϊσ  δφο ρίηεσ .   

Αν λ >5  τότε 
1( )f   οπότε υπάρχει  

1 3x   με 
1( )f x   και λόγω μονοτονίασ 

εκεί  μοναδικό και 2( )f    και  3( )f    οπότε θ  εξίςωςθ ( )f x   ζχει 

ακριβϊσ μία ρίηα .   

 
Θέμα  14ο  

 
Στο παρακάτω ςχιμα δίνεται θ γραφικι παράςταςθ μιασ ςυνάρτθςθσ f . Με βάςθ 

το παρακάτω ςχιμα, να βρείτε  
α) το πεδίο οριςμοφ και το ςφνολο τιμϊν τθσ f . 
β) τα διαςτιματα μονοτονίασ και τα τοπικά ακρότατα τθσ f  . 
γ) τα διαςτιματα που είναι κυρτι ι κοίλθ και τα ςθμεία καμπισ τθσ f  αν είναι 

γνωςτό ότι ο xx  εφάπτεται τθσ fC  ςτο (4,0) . 
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α) το πεδίο οριςμοφ τθσ f  είναι το [0,2) (2,6] και το ςφνολο τιμϊν τθσ f  είναι το 

[ 1, )  . 
β) θ f  είναι γνθςίωσ αφξουςα ςε κακζνα από τα διαςτιματα [0,1],(2,3),[3,5]  και 

γνθςίωσ φκίνουςα ςε κακζνα από τα διαςτιματα [1,2),[5,6] Παρουςιάηει τοπικό 

μζγιςτο ςτο 1 και ςτο 5 και τοπικό ελάχιςτο ςτο 0, ςτο 3 και ςτο 6. 
γ) θ f  είναι κυρτι ςε κακζνα από τα διαςτιματα [0,1],[1,2),(2,3),[4,5]  και κοίλθ ςε 

κακζνα από τα διαςτιματα [3,4],[5,6]και παρουςιάηει καμπι ςτο 4 αφοφ αλλάηει 

εκατζρωκεν του 4 κοίλα και  ο xx  εφάπτεται τθσ 
fC  ςτο (4,0) . Στο 5 δεν 

παρουςιάηει καμπι διότι ναι μεν αλλάηει εκατζρωκεν του 5 κοίλα αλλά ςτο 5 δεν 
δζχεται εφαπτομζνθ. 
 
Θέμα  15ο  
 
Ζςτω ςυνάρτθςθ :[0,6]f   θ οποία είναι ςυνεχισ. Στο παρακάτω ςχιμα δίνεται 

θ γραφικι παράςταςθ τθσ f  . Με βάςθ το παρακάτω ςχιμα, να βρείτε  
α) τα διαςτιματα μονοτονίασ τθσ f  . 
β) τισ κζςεισ τοπικϊν ακροτάτων τθσ f . 
γ) τα διαςτιματα που θ f  είναι κυρτι ι κοίλθ. 
δ) τισ κζςεισ των ςθμείων καμπισ τθσ f  αν είναι γνωςτό ότι θ fC  δζχεται ςε κάκε 

ςθμείο τθσ εφαπτομζνθ. 
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α) θ f  είναι γνθςίωσ αφξουςα ςε κακζνα από τα διαςτιματα [0,3],[4,6]  και 

γνθςίωσ φκίνουςα ςτο [3,4] . 
β) Παρουςιάηει τοπικό μζγιςτο ςτο 3 και ςτο 6, τοπικό ελάχιςτο ςτο 0 και ςτο 4 . 
γ) θ f  είναι κυρτι ςε κακζνα από τα διαςτιματα [0,1],[2,3],[3,5]  και κοίλθ ςε 

κακζνα από τα διαςτιματα [1,2],[5,6]  
δ) παρουςιάηει καμπι ςτο 1, ςτο 2 και ςτο 5.  
Θέμα  16ο 

Ζςτω ςυνάρτθςθ :[0,1]f   ςυνεχισ με ( ) 0f x   για κάκε (0,1)x  και 

(0) (1)f f . 

α) Να αποδείξετε ότι θ f  είναι 1-1. 

β) Να αποδείξετε ότι 1 [ (0), (1)]
f

D f f  . 

γ) Να βρείτε το 1lim(( ) ( ))
x

x f x


 


  όπου 1f

D  . 

 

Λύςη  

α) Ζςτω ότι θ f  δεν ιταν 1-1. Τότε κα υπιρχαν 1 2, [0,1]x x   με 1 2x x  και 

1 2( ) ( )f x f x . Χωρίσ βλάβθ τθσ γενικότθτασ κεωροφμε ότι 1 2x x . Θ f  είναι 

ςυνεχισ ςτο [0,1]  και παραγωγίςμθ ςτο  (0,1)  με 1 2( ) ( )f x f x  οπότε από 

κεϊρθμα Rolle κα υπιρχε 1 2( , ) (0,1)x x    με ( ) 0f   . Αυτό όμωσ είναι άτοπο 

διότι ( ) 0f x   για κάκε (0,1)x . Συνεπϊσ θ f  είναι 1-1. 
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β) Αφοφ θ f  είναι 1-1, αντιςτρζφεται με 1 ff
D R  . Θ f  είναι ςυνεχισ ςτο [0,1]  

οπότε από κεϊρθμα μεγίςτθσ – ελαχίςτθσ παίρνει ςτο [0,1]  και ελάχιςτθ και 

μζγιςτθ τιμι. Αν ζπαιρνε κάποια από  αυτζσ ςε κάποιο (0,1)ox   τότε από κεϊρθμα 

Fermat κα ζπρεπε ( ) 0f x  . Αυτό όμωσ είναι άτοπο διότι ( ) 0f x   για κάκε 

(0,1)x . Συνεπϊσ θ f  παίρνει τθν ελάχιςτθ και τθ μζγιςτθ τιμι ςτα άκρα του [0,1] , 

δθλαδι ςτο 0 και ςτο 1. Αφοφ (0) (1)f f , παίρνει τθν ελάχιςτθ τιμι ςτο 0 και τθ 

μζγιςτθ τιμι ςτο 1, οπότε 1 [ (0), (1)]ff
D R f f   . 

γ) Αφοφ 1 [0,1]ff
R D    είναι 10 ( ) 1f x   για κάκε 1f

x D   οπότε
 

1 1 1( ) 1 ( ) ( ) ( )f x x f x x x x f x x                    και επειδι 

lim 0
x

x





 
 
από κριτιριο παρεμβολισ είναι και 1lim(( ) ( )) 0

x
x f x


 


   . 

 

 

 

 

 

Θέμα  17ο  

Δίνονται οι ςυναρτιςεισ 
, [ ,0) (0, ]

( )

1 , 0

x
x

f x x

x


 


  

 
    

και ( )x x x x    , [ , ]x    . 

α) Να αποδείξετε ότι ικανοποιοφνται οι προχποκζςεισ του κεωριματοσ Rolle για 
τθν f  ςτο [ , ]  . 

β) Να αποδείξετε ότι θ   είναι γνθςίωσ φκίνουςα ςτο [ , ]   και να βρείτε το 

πρόςθμό τθσ. 
γ) Να μελετιςετε τθν f ωσ προσ τθ μονοτονία και τα ακρότατα. 

 

Λύςη 

 

α) Θ f  είναι ςυνεχισ και παραγωγίςιμθ ςε κακζνα από τα διαςτιματα 

[ ,0), (0, ]   ωσ πθλίκο παραγωγιςίμων. 

Επίςθσ 
0 0

lim ( ) lim 1 (0)
x x

x
f x f

x


 

    οπότε θ f  είναι ςυνεχισ ςτο 0. 
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Επιπλζον 

0

0

20 0 0 0

1
( ) (0) 1

lim lim lim lim 0
0 2x x x x

x
f x f x x xx

x x x x


 

   


  

   


 οπότε είναι 

παραγωγίςιμθ ςτο 0 με (0) 0f   . 

Τζλοσ ( ) 0f





   και 
( )

( ) 0f
 





   .  

Συνεπϊσ θ f  είναι ςυνεχισ και παραγωγίςιμθ ςτο [ , ]   με ( ) ( )f f   , οπότε 

ικανοποιοφνται οι προχποκζςεισ του κεωριματοσ Rolle για τθν f  ςτο [ , ]  . 

β) H   είναι παραγωγίςιμθ ςτο [ , ]   ωσ πράξεισ παραγωγιςίμων με 

( )x x x x x x x           . 

Είναι ( ) ( ) (0) 0          . 

Για ( ,0)x    είναι 0x   και 0x   οπότε ( ) 0x  . 

Για (0, )x   είναι 0x   και 0x   οπότε ( ) 0x  . 

Συνεπϊσ ( ) 0x   για κάκε [ , ]x     και ( ) 0x   για x   ι x    ι 0x  . 

Συνεπϊσ θ   είναι γνθςίωσ φκίνουςα ςτο [ , ]  . 

Για ( ,0)x    είναι 0x   οπότε ( ) (0) ( ) 0x x     . 

Για (0, )x   είναι 0x   οπότε ( ) (0) ( ) 0x x     . 

γ) Είναι 2
, [ ,0) (0, ]

( )

0 , 0

x x x
x

f x x

x

 
 


  

  
 

. 

Για ( ,0)x    είναι ( ) 0x   και άρα και ( ) 0f x  . 

Για (0, )x   είναι ( ) 0x   και άρα και ( ) 0f x  . 

Συνεπϊσ θ f  είναι γνθςίωσ αφξουςα ςτο [ ,0] , γνθςίωσ φκίνουςα ςτο [0, ] , 

παρουςιάηει ολικό μζγιςτο ςτο  0  το (0) 1f   και ολικό ελάχιςτο ςτο –π και ςτο π 

το ( ) ( ) 0f f    . 

Θέμα  18ο  
 

Δίνεται θ ςυνάρτθςθ ( ) lnf x x  και το ςθμείο (0,2) . Αν ( ,ln )x x   το ςθμείο 

εκείνο τθσ fC  που απζχει τθν ελάχιςτθ απόςταςθ από το ςθμείο  , να αποδείξετε 

ότι:  

α) 2 ln 2 0x x    . 

β) θ εφαπτομζνθ τθσ fC  ςτο Μ  

i. είναι κάκετθ ςτθν ΑΜ. 
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ii. τζμνει τον άξονα xx΄  ςτο ςθμείο 3( ,0)o ox x . 

γ) 3 1o ox x  . 

Λύςη 

α) Ζςτω  ( ,ln )x x  με 0x   τυχαίο ςθμείο τθσ 
fC . 

Θ απόςταςθ   ςυναρτιςει του 0x   είναι 

2 2 2 2( ) ( 0) (ln 2) ) ln 4ln 4d x x x x x x        . 

Θ απόςταςθ αυτι γίνεται ελάχιςτθ για x x  και επειδι θ ( )d x  είναι 

παραγωγίςιμθ ςυνάρτθςθ ςτο (0, )  από Fermat ζχουμε ότι ( ) 0d x  . Όμωσ 

2

2 2 2 2

ln 4
2 2

ln 2
( )

2 ln 4ln 4 ln 4ln 4

x
x

x xx xd x
x x x x x x

 
 

  
     

  οπότε 

2( ) 0 ln 2 0d x x x  
       (1) . 

β) Θ εφαπτομζνθ τθσ 
fC  ςτο Μ ζχει εξίςωςθ 

1
( ) : ln ( )y x x x

x
 



    . 

i. Για να είναι κάκετθ ςτθν ΑΜ πρζπει και αρκεί 

2 21 ln 2
1 1 ln 2 ln 2 0o o

x
x x x x

x x


  

 

 


              
 που ιςχφει. 

ii. Για 0y   ςτθν εξίςωςθ τθσ ( )  ζχουμε 

 
1

0 ln ( ) ln lnx x x x x x x x x x x
x

       



         
 
(2) . 

Από τθν (1)  ζχουμε ότι 2ln 2x x    και ζτςι θ (2)  γίνεται 

2 3(2 )x x x x x x x           . Συνεπϊσ θ ( )  τζμνει τον άξονα xx΄  ςτο ςθμείο 

3( ,0)o ox x  . 
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γ) Θ f  είναι κοίλθ αφοφ 
2

1
( ) 0f x

x
     για κάκε 0x  , οπότε θ 

fC
 
είναι κάτω 

από τθν ( )  με εξαίρεςθ το ςθμείο επαφισ όπωσ φαίνεται και ςτο παραπάνω 

ςχιμα. Για το ςθμείο επαφισ ( ,ln )x x   ιςχφει ότι 2 ln 2 0x x     , οπότε 

3

0o ox x x   αφοφ αν 3

0o ox x x   τότε  

3 3 2

0 2 0 ( 2) 0 ln 0 1o o o o o o o o ox x x x x x x x x x             το οποίο είναι 

άτοπο, αφοφ για 1x   είναι 2 ln 2 1 ln1 2 1 0x x         . Αφοφ λοιπόν  

1
( ) ( ) lnf x x x x

x
 



  
 

για κάκε 0x x  και 3

0o ox x x   ςυμπεραίνουμε ότι 

3 3 3 2 3 31
( ) ( ) ln ln( ) ln 2 ln( ) 0 1o o o o o o o o o of x x x x x x x x x x x x x x

x
   



               

. 

 
 
Θέμα 19ο  
 

Δίνεται θ ςυνάρτθςθ ( ) ln , 0   xf x e x x x  και  . Αν ιςχφει  

1ee e e     , να αποδείξετε ότι : 

α) υπάρχει ακριβϊσ ζνα (1, )ox e  με ( ) 0f x  . 

β) για τθν f   ιςχφουν οι προχποκζςεισ του κεωριματοσ Bolzano ςτο [1, ]e . 

γ) 
1

1 ee e
e

    . 

δ) θ f  παρουςιάηει ολικό ακρότατο ςτο ox  που είναι το (1 ) 1 lnox

o oe x x   . 
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Λύςη 

α) Θ f  είναι παραγωγίςιμθ ςτο (0, )  ωσ άκροιςμα παραγωγιςίμων άρα και 

ςυνεχισ. Επίςθσ 1 (1) ( )ee e e f f e       , οπότε πλθροφνται οι 

προχποκζςεισ του κεωριματοσ Rolle για τθν f  ςτο [1, ]e  και επομζνωσ υπάρχει 

(1, )ox e  με ( ) 0f x  . Όμωσ 
1

( ) xf x e
x

     θ οποία είναι επίςθσ 

παραγωγίςιμθ ωσ άκροιςμα παραγωγιςίμων με 
2

1
( ) 0xf x e

x
     για κάκε 0x   

που ςθμαίνει ότι θ f   είναι γνθςίωσ αφξουςα και άρα το 
ox  είναι μοναδικό. 

β) Θ f   είναι παραγωγίςμθ άρα και ςυνεχισ. Επίςθσ 1 ox e   και αφοφ θ f   είναι 

γνθςίωσ αφξουςα ζχουμε ότι (1) ( ) ( ) (1) 0 ( )of f x f e f f e         . Επομζνωσ 

για τθν f   ιςχφουν οι προχποκζςεισ του κεωριματοσ Bolzano ςτο [1, ]e . 

γ) Είναι 
1 1

(1) 0 ( ) 1 0 1e ef f e e e e e
e e

                 . 

δ) Για κάκε (0, )ox x  είναι 
ox x  και αφοφ θ f   είναι γνθςίωσ αφξουςα ζχουμε ότι 

( ) ( ) ( ) 0of x f x f x      και αφοφ θ f  είναι ςυνεχισ κα είναι γνθςίωσ φκίνουςα 

ςτο (0, ]ox . 

Για κάκε ( , )ox x   είναι x x   και αφοφ θ f   είναι γνθςίωσ αφξουςα ζχουμε ότι 

( ) ( ) 0 ( )f x f x f x
      και αφοφ θ f  είναι ςυνεχισ κα είναι γνθςίωσ αφξουςα 

ςτο [ , )ox  . 

Συνεπϊσ θ f  παρουςιάηει ολικό ελάχιςτο ςτο ox  που είναι το 

( ) lnox

o o of x e x x   . Όμωσ  
1 1

( ) 0 0x xf x e e
x x

 



 

           οπότε 

1
( ) ln ( ) ln 1 (1 ) ln 1o o ox x x x x

o o o o o o of x e x x e e x x e e x x
x

 



            . 

Τελικά θ f  παρουςιάηει ολικό ελάχιςτο ςτο ox  που είναι το (1 ) 1 lnox

o oe x x   . 
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Θέμα  20ο   
 

Δίνεται μια ςυνάρτθςθ f για τθν οποία ιςχφει f (α) = f (β) = 0 και f ϋϋ (x) < 0, για κάκε  

x  R. Να αποδείξετε ότι f (x) > 0 για κάκε x  (α, β).  
 
Λύςη 
 

Αφοφ ( ) 0f x    για κάκε  x   θ f είναι 2 φορζσ παραγωγίςιμθ ςτο R και μάλιςτα   
θ  fϋ κα είναι γνθςίωσ  φκίνουςα εκεί  . 

Για τθ ςυνάρτθςθ f πλθροφνται οι προχποκζςεισ  του Θ.Rolle ςτο *α,β+ οπότε 
υπάρχει  ( , )    με ( ) 0f    

Για κάκε  ( , ) ( ) ( ) ( ) 0
f

x f x f f x  


         οπότε θ   f είναι γνθςίωσ αφξουςα 

ςτο *α,ξ+ και άρα για κάκε  ( , ) ( ) ( ) ( ) 0
f

x f x f f x  


        

Για κάκε  ( , ) ( ) ( ) ( ) 0
f

x f x f f x  


         οπότε θ   f είναι γνθςίωσ φκίνουςα 

ςτο *ξ,β+ και άρα για κάκε  ( , ) ( ) ( ) ( ) 0
f

x f x f f x  


        

Συνεπϊσ  για κάκε  ( , )x     είναι   ( ) 0f x   

 
Θέμα  21ο  
 
Ζςτω μια ςυνάρτθςθ f  θ οποία   είναι  παραγωγίςιμθ ςτο R και κοίλθ .  Αν θ  f  
παρουςιάηει τοπικό ακρότατο , να δείξετε ότι αυτό κα είναι ολικό μζγιςτο .  
 
Λύςη 
 
Αφοφ θ  f είναι κοίλθ ςυμπεραίνουμε ότι  θ  fϋ κα είναι   γνθςίωσ  φκίνουςα 

Αν θ f παρουςιάηει ακρότατο ςτο   ( , ( ))f   τότε από Fermat είναι  ( ) 0f    

Για κάκε  ( ) ( ) ( ) 0
f

x f x f f x 


          οπότε  για κάκε  ( ) ( )
f

x f x f 


       

Για κάκε  ( ) ( ) ( ) 0
f

x f x f f x 


          οπότε  για κάκε  ( ) ( )
f

x f x f 


       

Συνεπϊσ  είναι ( ) ( )f x f   για κάκε fx D   και  άρα ( )f    τοπικό μζγιςτο . 

 
Θέμα  22ο  
 
Το ορκογϊνιο παραλλθλεπίπεδο του παρακάτω ςχιματοσ ζχει βάςθ τετράγωνο 
πλευράσ x , φψοσ y  και ςτακερό όγκο 1. Να αποδείξετε ότι : 
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α) το εμβαδόν τθσ ςυνολικισ του επιφάνειασ ςυναρτιςει τθσ πλευράσ x  είναι  

2 4
( ) 2E x x

x
  , 0x   

β) το εμβαδόν τθσ ςυνολικισ του επιφάνειασ ελαχιςτοποιείται όταν είναι κφβοσ.   
γ) θ απόςταςθ ΔΗ  

i. ωσ ςυναρτιςει τθσ πλευράσ x  είναι  2

4

1
( ) 2d x x

x
  , 0x  . 

ii. ελαχιςτοποιείται όταν είναι κφβοσ.   

 

Λύςη 

α) Αφοφ το ορκογϊνιο παραλλθλεπίπεδο ζχει ςτακερό όγκο 1, ςυμπεραίνουμε ότι 

2

2

1
1x y y

x
     (1) με 0x  .

 

Tο εμβαδόν τθσ ςυνολικισ του επιφάνειασ αποτελείται από 2 τετράγωνα πλευράσ x  

και 4 ορκογϊνια με πλευρζσ ,x y  οπότε είναι 22 4x xy
 
που με τθ βοικεια τθσ (1) 

γίνεται 2 4
2x

x
  , δθλαδι ςυναρτιςει τθσ πλευράσ x  είναι 2 4

( ) 2E x x
x

  , 0x  . 

β) Θ ςυνάρτθςθ 2 4
( ) 2E x x

x
   είναι παραγωγίςιμθ ςτο (0, )  με 

3

2 2

4 4( 1)
( ) 4

x
E x x

x x


    . Είναι  

3
3

2

4( 1)
( ) 0 0 1 1

x
E x x x

x


       

 
και

 

3
3

2

4( 1)
( ) 0 0 1 1

x
E x x x

x


        . 
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Συνεπϊσ θ ςυνάρτθςθ 2 4
( ) 2E x x

x
   είναι γνθςίωσ αφξουςα ςτο [1, )  και 

γνθςίωσ φκίνουςα ςτο (0,1]  και επομζνωσ παρουςιάηει ολικό ελάχιςτο για 1x  . 

Από τθν (1) για 1x   ζχουμε ότι 1y   που ςθμαίνει ότι το εμβαδόν τθσ ςυνολικισ 

επιφάνειασ του ορκογωνίου παραλλθλεπιπζδου ελαχιςτοποιείται όταν είναι κφβοσ.   

γ)  

i. Από το Πυκαγόρειο κεϊρθμα ςτο τρίγωνο ΔΕΘ ζχουμε ότι 

2 2 2 2 2x y     . 

Από το Πυκαγόρειο κεϊρθμα ςτο τρίγωνο ΔΕΗ ζχουμε ότι 

2 2 2 2 2 2 2 22x y x x y         που από τθ ςχζςθ (1) γίνεται 

2 2

4

1
2x

x
   . Συνεπϊσ θ απόςταςθ ΔΗ ωσ ςυναρτιςει τθσ πλευράσ x  είναι  

2

4

1
( ) 2d x x

x
  , 0x  . 

ii. Θ ςυνάρτθςθ 2

4

1
( ) 2d x x

x
   είναι παραγωγίςιμθ ςτο (0, )  με 

3

68 5

2 2 5 2

4 4 4

4 2
4 2

2( 1)
( )

1 1 1
2 2 2 2

x
x x

xx xd x

x x x x
x x x

 


   

  

. Είναι  

6
6

5 2

4

2( 1)
( ) 0 0 1 1

1
2

x
d x x x

x x
x


       

  
και

 

6 0
6

5 2

4

2( 1)
( ) 0 0 1 1

1
2

xx
d x x x

x x
x


       



. 

Συνεπϊσ θ ςυνάρτθςθ 2

4

1
( ) 2d x x

x
   είναι γνθςίωσ αφξουςα ςτο [1, )  και 

γνθςίωσ φκίνουςα ςτο (0,1]  και επομζνωσ παρουςιάηει ολικό ελάχιςτο για 1x   

Από τθν (1) για 1x   ζχουμε ότι 1y   που ςθμαίνει ότι θ απόςταςθ ΔΗ  

ελαχιςτοποιείται όταν το ορκογϊνιο παραλλθλεπίπεδο είναι κφβοσ.   
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Θέμα  23ο   
 

Στο Στο διπλανό ςχιμα φαίνεται τμιμα παραβολισ με  

εξίςωςθ y = 
14

1
(48 - x2), και το ιςοςκελζσ τρίγωνο ΟΒΓ 

με ΟΒ = ΟΓ. 
α) Να βρείτε τα ςθμεία Β, Γ για τα οποία το εμβαδόν του 
τριγϊνου ΟΒΓ γίνεται μζγιςτο. 

x

y

0x´

y´

x

ΒΓ

 

  β) Ποιο είναι αυτό το μζγιςτο εμβαδόν;  
 
 
Λύςη 
 
α) Θ παραβολι ζχει άξονα ςυμμετρίασ τον άξονα yyϋ  και τζμνει τον άξονα xxϋ ςτα 

ςθμεία ( 48,0),( 48,0) . Αφοφ το τρίγωνο ΟΒΓ είναι ιςοςκελζσ με ΟΒ=ΟΓ 

ςυμπεραίνουμε ότι τα ςθμεία Β , Γ είναι ςυμμετρικά ωσ προσ τον yyϋ οπότε (0,0) , 

21
( , (48 ))

14
x x  , 21

( , (48 ))
14

x x    με 0 48x  .  

Το εμβαδόν του  ΟΒΓ είναι  

2 31 1 1 1
( ) ( ) ( ) ( , ) 2 (48 ) (48 )

2 2 14 14
E x d x x x x              με 

48 48x   .  

Θ ςυνάρτθςθ 31
( ) (48 )

14
E x x x   είναι παραγωγίςιμθ ςτο (0, )  με 

21
( ) (48 3 )

14
E x x   . Είναι   

0
2 21

( ) 0 (48 3 ) 0 16 4
14

x

E x x x x


        
 
και

 

0
2 21

( ) 0 (48 3 ) 0 16 0 4
14

x

E x x x x


          . 

Συνεπϊσ θ ςυνάρτθςθ 31
( ) (48 )

14
E x x x   είναι γνθςίωσ αφξουςα ςτο (0,4]  και 

γνθςίωσ φκίνουςα ςτο [4, 48)  και επομζνωσ παρουςιάηει ολικό μζγιςτο για 4x  . 

Συνεπϊσ το εμβαδόν του ΟΒΓ μεγιςτοποιείται όταν 
32

(4, )
14

 και 
32

( 4, )
14

   . 

β) Το μζγιςτο εμβαδόν είναι 31 128 64
(4) (48 4 4 )

14 14 7
E       
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Θέμα  24ο  
 
Ο κφλινδροσ του παρακάτω ςχιματοσ ζχει βάςθ κφκλο ακτίνασ  , φψοσ   και 

ςτακερό όγκο 1. Να αποδείξετε ότι : 
α) το εμβαδόν τθσ ςυνολικισ του επιφάνειασ ςυναρτιςει τθσ ακτίνασ   είναι  

2 2
( ) 2E  


  , 0  . 

β) το εμβαδόν τθσ ςυνολικισ του επιφάνειασ ελαχιςτοποιείται όταν 2  .   

γ) θ απόςταςθ ΔΒ  

i. ωσ ςυναρτιςει τθσ ακτίνασ   είναι  2

2 4

1
( )d  

 
  , 0  . 

ii. ελαχιςτοποιείται όταν 6
3

1
( )

2
  .   

 

Λύςη 

α) Αφοφ ο κφλινδροσ ζχει ςτακερό όγκο 1, ςυμπεραίνουμε ότι 2

2

1
1  


     

(1) με 0  .
 

Tο εμβαδόν τθσ ςυνολικισ του επιφάνειασ αποτελείται από 2 κυκλικοφσ δίςκουσ 

ακτίνασ   και μια παράπλευρθ επιφάνεια που είναι ορκογϊνια με πλευρζσ 2 ,   

οπότε είναι 22 2 
 
που με τθ βοικεια τθσ (1) γίνεται 2 2

2


  , δθλαδι 

ςυναρτιςει τθσ ακτίνασ   είναι 2 2
( ) 2E  


  , 0  . 
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β) Θ ςυνάρτθςθ 2 2
( ) 2E  


   είναι παραγωγίςιμθ ςτο (0, )  με 

2

2
( ) 4E  


   . Είναι  

3 3

2 3

2 1 1
( ) 0 4 0 4 2

2 2
E     

  
          

 
και

 

3 3

2 3

2 1 1
( ) 0 4 0 4 2

2 2
E     

  
           . 

Συνεπϊσ θ ςυνάρτθςθ 
2

2
( ) 4E  


    είναι γνθςίωσ αφξουςα ςτο 

3

1
[ , )

2
  και 

γνθςίωσ φκίνουςα ςτο 
3

1
(0, ]

2
 και επομζνωσ παρουςιάηει ολικό ελάχιςτο για 

3

1

2



 . 

Από τθν (1) για 
3

1

2



  ζχουμε ότι 

3

2 3

3

1

1 22 2
1 21

22

 
 

   
  
 
 

 .  

γ)  

i. Από το Πυκαγόρειο κεϊρθμα ςτο τρίγωνο ΑΒΔ ζχουμε ότι 

2 2 2 2 2      . 

Συνεπϊσ θ απόςταςθ ΔΒ ωσ ςυναρτιςει τθσ πλευράσ   είναι  

2

2 4

1
( )d  

 
  , 0  . 

ii. Θ ςυνάρτθςθ 2

2 4

1
( )d  

 
   είναι παραγωγίςιμθ ςτο (0, )  με 

3

2 62 8 2 5

2 2 2 5 2

2 4 2 4 2 4

4 2
2

2
( )

1 1 1
2

d


 

    


    
     

 


   

  

. Είναι  

2 6 0
6

6
2 2

2 5 2

2 4

2 2 2
( ) 0 0

1
d

 
  

 
  

 


       


 
και
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2 6 0
6

6
2 2

2 5 2

2 4

2 2 2
( ) 0 0

1
d

 
  

 
  

 


       



. 

Συνεπϊσ θ ςυνάρτθςθ 2

2 4

1
( )d  

 
   είναι γνθςίωσ αφξουςα ςτο 

6
2

2
[ , )


  και γνθςίωσ φκίνουςα ςτο 6
2

2
(0, ]


 και επομζνωσ παρουςιάηει 

ολικό ελάχιςτο για 6
2

2



  .Για 6

2

2



  είναι 

22 3
3

3 3
6 2 2

2

1 1 1 1 1

2 2 22


 
 

 

    
 
 
 

 και  

6 6 6 6 6
2 2 2 3 33

2 1 2 1 2 1
( )

4 4 22
 

    
           

 

Θέμα  25ο    

Αν   θ  ςυνάρτθςθ  f  είναι   παραγωγίςιμθ  ςτο  διάςτθμα  *α , β+ και   κοίλθ  να  

αποδείξετε  ότι  :  2 ( ) ( ) ( )
2

f f f
 

 


      

Λύςη 

Αφοφ θ f είναι κοίλθ ςτο *α,β+ θ fϋ κα είναι γνθςίωσ φκίνουςα ςτο *α,β+ 

Από Θ.Μ.Τ για τθν fςτο [ , ]
2

 



  υπάρχει 1 ( , )

2

 
 


  με 

1

( ) ( ) ( ) ( )
2 2( )

2 2

f f f f
f

   
 


   



 
 

  
 


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Από Θ.Μ.Τ για τθν   f  ςτο [ , ]
2

 



  υπάρχει 2 ( , )

2

 
 


  με 

2

( ) ( ) ( ) ( )
2 2( )

2 2

f f f f
f

   
 


   



 
 

  
 



     .   Όμωσ 

1 2 1 2

( ) ( ) ( ) ( )
2 2( ) ( )

2 2

( ) ( ) ( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( )
2 2 2

f f f f f
f f

f f f f f f f

 

   
 

   
   

     
   

 

 
 

      
 

  
     

 

 

Θέμα  26ο    

Δίνεται θ ςυνάρτθςθ 
ln

( )
x

f x
x

 , 0x  . 

α) Να μελετιςετε τθν f  ωσ προσ τθ μονοτονία και τα ακρότατα. 

β) Να αποδείξετε ότι 2023 20222022 2023 . 
γ) Να μελετιςετε τθν f  ωσ προσ τα κοίλα και τα ςθμεία καμπισ. 

δ) Να αποδείξετε ότι 2 (2022) (2021) (2023)f f f  . 

 

Λύςη 

α) Θ f  είναι παραγωγίςιςμθ ςτο (0, )  με 
2

1 ln
( )

x
f x

x


   και άρα και ςυνεχισ. 

Είναι 
2

1 ln
( ) 0 0 ln 1

x
f x x x e

x


         και  

2

1 ln
( ) 0 0 ln 1 0

x
f x x x e

x


         . 

 

Συνεπϊσ θ f  είναι γνθςίωσ αφξουςα ςτο (0, ]e , γνθςίωσ φκίνουςα ςτο [ , )e   και 

παρουςιάηει μζγιςτο για x e  το 
ln 1

( )
e

f e
e e

  . 

Επειδι 2022 2023e   και f  γνθςίωσ φκίνουςα ςτο [ , )e   είναι  
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2023 2022

2023 2022

(2022) (2023)

ln 2022 ln 2023

2022 2023

2023ln 2022 2022ln 2023

ln 2022 ln 2023

2022 2023

f f 

 

 

 



 

γ) Θ f   είναι παραγωγίςιςμθ ςτο (0, )  με 

4 4 3

2 (1 ln ) 2 ln 3 2ln 3
( )

x x x x x x x
f x

x x x

    
    . 

Είναι  
3

32
3

2ln 3 3
( ) 0 0 ln

2

x
f x x x e x e

x


           και 

30
32

3

2ln 3 3
( ) 0 0 ln

2

xx
f x x x e x e

x


          . 

 

Συνεπϊσ θ f  είναι κυρτι ςτο (0, ]e , κοίλθ ςτο [ , )e   ζχει και ςθμείο καμπισ το 

3 3( , ( ))e f e  δθλαδι το 3

3

3
( , )

2
e

e
. 

δ) Από Θ.Μ.Τ για τθν f  ςτο [2021,2022]  υπάρχει 1 (2021,2022)   με 

1

(2022) (2021)
( ) (2022) (2021)

2022 2021

f f
f f f


   


. 

Από Θ.Μ.Τ για τθν f  ςτο [2022,2023] υπάρχει 2 (2022,2023)   με 

2

(2023) (2022)
( ) (2023) (2022)

2023 2022

f f
f f f


   


. 

Επειδι 3

1 22021 2022e       και f   γνθςίωσ αφξουςα ςτο 3[ , )e   είναι  

1 2( ) ( ) (2022) (2021) (2023) (2022) 2 (2022) (2023) (2021)f f f f f f f f f         

 

Θέμα  27ο  
 

Δίνεται θ ςυνάρτθςθ 
3

( )
6

x x
f x e  . Να αποδείξετε ότι  

α) θ f   είναι γνθςίωσ αφξουςα ςτο . 
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β) θ f  ζχει ζνα ακριβϊσ ςθμείο καμπισ ( , ( ))o ox f x  με 
1

( 1, )
2

ox     που 

βρίςκεται ςτο 2ο τεταρτθμόριο. 

γ) θ εφαπτομζνθ ςτο   ζχει εξίςωςθ 
2 3

2( )
2 3

o o

x x
y x x x x 

      . 

δ) 
2 31 1

6 2 3

x x

e

    . 

 
Λύςη 

α) Θ f  είναι παραγωγίςιμθ ςτο  ωσ άκροιςμα παραγωγιςίμων με 
2

( )
2

x x
f x e    

Θ f   είναι παραγωγίςιμθ ςτο  ωσ άκροιςμα παραγωγιςίμων με ( ) xf x e x   . 

Θ f   είναι παραγωγίςιμθ ςτο  ωσ άκροιςμα παραγωγιςίμων με 

(3)( ) 1 0xf x e    για κάκε x , οπότε θ f   είναι γνθςίωσ αφξουςα ςτο . 

β) Είναι 1 1
( 1) 1 1 0f e

e

        και 
1

2
1 1 1 1 2

( ) 0
2 2 2 2

e
f e

e e

 
        . 

Από κεϊρθμα Bolzano για τθν f   ςτο 
1

[ 1, ]
2

   υπάρχει 
1

( 1, )
2

ox     με ( ) 0f x   

και λόγω μονοτονίασ μοναδικό.  

Επίςθσ, αφοφ f   είναι γνθςίωσ αφξουςα ςτο , ζχουμε ότι για κάκε x x  είναι 

( ) ( ) ( ) 0f x f x f x
      και άρα θ f  είναι κοίλθ ςτο ( , ]ox , ενϊ για κάκε 

x x  είναι ( ) ( ) ( ) 0f x f x f x
      και άρα θ f  είναι κυρτι ςτο [ , )ox  . 

Συνεπϊσ θ f  ζχει ζνα ακριβϊσ ςθμείο καμπισ ( , ( ))o ox f x  με 
1

( 1, )
2

ox    . 

Είναι ( ) 0 0o ox x

o of x e x e x
         οπότε  

3 3 3 26 ( 6)
( ) 0

6 6 6 6

x o o
o

x x x x x x
f x e x    



 
        , αφοφ 

1
( 1, )

2
ox     οπότε 

0ox   και 2 6x  . Συνεπϊσ το ςθμείο καμπισ ( , ( ))o ox f x  ζχει αρνθτικι 

τετμθμζνθ και κετικι τεταγμζνθ, οπότε βρίςκεται ςτο 2ο τεταρτθμόριο. 

γ) θ εφαπτομζνθ ςτο    ζχει εξίςωςθ ( ) ( )( )o o oy f x f x x x    και αφοφ 

3

( )
6

o

x
f x x 

     και 
2 2

( )
2 2

x

o

x x
f x e x  


      , ζχουμε ότι θ ηθτοφμενθ 

εφαπτομζνθ ζχει τελικά εξίςωςθ: 
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3 2

2 3 3
2

2 3
2

( )( )
6 2

( )
2 2 6

( )
2 3

o o o

o o

o o

x x
y x x x x

x x x
y x x x x

x x
y x x x x

 

  


 


      

       

     

 

δ) Θ f  είναι κοίλθ ςτο ( , ]ox , οπότε θ 
fC  είναι κάτω από κάκε εφαπτομζνθ τθσ 

ςτο ( , ]ox  με εξαίρεςθ το ςθμείο επαφισ. Συνεπϊσ 

2 3
2( ) ( )

2 3
o o

x x
f x x x x x 

       για κάκε 
ox x , οπότε για 1x    ζχουμε  

2 3
2

2 33
1 2

2 3

( 1) ( )( 1)
2 3

( 1)

6 2 3

1 1

6 2 3

o o

o o

x x
f x x x

x x
e x x x

x x

e

 


 


 



        


      

  

 

 
 
Θέμα  28ο  
 

Δίνεται θ ςυνάρτθςθ ( ) lnxf x e x  . Να αποδείξετε ότι  

α) θ f  είναι κυρτι. 

β) θ f  παρουςιάηει ολικό ελάχιςτο ςε κάποιο 
1

( ,1)
2

ox  . 

γ) το ολικό ελάχιςτο είναι το 
1 1

ln ox

o o o

o o

x e x x
x x
     .  

Λύςη 

α) Θ f  είναι παραγωγίςιμθ ςτο (0, )  ωσ άκροιςμα παραγωγιςίμων με 

1
( ) xf x e

x
   . H f   είναι παραγωγίςιμθ ςτο (0, )  ωσ άκροιςμα παραγωγιςίμων 

με 
2

1
( ) 0xf x e

x
     για κάκε (0, )x  , οπότε θ f  είναι κυρτι. 
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β) Θ f  είναι κυρτι οπότε θ f   είναι γνθςίωσ αφξουςα ςτο (0, ) . Επίςθσ 

(1) 1 0f e     και 
1

2
1

( ) 2 0
2

f e    . 

Από κεϊρθμα Bolzano για τθν f   ςτο 
1

[ ,1]
2

 υπάρχει 
1

( ,1)
2

ox   με ( ) 0f x   και 

λόγω μονοτονίασ μοναδικό.  

Επίςθσ, αφοφ f   είναι γνθςίωσ αφξουςα ςτο (0, ) , ζχουμε ότι για κάκε 0 x x   

είναι ( ) ( ) ( ) 0f x f x f x
      και άρα θ f  είναι γνθςίωσ φκίνουςα ςτο (0, ]ox , 

ενϊ για κάκε x x  είναι ( ) ( ) ( ) 0f x f x f x
      και άρα θ f  είναι γνθςίωσ 

αφξουςα ςτο [ , )ox  . Συνεπϊσ θ f  παρουςιάηει ζνα ακριβϊσ ακρότατο και 

μάλιςτα ολικό ελάχιςτο ςε κάποιο 
1

( ,1)
2

ox  . 

γ) Είναι 
1 1 1

( ) 0 0 ln lno ox x

o o o

o o o

f x e e x x x
x x x


            . 

Το ολικό ελάχιςτο είναι το ( ) lnxf x e x

   . Δείξαμε παραπάνω ότι 
1

ox

o

e
x

  και 

lno ox x   οπότε 
1 1

( ) ln ln ox x

o o

o

f x e x x e x x
x x



  



        .
 

Θέμα  29ο  
 

Δίνεται θ πολυωνυμικι ςυνάρτθςθ 3 2( ) 3 1P x x x x    , όπου  . 

α) Να αποδείξετε ότι θ ( )P x  παρουςιάηει ςθμείο καμπισ για κάκε  . 

β) Να βρείτε τισ ςυντεταγμζνεσ του ςθμείου καμπισ   και να αποδείξετε ότι, για 
τισ διάφορεσ τιμζσ  του λ, το   κινείται ςε ςτακερι ευκεία παράλλθλθ ςτον άξονα 
yy . 

γ) Να βρείτε για ποιεσ τιμζσ του   θ ( )P x  παρουςιάηει τοπικά ακρότατα και να 

προςδιορίςετε το είδοσ τουσ. 

δ) Αν θ f παρουςιάηει δυο τοπικά ακρότατα και 1 2,x x  είναι οι κζςεισ των τοπικϊν 

ακροτάτων, να αποδείξετε ότι το    είναι το μζςο των ςθμείων 

1 1 2 2( , ( )), ( , ( ))x P x x P x  , για όλεσ τισ τιμζσ του   που βρικατε ςτο γ) ερϊτθμα. 

 
Λύςη 

α) Θ ςυνάρτθςθ ( )P x  είναι παραγωγίςιμθ ωσ πολυωνυμικι με 2( ) 3 6P x x x     . 
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Θ ςυνάρτθςθ ( )P x  είναι παραγωγίςιμθ ωσ πολυωνυμικι με ( ) 6 6P x x   . 

Το πρόςθμο τθσ ( )P x  φαίνεται ςτον παρακάτω πίνακα. 

 

Παρατθροφμε ότι θ ( )P x  είναι κοίλθ ςτο ( , 1]   και κυρτι ςτο [ 1, )  , οπότε 

παρουςιάηει καμπι ςτο 1   για κάκε  . 

β) Το ςθμείο καμπισ είναι το ( 1, ( 1))P   , δθλαδι το ( 1, 3)    και κακϊσ το   

μεταβάλλεται, θ τετμθμζνθ του παραμζνει ςτακερι και ίςθ με 1 , οπότε κινείται 

ςτθν ςτακερι ευκεία 1x    που είναι παράλλθλθ ςτον άξονα yy . 

γ) H ( )P x  είναι πολυωνυμικι 2ου βακμοφ με διακρίνουςα 36 12    και

3 0    . 

Αν 3    τότε 0  και αφοφ 3 0    είναι ( ) 0P x   για κάκε x , οπότε θ 

( )P x  είναι γνθςίωσ αφξουςα ςτο   και  δεν ζχει ακρότατα. 

Αν 3    τότε 0   και αφοφ 3 0    είναι ( ) 0P x   για κάκε  3x  , 

οπότε θ ( )P x  είναι γνθςίωσ αφξουςα ςτο   και δεν ζχει ακρότατα. 

Αν 3    τότε 0   οπότε θ ( )P x  ζχει δφο ρίηεσ άνιςεσ τισ 
1 2,x x  (ζςτω 

1 2x x ) 

και αφοφ 3 0    το πρόςθμο τθσ φαίνεται ςτον παρακάτω πίνακα. 

 

Συνεπϊσ θ ( )P x  παρουςιάηει τοπικό μζγιςτο ςτο 1x  και τοπικό ελάχιςτο ςτο 2x . 

δ) Για να είναι το ( 1, 3)    το μζςο των ςθμείων 1 1 2 2( , ( )), ( , ( ))x P x x P x  , για 

κάκε 3    , πρζπει και αρκεί 1 2 1
2

x x
   και 1 2( ) ( )

3
2

P x P x



  . 
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Όμωσ 
1 2,x x  είναι ρίηεσ τθσ 2( ) 0 3 6 0P x x x        οπότε από τον τφπο για το 

άκροιςμα των ριηϊν ζχουμε ότι 1 2

6
2

3
x x





 
     , οπότε πράγματι 

1 2 2
1

2 2

x x 
   . Επίςθσ  

1 2

3 2 3 2

1 1 1 2 2 2

2 2 2 2

1 2 1 1 2 2 1 1 2 2

2 2 2 2

1 1 2 2 1 1 2 2

2 2 2 2

1 1 2 2 1 1 2 2

2 2

1 1 2 2 1 2

2

1 2 1 2

( ) ( )

3 1 3 1

( )( ) 3 3 2

2( ) 3 3 2

2 2 2 3 3 2

2 ( ) 2

( ) ( )

P x P x

x x x x x x

x x x x x x x x x x

x x x x x x x x

x x x x x x x x

x x x x x x

x x x x

 

 

 

 





 

       

        

        

        

     

  

2

2

( 2) ( 2) 2

2 6





 

    



 

οπότε πράγματι 1 2( ) ( ) 2 6
3

2 2

P x P x 


 
   . 

Συνεπϊσ πράγματι το   είναι το μζςο των ςθμείων 
1 1 2 2( , ( )), ( , ( ))x P x x P x  , για 

κάκε 3   . 

Σημείωςη:  

Θ πολυωνυμικι ςυνάρτθςθ 3 2( )P x x x x        με 0  , παρουςιάηει πάντα 

ςθμείο καμπισ, παρουςιάηει δφο τοπικά ακρότατα (ζνα μζγιςτο και ζνα ελάχιςτο) 

αν και μόνο αν 2 3   και με τθν προχπόκεςθ αυτι, το ςθμείο καμπισ είναι 

πάντα μζςο των ςθμείων τθσ γραφικισ παράςταςθ τθσ ( )P x  με τετμθμζνεσ τισ 

κζςεισ ακροτάτων. 

 
 
Θέμα 30ο  
 

α) Να   βρείτε  τισ  τιμζσ  του   α   για  τισ  οποίεσ   θ   4 3 2( ) 2 1f             

είναι  κυρτι .  

β) Για ποιεσ τιμζσ του κ θ ςυνάρτθςθ f (x) = x3 + κx2 + 1 ζχει ςθμείο καμπισ για x = 1;  
Λύςη  
 
α)  Θ ςυνάρτθςθ  f  είναι 2 φορζσ παραγωγίςιμθ ωσ πολυωνυμικι με 

3 2 2( ) 4 3 4 1 ( ) 12 6 4f x x x f x x x                
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Αφοφ θ f είναι κυρτι θ fϋ είναι γνθςίωσ αφξουςα οπότε  κα πρζπει ( ) 0f x     

αρκεί θ ιςότθτα να ιςχφει  για μεμονωμζνα ςθμεία του πεδίου οριςμοφ και όχι για 

ολόκλθρο διάςτθμα . 

Ζτςι  αφοφ θ fϋϋ είναι τριϊνυμο ωσ προσ χ με α=12>0 κα πρζπει να ζχει  

2 2 2 16 4 3 4 3
0 36 192 0 36 192 [ , ]

3 3 3
                

β)  Θ ςυνάρτθςθ  f  είναι παραγωγίςιμθ ωσ πολυωνυμικι με 2( ) 3 2f x x x      

και ( ) 6 2f x x    . Αφοφ θ f  παρουςιάηει καμπι ςτο 1 κα πρζπει 

(1) 0 6 2 0 3f             

 Για 3    είναι ( ) 6 6f x x    και  θ  f  παρουςιάηει καμπι ςτο 1 αφοφ θ 

( ) 6 6f x x    αλλάηει πρόςθμο εκατζρωκεν του 1 . 

 
Θέμα  31ο  
 

Ζςτω ςυνάρτθςθ :f   παραγωγίςιμθ με ςυνεχι παράγωγο, για τθν οποία 

ιςχφει 2( 1) ( ) 0x f x   για κάκε x . Να αποδείξετε ότι 

α) (1) ( 1) 0f f   . 

β) (1) 0f    και ( 1) 0f    . 

γ) θ f  δεν είναι κοίλθ. 

 

Λύςη 

α) Θεωροφμε τθ ςυνάρτθςθ 2( ) ( 1) ( )g x x f x   θ οποία είναι παραγωγίςιμθ  ςτο 

 ωσ γινόμενο παραγωγιςίμων. Παρατθροφμε ότι (1) ( 1) 0g g    οπότε από τθ 

ςχζςθ 2( 1) ( ) 0 ( ) 0x f x g x     για κάκε x , ςυμπεραίνουμε ότι θ ςυνάρτθςθ 

g  παρουςιάηει και ςτο 1 και ςτο -1 ελάχιςτο το 0. Συνεπϊσ από το κεϊρθμα Fermat 

ζχουμε ότι (1) ( 1) 0g g    . Όμωσ 2( ) 2 ( ) ( 1) ( )g x xf x x f x     οπότε 

(1) 0 (1) 0g f     και ( 1) 0 ( 1) 0g f      . 

β) Θ f  είναι παραγωγίςιμθ ςτο 1 και ςτο -1 με 
1 1

( ) (1) ( )
(1) lim lim

1 1x x

f x f f x
f

x x 


  

 
  

και 
1 1

( ) ( 1) ( )
( 1) lim lim

1 1x x

f x f f x
f

x x 

 
   

 
. 
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Για κάκε 1x   ζχουμε 
2

2 2

( 1) ( ) ( 1)( 1) ( ) ( 1) ( )
0 0 0

( 1) ( 1) 1

x f x x x f x x f x

x x x

   
    

  

οπότε από όριο και διάταξθ ζχουμε ότι 
1

( 1) ( )
lim 0

1x

x f x

x





 δθλαδι 2 (1) 0f    και 

τελικά (1) 0f   . 

Ομοίωσ για κάκε 1x    ζχουμε  

2

2 2

( 1) ( ) ( 1)( 1) ( ) ( 1) ( )
0 0 0

( 1) ( 1) 1

x f x x x f x x f x

x x x

   
    

    οπότε από όριο και 

διάταξθ ζχουμε ότι  
1

( 1) ( )
lim 0

1x

x f x

x





 δθλαδι 2 ( 1) 0f     και τελικά ( 1) 0f    . 

γ) Αφοφ 1 1   και ( 1) 0 (1)f f     ςυμπεραίνουμε ότι θ f   δεν είναι γνθςίωσ 

φκίνουςα και κατ’ επζκταςθ θ f  δεν είναι κοίλθ. 

 
Θέμα 32ο  
 

Ζςτω ςυνάρτθςθ :f   παραγωγίςιμθ, για τθν οποία ιςχφει 2( ) 1f x x x  

για κάκε x  και (1) 1f  . 

α) Να αποδείξετε ότι 
i. θ ςυνάρτθςθ f  δεν ζχει αςφμπτωτεσ. 

ii. (1) 1f    

β) Αν επιπλζον υπάρχει x   με 
3

( )
4

f x   τότε να αποδείξετε ότι 

i. ( ) 0f x  . 

ii. 
1

2
ox 

 
iii. θ f  δεν είναι οφτε γνθςίωσ φκίνουςα οφτε κοίλθ. 

 
Λύςη 

α)  

i.Για 0x   είναι 
( ) 1

1
f x

x
x x

    και αφοφ 
1

lim ( 1 )
x

x
x

     είναι και 

( )
lim
x

f x

x
   οπότε θ ςυνάρτθςθ f  δεν ζχει αςφμπτωτεσ ςτο  . 

Επίςθσ για 0x   είναι 
( ) 1

1
f x

x
x x

    και αφοφ 
1

lim ( 1 )
x

x
x

     είναι και 

( )
lim
x

f x

x
   οπότε θ ςυνάρτθςθ f  δεν ζχει αςφμπτωτεσ ςτο  . 
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Τζλοσ θ ςυνάρτθςθ f  είναι παραγωγίςιμθ και άρα ςυνεχισ ςτο  οπότε δεν 

ζχει κατακόρυφεσ αςφμπτωτεσ. 

Τελικά θ ςυνάρτθςθ f  δεν ζχει αςφμπτωτεσ. 

ii.Θεωροφμε τθ ςυνάρτθςθ 2( ) ( ) 1g x f x x x     θ οποία είναι παραγωγίςιμθ 

ςτο  ωσ πράξεισ παραγωγιςίμων. Παρατθροφμε ότι (1) (1) 1 1 1 0g f      

οπότε από τθ ςχζςθ 2( ) 1 ( ) 0f x x x g x      για κάκε x , 

ςυμπεραίνουμε ότι θ ςυνάρτθςθ g  παρουςιάηει ςτο 1 ελάχιςτο το 0. Συνεπϊσ 

από το κεϊρθμα Fermat ζχουμε ότι (1) 0g  . Όμωσ ( ) ( ) 2 1g x f x x     οπότε 

(1) 0 (1) 2 1 0 (1) 1g f f         . 

Εναλλακτικά, θ f  είναι παραγωγίςιμθ ςτο 1 με  

1 1 1 1

( ) (1) ( ) 1 ( ) 1 ( ) 1
(1) lim lim lim lim

1 1 1 1x x x x

f x f f x f x f x
f

x x x x    

   
    

   
  

Για κάκε 1x   ζχουμε 2 ( ) 1
( ) 1 ( ) 1 ( 1)

1

f x
f x x x f x x x x

x


        

  

οπότε από όριο και διάταξθ ζχουμε ότι 
1 1

( ) 1
lim lim

1x x

f x
x

x  





 δθλαδι (1) 1f   . 

Ομοίωσ για κάκε 1x   ζχουμε 

2 ( ) 1
( ) 1 ( ) 1 ( 1)

1

f x
f x x x f x x x x

x


        

  οπότε από όριο και 

διάταξθ ζχουμε ότι 
1 1

( ) 1
lim lim

1x x

f x
x

x  





 δθλαδι (1) 1f   . 

Αφοφ δείξαμε ότι (1) 1f    και (1) 1f    ςυμπεραίνουμε ότι (1) 1f    

β)  

i. Είναι 2 2 23 1 1
1 0 ( ) 0

4 4 2
x x x x x           που ιςχφει για κάκε x  

οπότε αφοφ 2( ) 1f x x x    για κάκε x  είναι
 

3
( ) ( ) ( )

4
f x f x f x    για 

κάκε x  που ςθμαίνει ότι θ ςυνάρτθςθ f  παρουςιάηει ςτο ox  ελάχιςτο το 

3
( )

4
f x  . Συνεπϊσ από το κεϊρθμα Fermat ζχουμε ότι ( ) 0f x  . 
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ii. Για κάκε 
1

2
x   είναι  

2 3
( ) 1

4
f x x x     αφοφ όπωσ δείξαμε παραπάνω 

2 23 1
1 ( ) 0

4 2
x x x       οπότε για κάκε 

1

2
x   είναι 2 3

1
4

x x    

Συνεπϊσ αφοφ 
3

( )
4

f x   κα πρζπει 
1

2
ox  . 

iii. Αφοφ 
1

1
2

ox    και ( ) 0 (1)of x f    ςυμπεραίνουμε ότι θ f   δεν είναι 

γνθςίωσ φκίνουςα και κατ’ επζκταςθ θ f  δεν είναι κοίλθ. 

Επίςθσ αφοφ 
1

1
2

ox    και 
3

( ) (1)
4

of x f   ςυμπεραίνουμε ότι θ f  δεν είναι 

γνθςίωσ φκίνουςα. 

Συνεπϊσ θ f  δεν είναι οφτε γνθςίωσ φκίνουςα οφτε κοίλθ. 

 

Θέμα 33ο  
 

Δίνεται  θ ςυνάρτθςθ  2( ) 1f x x   .  

Α) Να  δείξετε  ότι  θ  f  είναι κυρτι  
Β) Να  βρείτε τθν εξίςωςθ τθσ εφαπτομζνθσ τθσ ςτο ςθμείο με τετμθμζνθ 1  

Γ) Να δείξετε ότι  
2 2

( )
2 2

f x x    για  κάκε  x     

Λύςη  

Α) Επειδι  
2 2

1
( ) 0

( 1) 1
f x

x x
  

 
 για  κάκε  x   θ   f   είναι  κυρτι ςτο    

Β) Θ  ευκεία  
2 2

(1) (1)( 1)
2 2

y f f x y x        είναι  θ   εφαπτομζνθ  τθσ  

γραφικισ  παράςταςθσ  τθσ  f  ςτο  ςθμείο  τθσ  με  τετμθμζνθ  1 . 
 
Γ)Θf   είναι  κυρτι ςτο     που  ςθμαίνει  ότι   θ  γραφικι  τθσ  παράςταςθ  είναι  

ολόκλθρθ  πάνω από  κάκε εφαπτομζνθ  τθσ  και  άρα  και  από  τθν  
2 2

2 2
y x   

,  οπότε  
2 2

( )
2 2

f x x   για  κάκε  x    . 

 
Θέμα 34ο  
 
Ζςτω θ ςυνάρτθςθ f  θ οποία   είναι 3 φορζσ παραγωγίςιμθ ςε ζνα διάςτθμα Δ και 
για το εςωτερικό ςθμείο χο του  Δ ιςχφει  με  f ϋϋ( xo) = 0 και   f (3)( xo) > 0 . 
Να αποδείξετε ότι θ  f  παρουςιάηει καμπι ςτο xo . 
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Λύςη 
 

Αφοφ θ f είναι 3 φορζσ παραγωγίςιμθ κα δζχεται ςίγουρα εφαπτομζνθ ςτο  
0x   

οπότε για να παρουςιάηει καμπι ςτο  
0x  κα πρζπει να αλλάηει κοίλα εκατζρωκεν 

του 
0x  ι ιςοδφναμα να αλλάηει πρόςθμο θ fϋϋ ςτο 

0x  .  Είναι  

(3) 0
0

0 0 0

( ) ( ) ( ) ( )
( ) 0 lim 0 lim 0 0

o o

o
x x x x

f x f x f x f x
f x x x

x x x x x x


 



 

   
       

  
 

και επειδι  για   
ox x   είναι    

0x x  οπότε και  ( ) 0f x    για  
ox x  . Επίςθσ  

(3) 0
0

0 0 0

( ) ( ) ( ) ( )
( ) 0 lim 0 lim 0 0

o o

o
x x x x

f x f x f x f x
f x x x

x x x x x x


 



 

   
       

  
 

και επειδι  για   
ox x   είναι    

0x x  οπότε και  ( ) 0f x    για  
ox x  . 

Τελικά θ  fϋϋ αλλάηει πρόςθμο εκατζρωκεν του 
0x  και άρα όντωσ παρουςιάηει 

καμπι ςτο 
0x  

 
Θέμα  35ο   
 

Ζςτω  θ  ςυνάρτθςθ  2( ) 2 ,f e        και   λ>0  μια  παράμετροσ . Να  

δείξετε  ότι  για  κάκε  τιμι   του   λ   θ     fC    ζχει  ζνα  μόνο  ςθμείο  καμπισ  και  

να  βρείτε  το  γεωμετρικό  του  τόπο  για  τισ διάφορεσ  τιμζσ  του    λ > 0  .  
 
Λύςη 
 

Θ ςυνάρτθςθ  f  είναι παραγωγίςιμθ ωσ πολυωνυμικι με ( ) 2 2f e        

και ( ) 2 2f e    . Είναι 
1 1

( ) 0 2 2 ln lnf e e    
 

           

1
( ) 0 2 2 lnf e e    


          

Συνεπϊσ  για  κάκε   λ > 0   θ     fC    ζχει  ζνα  μόνο  ςθμείο  καμπισ  το 

( ln , ( ln ))f    δθλαδι το ln( ln ,2 2( ln ))e       δθλαδι το ( ln ,2 2( ln ))     
και  Αν κζςουμε ln x   τότε x  και 2 2( ln ) 2 2x      που ςθμαίνει ότι ο  

γεωμετρικόσ   τόποσ του ςθμείου καμπισ είναι θ ευκεία  2 2y x   , x .  
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Θέμα 36ο  

 
Δίνεται ςυνάρτθςθ :[0,2]f   θ οποία είναι ςυνεχισ ςτο *0,2+, δφο φορζσ 

παραγωγίςιμθ ςτο (0,2) και ιςχφουν (1) 1f  , (1) 0f    και 
2( ( )) ( ) ( ) 0f x f x f x    , για κάκε (0,2)x . 

α) Να αποδείξετε ότι: 
i. ( ) 0f x   για κάκε (0,2)x . 

ii. ( ) 0f x   για κάκε (0,2)x . 

β) Να μελετιςετε τθν f  ωσ προσ τθν κυρτότθτα και τα ςθμεία καμπισ. 

γ) Να μελετιςετε τθν f  ωσ προσ τθν μονοτονία και να βρείτε τισ κζςεισ τοπικϊν 

ακροτάτων. 
 
Λύςη 

α)  

i. Αν υπιρχε (0,2)ox   με ( ) 0of x   τότε από τθ δοςμζνθ ςχζςθ κα είχαμε  

2( ( )) 0of x   το οποίο είναι άτοπο. Συνεπϊσ ( ) 0f x   για κάκε (0,2)x . 

ii. Αφοφ f  ςυνεχισ ςτο (0,2) και ( ) 0f x   για κάκε (0,2)x  κα διατθρεί 

πρόςθμο ςε αυτό και επειδι (1) 1 0f    κα είναι ( ) 0f x   για κάκε (0,2)x . 

β) Από τθ δοςμζνθ ςχζςθ και αφοφ δείξαμε ότι ( ) 0f x   για κάκε (0,2)x  

προκφπτει ότι 
2( ( ))

( ) 0
( )

f x
f x

f x


     για κάκε (0,2)x , οπότε αφοφ θ f  είναι 

ςυνεχισ ςτο [0,2]  είναι κοίλθ ςτο [0,2]  και δεν ζχει ςθμεία καμπισ. 

γ) Αφοφ f  κοίλθ ςτο [0,2]  θ f   κα είναι γνθςίωσ φκίνουςα ςτο (0,2) οπότε  

για κάκε 0 1 ( ) (1) ( ) 0
f

x f x f f x


         και αφοφ f  ςυνεχισ ςτο [0,1]  κα 

είναι γνθςίωσ αφξουςα ςτο [0,1] , ενϊ για κάκε 1 2 ( ) (1) ( ) 0
f

x f x f f x


         

και αφοφ f  ςυνεχισ ςτο [1,2]  κα είναι γνθςίωσ φκίνουςα ςτο [1,2] . 

Συνεπϊσ θ f παρουςιάηει τοπικό μζγιςτο ςτο 1 και τοπικό ελάχιςτο ςτο 0 και ςτο 2. 
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Θέμα 37ο  
 
Ζςτω ςυνάρτθςθ :f   παραγωγίςιμθ για τθν οποία ιςχφει ότι ( ) ( )f x f x  , 

για κάκε x  και (0) 0f  . 

α) Να αποδείξετε ότι ( ) 0f x   για κάκε 0x   και ( ) 0f x   για κάκε 0x   

β) Να δείξετε ότι θ ευκεία 2( 1)y x        για οποιαδιποτε ,    δεν 

μπορεί να είναι πλάγια αςφμπτωτθ τθσ f  
γ) Να λυκεί θ εξίςωςθ 2 2( 2) ( 2)f x f x     
Λύςη 

α)  Από  τθ δοςμζνθ ςχζςθ ζχουμε :  

0

( ) ( ) ( ) ( ) 0 ( ) ( ) 0 ( ( )) 0

xe
x x xf x f x f x f x e f x e f x e f x

 
               

Θεωροφμε τθ ςυνάρτθςθ  ( ) ( )xg x e f x   θ  οποία  είναι παραγωγίςιμθ ςτο    ωσ 

γινόμενο παραγωγιςίμων  με  ( ) ( ( )) 0xg x e f x     όπωσ δείξαμε παραπάνω , 

οπότε θ ςυνάρτθςθ  g   είναι γνθςίωσ αφξουςα ςτο   . Συνεπϊσ  

Για κάκε  
0

00 ( ) (0) ( ) (0) ( ) 0 ( ) 0

xg e
x xx g x g e f x e f e f x f x

 
           

Για κάκε   
0

00 ( ) (0) ( ) (0) ( ) 0 ( ) 0

xg e
x xx g x g e f x e f e f x f x

 
           

β) Από  το  προθγοφμενο  ερϊτθμα ςυμπεραίνουμε ότι  
( )

0
f x

x
   για  κάκε  0x   

Ζςτω λοιπόν ότι  θ ευκεία   2( 1)y x         ιταν   πλάγια αςφμπτωτθ τθσ  f  

ςτο   . Τότε  κα  ζπρεπε  2( )
lim 1
x

f x

x
 


       το  οποίο  είναι  άτοπο  αφοφ  

( )
0

f x

x


 
για  κάκε  0x    οπότε   και   

( )
lim 0
x

f x

x
   ενϊ   

2 1 0        για κάκε   , αφοφ ςαν τριϊνυμο ωσ προσ  λ  ζχει  Δ<0 και  α<0  

Συνεπϊσ δεν μπορεί να είναι  θ ευκεία αυτι πλάγια αςφμπτωτθ  τθσ f  ςτο     

και όμοια οφτε ςτο    

γ) Αφοφ  ( ) 0f x    για κάκε  χ > 0    από τθ δοςμζνθ ςχζςθ ζχουμε ότι    

( ) ( ) 0f x f x    που  ςθμαίνει ότι  θ  f   είναι  γνθςίωσ αφξουςα  ςτο  (0, ) άρα  

και  1-1 ςε αυτό. Είναι    2 22 0 , 2 0x x       για  κάκε  x   οπότε   θ  

εξίςωςθ  γίνεται  

:1 1
2 2 2 2 2 2( 2) ( 2) 2 2 0

f

f x f x x x x x x x x   


              



Επγασία : Μονοτονία – Ακπότατα - Κοίλα – Σημεία Καμπήρ – Ασύμπτωτερ - Χάπαξη 

 

38 
 

Θέμα 38ο  
 

Ζςτω ςυνάρτθςθ :[1,5]f  , με (3)( ) 0f x   για κάκε [1,5]x  και 

(2) (1) (5) (3)f f f f    για κάποια 
1 2, (1,5)x x  .Να αποδείξετε ότι  

α) θ f  παίρνει και μζγιςτθ και ελάχιςτθ τιμι. 

β) υπάρχουν 
1 2, (1,5)    με 

1 2( ) ( ) 0f f     
γ) υπάρχει ακριβϊσ ζνα (1,5)   με ( ) 0f    
δ) το ςθμείο ( , ( ))f   είναι ςθμείο καμπισ ςτισ παρακάτω περιπτϊςεισ 

i. γνωρίηουμε ότι θ (3)f  είναι ςυνεχισ 

ii. δεν γνωρίηουμε αν θ (3)f  είναι ςυνεχισ 

 
ΛΥΣΘ 

α) Θ f  είναι ςυνεχισ ςτο κλειςτό διάςτθμα [1,5]  που ςθμαίνει ότι παίρνει και 

ελάχιςτθ και μζγιςτθ τιμι. 

β) Δεδομζνου ότι (2) (1) (5) (3)f f f f    ςυμπεραίνουμε ότι τθν ελάχιςτθ και τθ 

μζγιςτθ τιμι τισ παίρνει ςε εςωτερικά ςθμεία του [1,5]  και όχι ςτo 1 ι 5. Ζςτω ότι 

ςτο 
1 (1,5)   παίρνει τθν ελάχιςτθ τιμι και ςτο 

2 (1,5)   παίρνει τθ μζγιςτθ. Αφοφ 

θ f  είναι παραγωγίςιμθ ςτο [1,5]  άρα και ςτα 1 2,   από το κεϊρθμα Fermat 

ζχουμε ότι 
1 2( ) ( ) 0f f    . 

γ) Αποκλείεται να είναι 
1 2   αφοφ κάτι τζτοιο κα ςιμαινε ότι θ f  είναι ςτακερι , 

πράγμα άτοπο αφοφ (1) (5)f f . Συνεπϊσ 
1 2  . Χωρίσ βλάβθ τθσ γενικότθτασ 

κεωροφμε ότι 1 2  . 

Θ f   είναι παραγωγίςιμθ ςτο 1 2[ , ]   με 1 2( ) ( )f f   . Συνεπϊσ από το κεϊρθμα 

Rolle υπάρχει 1 2( , ) (1,5)     με ( ) 0f   . 

Αν θ ( )f x  είχε και δεφτερθ ρίηα ςτο (1,5)  τότε από κεϊρθμα Rolle κα υπιρχε ox  

ςτο (α,β) με (3)( ) 0of x   το οποίο όμωσ είναι άτοπο αφοφ (3)( ) 0f x   για κάκε

[1,5]x .Τελικά υπάρχει ακριβϊσ ζνα (1,5)   με ( ) 0f   . 

δ) i) Θ f  είναι παραγωγίςιμθ ςτο  , οπότε ορίηεται εφαπτομζνθ ςτο ( , ( ))f  .  

Αρκεί να δείξουμε ότι θ ( )f x  αλλάηει πρόςθμο εκατζρωκεν του   .  

Θ (3)f  είναι ςυνεχισ και (3)( ) 0f x   για κάκε [1,5]x , οπότε θ (3)( )f x  διατθρεί 

πρόςθμο ςτο [1,5] . Αυτό ςθμαίνει ότι θ ( )f x  είναι γνθςίωσ μονότονθ και άρα 

αλλάηει πρόςθμο εκατζρωκεν του   . 
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Αν θ ( )f x  είναι γνθςίωσ αφξουςα τότε για κάκε [1, )x   είναι 

( ) ( ) ( ) 0f x f f x      ενϊ για κάκε ( ,5]x   είναι ( ) ( ) ( ) 0f f x f x     . 

Αν θ ( )f x  είναι γνθςίωσ φκίνουςα τότε για κάκε [1, )x   είναι 

( ) ( ) ( ) 0f x f f x      ενϊ για κάκε ( ,5]x   είναι ( ) ( ) ( ) 0f f x f x     . 

Σε κάκε περίπτωςθ θ ( )f x  αλλάηει πρόςθμο εκατζρωκεν του   . 

 

ii) Το ςθμείο ( , ( ))f   είναι ςθμείο καμπισ ακόμα και αν δεν γνωρίηουμε ότι θ (3)f  

είναι ςυνεχισ. 

Δείξαμε ότι θ ( )f x  ζχει μοναδικι ρίηα τθ  . Δεδομζνου ότι είναι ςυνεχισ 

ςυνάρτθςθ (αφοφ είναι παραγωγίςιμθ) και δεν μθδενίηεται ςε κακζνα από τα 

διαςτιματα (1, ),( ,5)   διατθρεί ςε κακζνα από αυτά πρόςθμο.  

Αρκεί να βροφμε 
1 2(1, ), ( ,5)      με 1 2( ), ( )f f    ετερόςθμεσ. 

Θ f   είναι παραγωγίςιμθ ςτο 
1[ , ]   οπότε υπάρχει 

1 1( , ) (1, )      με  

1
1

1 1

( ) ( ) ( )
( )

f f f
f

  


   

  
   

 
. 

Θ f   είναι παραγωγίςιμθ ςτο 
2[ , ]   οπότε υπάρχει 2 2( , ) ( ,5)      με  

2
2

2 2

( ) ( ) ( )
( )

f f f
f

  


   

  
   

 
. Είναι 

2

1 2

1 2

( ( ))
( ) ( ) 0

( )( )

f
f f


 

   


   

 
 αφοφ 

1 2     και ( ) 0f    αφοφ αν ιταν ( ) 0f   , τότε θ ( )f x  κα είχε τρεισ ρίηεσ, 

τισ 1 2, ,    και από Rolle θ ( )f x  κα είχε δφο ρίηεσ πράγμα άτοπο .  

Αφοφ 1 2( ) ( ) 0f f     ζχουμε ότι 1 2( ), ( )f f    ετερόςθμοι που ςθμαίνει ότι θ 

( )f x  αλλάηει πρόςθμο εκατζρωκεν του  .Τελικά το ( , ( ))f   είναι ςθμείο 

καμπισ. 
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Θέμα  39ο  
 
Δίνεται θ ςυνάρτθςθ f , 2 φορζσ παραγωγίςιμθ ςτο  , τζτοια ϊςτε για κάκε  
 x   :  (f ϋ(x))3 +3f ϋ(x) = x3 + 3x . Αποδείξτε ότι θ f δεν ζχει ςθμεία καμπισ . 
 
Λύςη  
 
Παραγωγίηοντασ τθ δοςμζνθ ςχζςθ (f ϋ(x))3 +3f ϋ(x) = x3 + 3x  ζχουμε :  

 

 

  

 

2 2

2 2

2 2

2

2

3 ( ) ( ) 3 ( ) 3 3

( ) ( ) ( ) 1

( ) ( ) 1 1

1
( ) 0

( ) 1

f x f x f x x

f x f x f x x

f x f x x

x
f x

f x

      

      

     


  

 

 

 
για κάκε x  
Άρα f  κυρτι ςτο   και δεν ζχει ςθμεία καμπισ. 
 
 
Θέμα  40ο   
 
Να βρείτε τισ αςφμπτωτεσ κάκε μιασ από τισ παρακάτω ςυναρτιςεισ.  

α)  f(x) = 
2 1

1

x

x




 ,  β)  g(x) = 

2

2

4 5 6

2 3

x x

x x

 

 
 , γ) φ(x) = 

22 , 0

2
, 0

x x

x
x

 






    ,   δ) h(x) = 
xe

xln
 

 
Λύςη 
 

α)  f(x) = 
2 1

1

x

x




 ( ,1) (1, )x     ςυνεχισ  

 
2

1 1

1
lim ( ) lim

1x x

x
f x

x  


  

  
οπότε ζχει κατακόρυφθ αςφμπτωτθ τθ χ=1  

 

2 2 2

2
2

1 1
1 1

( ) 1
lim lim lim lim 0

1 1
(1 ) (1 )

x x x x

x
f x x x x

x x x x x
x x

   

 


   
    

2 2 2

1 1
1 1

1
lim ( ) lim lim lim 1

1 11 (1 ) (1 )
x x x x

x
x x xf x
x x

x x

   

 


   
  

 οπότε ζχει οριηόντια 

αςφμπτωτθ τθ y = 1 ςτο   . 
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 

2 2 2

2
2

1 1
1 1

( ) 1
lim lim lim lim 0

1 1
(1 ) (1 )

x x x x

x
f x x x x

x x x x x
x x

   

   


    
    

2 2 2

1 1
1 1

1
lim ( ) lim lim lim 1

1 11 (1 ) (1 )
x x x x

x
x x xf x
x x

x x

   

   


    
  

 οπότε ζχει οριηόντια 

αςφμπτωτθ τθ  y = -1 ςτο   . 
 

β)  g(x) = 
2

2

4 5 6

2 3

x x

x x

 

   
x  ςυνεχισ οπότε κατακόρυφεσ αςφμπτωτεσ δεν ζχει. 

 

 

2 2

3 2 3

( ) 4 5 6 4 4
lim lim lim lim 0

2 3x x x x

g x x x x

x x x x x   

 
    

   
2 2

2 2

4 5 6 4
lim ( ) lim lim 4

2 3x x x

x x x
g x

x x x  

 
  

 
 οπότε ζχει οριηόντια αςφμπτωτθ τθ y = 4 

ςτο   .  
Ομοίωσ ζχει οριηόντια αςφμπτωτθ τθ y = 4  και ςτο  . 

 

γ) φ(x) = 

22 , 0

2
, 0

x x

x
x

 






     

 
0 0

2
lim ( ) lim
x x

x
x


  


  

 
οπότε ζχει κατακόρυφθ αςφμπτωτθ τθ χ=0  

 

 

2( ) 2 4
lim lim lim

1x x x

x x x

x



  
      οπότε δεν ζχει αςφμπτωτθ 

 
2

lim ( ) lim 0
x x

x
 


   οπότε ζχει οριηόντια αςφμπτωτθ τθ y = 0 ( xxϋ) ςτο  . 

δ) h(x) = 
xe

xln
(0, )x   ςυνεχισ. 

 

 
0 0

ln
lim ( ) lim

x
x x

x
h x

e  
    οπότε ζχει κατακόρυφθ αςφμπτωτθ τθ χ=0  

 

1
ln 1

lim ( ) lim lim lim 0
x x xx x x x

x xh x
e e xe





   
     οπότε ζχει οριηόντια αςφμπτωτθ 

τθ  y = 0  (χχϋ)  ςτο   .  
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Θέμα  41ο  

Δίνεται  θ  ςυνάρτθςθ   
2 5

( )
1

g
 




 



 . Αν  θ  ευκεία  ψ =  χ - 2 είναι  

αςφμπτωτθ  τθσ   
gC   ςτο     να  βρεκοφν  οι    α , β .  

 
Λύςη 
 

Πρζπει και αρκεί  
( )

lim 1
x

g 


  και αρκεί  lim ( ( ) ) 2

x
g  


   . Είναι 

 
2

2

( ) 5
lim 1 lim 1 1
x x

g   


   

 
    

     
και  

2 2 25 5
lim ( ) 2 lim 2

1 1

( 1) 5
lim 2 1 2 3

1

x x

x

     


 

 
 



 



     
      

 

 
        



 

 
Θέμα  42ο  
 
Ζςτω  ςυνάρτθςθ  f  για  τθν  οποία  ξζρουμε  ότι θ  γραφικι  τθσ  παράςταςθ  ζχει  
ςτο      αςφμπτωτθ  τθν  ευκεία  2 3y x   . Να  υπολογίςετε  το  όριο   

2

2 2

( )
lim

1
( ) 2 ln

x

x

f x x x e

xf x x x x
x









 

  

 .  

Λύςη 
 
Το  ότι   θ  γραφικι  τθσ  παράςταςθ  ζχει  ςτο      αςφμπτωτθ  τθν  ευκεία  

2 3y x    ςθμαίνει  ότι  
( )

lim 2
x

f x

x
     και    lim ( ) 2 3

x
f x x


     .  

Είναι  
2

2 2

( )
( )

lim lim 1
1 ln 1

( ) 2 ln ( ) 2

x
x

x x

f x x
xe

f x x x e x x
x

xf x x x x f x x x
x x x




 




 

 
 

  

     

  αφοφ    

1
1 ln 1

lim lim lim 0 , lim lim lim 0
1

x

x xx x x x x x

x x xxe
e e x x

 

 


     
       

 

1 1 1x x

x x x x x

 
       και  αφοφ  

1 1
lim lim 0
x xx x 


    από  κριτιριο  

παρεμβολισ  είναι  και   lim 0
x

x

x





   

,
  

1

0 0

1
1

lim lim lim 1
1

u
x

x x x u u

uxx
x u

x








    
      

 
 



Επγασία : Μονοτονία – Ακπότατα - Κοίλα – Σημεία Καμπήρ – Ασύμπτωτερ - Χάπαξη 

 

43 
 

Θέμα  43ο 
 
Να βρείτε τα α , β   ϊςτε θ γραφικι παράςταςθ τθσ ςυνάρτθςθσ   

f(x) =
 axx2

1
 , να ζχει κατακόρυφεσ αςφμπτωτεσ τισ   ε : x =2 και   η : x = 3 . 

 
Λύςη  
 
Θ f είναι ςυνεχισ ςτο πεδίο οριςμοφ τθσ ωσ ρθτι. Συνεπϊσ για να ζχει κατακόρυφεσ 
αςφμπτωτεσ τισ   ε : x =2 και   η : x = 3 , κα πρζπει να μθν ορίηεται για x=2 και για x=3. 

Συνεπϊσ το τριϊνυμο 2x ax    κα πρζπει να ζχει ρίηεσ τισ x=2 και x=3 όπου από 

τουσ τφπουσ Vieta βρίςκουμε ότι α = -5 και β = 6. 
  
 
Θέμα 44ο  

Να  γίνει  θ  μελζτθ  και  θ  γραφικι  παράςταςθ  τθσ    ςυνάρτθςθσ  
2

4
( )f x x

x
   

 
Λύςη 
 

2

4
( )f x x

x
  ( ,0) (0, )x     ςυνεχισ  και παραγωγίςιμθ 

 
2

0 0

4
lim ( ) lim
x x

f x x
x  

 
    

   
οπότε ζχει κατακόρυφθ αςφμπτωτθ τθ χ=0 

  
2

0 0

4
lim ( ) lim
x x

f x x
x  

 
    

   
οπότε ζχει κατακόρυφθ αςφμπτωτθ τθ χ=0 

 

2

3

4
( ) 4

lim lim lim (1 ) 1
x x x

x
f x x

x x x  


    

 

2 2

4 4
lim ( ( ) ) lim ( ) lim ( ) 0
x x x

f x x x x
x x  

       οπότε ζχει πλάγια  αςφμπτωτθ τθ  

y = χ ςτο   .   
 
Ομοίωσ ζχει πλάγια  αςφμπτωτθ τθ y = χ ςτο   . 
 

3 4

8 24
( ) 1 , ( )f x f x

x x
   

 
 
Θ f  είναι κυρτι και δεν ζχει ςθμεία καμπισ. 
Είναι γνθςίωσ αφξουςα ςτο ( ,0) και ςτο[2, )   και γνθςίωσ φκίνουςα ςτο (0,2] .  

Παρουςιάηει ελάχιςτο ςτο 2 το 
2

4
(2) 2 3

2
f   

 
Το ςφνολο τιμϊν τθσ είναι το R. 

Θ γραφικι τθσ παράςταςθ δίνεται ςτο παρακάτω ςχιμα.
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Θέμα 45ο  

 

Δίνεται θ ςυνάρτθςθ  ( ) ln( )xf x e x   

 
1) Να μελετιςετε τθ ςυνάρτθςθ  f   ωσ προσ τθ μονοτονία και τα ακρότατα και να 

βρείτε το ςφνολο τιμϊν τθσ  
 

2) Να αποδείξετε ότι θ γραφικι τθσ παράςταςθ ζχει ακριβϊσ δφο ςθμεία καμπισ  
 

3) Να αποδείξετε ότι θ εξίςωςθ  ln( )xe x x   ζχει ακριβϊσ μία ρίηα ςτο 

διάςτθμα (0, )
2


 

Λύςη 
 

1) Είναι 1xe x x    για κάκε x
 
οπότε fD  . H f  είναι παραγωγίςμθ ωσ 

πράξεισ παραγωγιςίμων με  
 

1
( )

x

x

e
f x

e x


 


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Είναι γνθςίωσ φκίνουςα ςτο ( ,0] και γνθςίωσ αφξουςα ςτο [0, ) .  

Παρουςιάηει ελάχιςτο ςτο 0 το 0(0) ln( 0) ln1 0f e     
lim ( ) lim ln( ) lim lnx

x x u
f x e x u

  
      

αφοφ lim( )x

x
e x


    

lim ( ) lim ln( ) lim lnx

x x u
f x e x u

  
      

αφοφ lim ( ) lim ( 1)
x

x

x x

e
e x x

x 
       διότι lim lim

1

x x

x x

e e

x





 
    

 

Συνεπϊσ το ςφνολο τιμϊν τθσ είναι το [0, )  .  
 

 

2) Είναι 
   

     

2
2 2

2 2 2

1 2 1 (2 ) 1
( )

x x x x x x x x

x x x

e e x e e xe e e x e
f x

e x e x e x

        
   

  
 

 

Θεωροφμε ( ) (2 ) 1xg x x e    θ οποία είναι παραγωγίςιμθ ςτο R με 

( ) (2 ) (1 )x x xg x x e e x e      . 

 
Θ  g είναι γνθςίωσ αφξουςα ςτο  ( ,1]  και γνθςίωσ φκίνουςα ςτο [1, ) .  

Παρουςιάηει μζγιςτο ςτο 1 το 1(1) (2 1) 1 1g e e     > 0. 

2 1
lim ( ) lim (2 ) 1 lim 1 lim 1 1x

x xx x x x

x
g x x e

e e    

 
        


 

 

lim ( ) lim(2 ) 1x

x x
g x x e

 
      

Συνεπϊσ θ g ζχει ακριβϊσ δφο ρίηεσ τισ 1 ( ,1)x    και 2 (1, )x   . 

Αφοφ g είναι γνθςίωσ αφξουςα ςτο  ( ,1] είναι ( ) 0g x   για 1( , )x x  και 

( ) 0g x   για 1( ,1)x x . 

Αφοφ g είναι γνθςίωσ φκίνουςα ςτο  [1, ) είναι ( ) 0g x   για 2(1, )x x και 

( ) 0g x   για 2( , )x x  . 

Επομζνωσ ( ) 0f x   για 1( , )x x  και ( ) 0f x   για 1 2( , )x x x  και ( ) 0f x   για 

2( , )x x  . Συνεπϊσ θ γραφικι παράςταςθ τθσ f  ζχει ακριβϊσ δφο ςθμεία καμπισ 

ςτα 1 ( ,1)x    και 2 (1, )x   . 

 

3) Θεωροφμε  ( ) ln( )xh x e x x    θ οποία είναι ςυνεχισ ςτο R με 

0(0) ln( 0) 0 1 0h e        και 2 2( ) ln( ) ln( ) 0
2 2 2 2

h e e
    

       

αφοφ 1xe x   για κάκε x  με το = να ιςχφει μόνο για x = 0 , οπότε για 

2
x


 είναι 2 21 1

2 2
e e
  
      και άρα 2ln( ) 0

2
e
 
   . Συνεπϊσ από 
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κεϊρθμα Bolzano θ h(χ)  ζχει τουλάχιςτον μία ρίηα ςτο διάςτθμα (0, )
2



 
θ οποία 

είναι και μοναδικι διότι 
1

( ) 0
x

x

e
h x x

e x



   


 για (0, )

2
x


  που ςθμαίνει ότι 

θ h είναι γνθςίωσ αφξουςα ςτο (0, )
2


. 

 
 
 
 
 
 


