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Θέμα  1
ο
  

 

1. Λάζνο  :    πξέπεη  ε   f   λα  νξίδεηαη  θνληά  ζην  ρν   δειαδή  ζε  ζύλνιν  ηεο   

κνξθήο   ( , ) ( , )        ή   ( , )    ή   ( , )   

2. Λάζνο :   κπνξεί  θαη  λα  κελ  ζπκπίπηνπλ  νπόηε  δελ   ππάξρεη  ην  όξην 

3. Λάζνο :   κπνξεί  λα  ππάξρεη  ην  όξην  θαη  λα  κελ  ηζνύηαη  κε  ηελ  ηηκή  ηεο  

ζπλάξηεζεο  ζην  ρν   

4. Σωζηό  :  από  ζεωξία  

5. Σωζηό  :   όπνπ   θ(ρ) = f (x) - l  

6. Λάζνο  :   κπνξεί  λα  ππάξρεη  ην  όξην  ηνπ  αζξνίζκαηνο   δύν  ζπλαξηήζεωλ  

ζην  ρν  αιιά  λα  κελ  ππάξρεη  ην  όξην  κηαο  εμ  απηώλ  ζην   ρν    

      π.ρ.  ( ) , ( ) , 0o

x x
f x g x x

x x
     

7. Λάζνο  :   κπνξεί  λα  ππάξρεη  ην  όξην  ηνπ  γηλνκέλνπ   δύν  ζπλαξηήζεωλ  ζην  

ρν  αιιά  λα  κελ  ππάξρεη  ην  όξην  κηαο  εμ  απηώλ  ζην   ρν   

       π  ρ.     ( ) , ( ) , 0o

x
f x g x x x

x
    

8. Λάζνο  :  
0 0 0

lim( 1) lim( 1) lim( 1 1) 2
x x x

x x

x x    


         

9. Λάζνο  :  κπνξεί  λα  ππάξρεη  ην  lim ( )
ox x

f x


  θαη  λα  κελ  ππάξρεη  ην  lim ( )
ox x

f x


 

Π.ρ.  ( ) , 0o

x
f x x

x
   

10. Σωζηό  : από  ζεωξία   ( ζηελ  εθθώλεζε  ην  2004     είλαη  2009 )  

11. Σωζηό  : από  ζεωξία    

12. Λάζνο :  αθελόο  δελ  είλαη  ζίγνπξν  όηη  ππάξρεη  ην  όξην , αθεηέξνπ θαη  λα  

ππάξρεη  δελ  είλαη  ζίγνπξν  όηη  ζα  ηζνύηαη  κε ηελ ηηκή  ηεο  ζπλάξηεζεο 

13. Σωζηό  : από  ζεωξία    όξην  ζύλζεηεο  ζπλάξηεζεο  

14. Λάζνο  : 
0 0 0

( )
lim lim lim

ax u

x u u

x u u

ux u

   
 





  
    

15. Σωζηό : 
3

0 0 0

(3 ) ( ) ( )
lim lim lim3 3

3

x u

x u u

f x f u f u
l

ux u



  
    

16. Λάζνο :  κπνξεί  λα  κελ  ππάξρεη  θαλ  ην  όξην  αιιά  αθόκα  θαη  αλ  ππάξρεη  

είλαη   lim ( )
ox x

f x


0  ,  π.ρ    ( ) , 0o

x
f x x

x
   

17. Λάζνο :  
2 2 2 2lim ( ) lim ( ) lim ( )

ox x x x
f x f x f x

  
  

  
      

18. Σωζηό  :   αλ  lim ( ) 0 lim ( ) 0
x x

f x f x
   

     από  ζεωξία   ελώ  αλ  

lim ( ) 0
x

f x


   ηόηε  αθνύ   ( ) ( ) ( )f x f x f x     γηα  θάζε  ρ fD  από  

θξηηήξην παξεκβνιήο  είλαη  lim ( ) 0
x

f x


  
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19. Λάζνο  :  αλ  lim ( ) ' lim ( )
x x

f x f x
  

   
 

   από  ζεωξία  ,    όκωο  αλ  

lim ( )
x

f x





  δελ  είλαη  ζίγνπξν  όηη    ππάξρεη  ην  lim ( )
ox x

f x


,  νύηε  θαη   όηη  

αλ  ππάξρεη  ζα  θάλεη  ι  , κπνξεί  λα  θάλεη  θαη  -ι . 

20. Σωζηό  :  lim ( ) lim ( ) lim ( ) lim ( ) 0 lim( ( ) ( )) 0
o o o o ox x x x x x x x x x

f x g x f x g x f x g x
    

         

νπόηε   από  όξην  θαη  δηάηαμε  είλαη  θαη  ( ) ( ) 0 ( ) ( )f x g x f x g x     

21. Λάζνο  :  ζα  είλαη   lim ( ) lim ( )
o ox x x x

f x g x
 

    π.ρ  ( ) , ( ) , 0o

x x
f x g x x

x x
     

Θέμα  2
ο
  

 

1 – Γ    ,    2 – Γ   ,    3 – Γ    ,     4 – Γ    

 

Θέμα  3
ο
  

 

α) 
x  -2
lim


 f (x) =  -2            β) 

-1- x 
lim


f (x)= 0     γ) 
 1- x 

lim f (x)= 2         δ) 
-1 x 

lim


f (x) = 3 

ε) 
1 x 

lim f (x)= 1               ζη) 
2 x 

lim


f (x)= 2      δ) 
3 x 

lim f (x)= 4 

 

Θέμα  4
ο
   

 

3 2 2 21

3 2 21 1 1

5 4 8 ( 1)( 4 8) 4 8 11
) lim lim lim

1 ( 1)( 1) 1 3

Horner
x

x x x

x x x x x x x x

x x x x x x






  

       
   

     
 

 

2

2 2 21 1

2 2 2

2 21 1 1

5 2 ( 5 2)( 5 2)( 8 10)
) lim lim

8 10 ( 8 10)( 8 10)( 5 2)

( 5 4)( 8 10) ( 1)( 8 10) ( 1)( 8 10)
lim lim lim

( 8 10)( 5 2) ( 2)( 5 2) ( 1)(

x x

x x x

x x x

x x x x x x

    


      

     

 

 

  

        
 

          

            
 

          

2

1

2)( 5 2)

8 10 6 1
lim

3 4 2( 2)( 5 2)x x



 




 

  
  
   

23 3 3 3

2 2 23 34 4

2 2 23 3 3 34 4

23 34

12 2 ( 12 2)(( 12) 2 12 4)
) lim lim

16 ( 16)(( 12) 2 12 4)

( 12 8) ( 4)
lim lim

( 16)(( 12) 2 12 4) ( 4)( 4)(( 12) 2 12 4)

1
lim

( 4)(( 12) 2 12 4)

x x

x x

x

x x

x x

x

   


   

    

 

 

 



       
 

     

  
 

          

    

1 1

8 12 96
  
 
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4 4
4

4 4 44 4

2 22 2 20 0 0 2

4

2 3
2 3( )

2 3 2 3 1 1
) lim lim lim ...

88 8 1 8
8( )

x x x

x x x

xx

   
  


      

 
  

     


 

ε) Αθνύ   ρ 3    ζεωξνύκε  όηη   ρ>1  νπόηε  1 1x x    . Παίξλνπκε  πιεπξηθά  

όξηα  θαη  έρνπκε    

3
3

2 2 2
3 3 3

2
3 3 3

2 3 5 1 10 2(3 ) 5( 1) 10 6 2 5 5 10
lim lim lim

9 9 9

3 9 3( 3) 3 3 1
lim lim lim

9 ( 3)( 3) 3 6 2

x
x

x x x

x x x

x x x x

x x

x x x

 

  





  

  




  

  

           
  

  

 
   

   

 

3
3

2 2 2
3 3 3

2
3 3 3

2 3 5 1 10 2( 3) 5( 1) 10 2 6 5 5 10
lim lim lim

9 9 9

7 21 7( 3) 7 7
lim lim lim

9 ( 3)( 3) 3 6

x
x

x x x

x x x

x x x x

x x

x x x

 

  





  

  




  

  

           
  

  

 
  

   

 

Σπλεπώο  αθνύ  ηα  πιεπξηθά  όξηα  δελ  ηζνύληαη  ην  όξην  δελ  ππάξρεη  

 

Ση)  πξόθεηηαη  γηα  όξην  ηεο  κνξθήο  ‘κεδεληθή  επί   θξαγκέλε’ . Δίλαη   

 

2 4 2 4

2 4 2 4 2 4 2 4 2 4

1 1 1
1 1 1 ( 9) ( 9)

2 6 2 6 2 6

1 1
( 9) ( 9) ( 9) ( 9) ( 9)

2 6 2 6

    
  

      
 

         
  

         
 

 

 

Όκωο   2 4 2 4

3 3
lim( 9) lim ( 9) 0
x x

 
 

       νπόηε  από  θξηηήξην παξεκβνιήο  είλαη θαη 

2 4

3

1
lim[( 9) ] 0

2 6x
 


 


   

 

2 2

1 1

2

1

1

1

3 4 3 3 2 1 4 4
) lim lim( )

1 1 1 1

( 3 2)( 3 2) ( 1)( 1) 4( 1)
lim( )

1( 1)( 3 2) ( 1)( 1)

1 1 4( 1)( 1)
lim( )

1( 1)( 3 2) ( 1)( 1)

1 1 4( 1
lim(

3 2 1

x x

x

x

x

x x

x x

x x x

xx x

x x x x

xx x

x

x

   


 

 

 

 



 







       
   

   

      
  

    

   
  

    


 

  

) 1 1 33
) 8

1 4 2 4
    
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ε)  Θέηνπκε   12 x u  νπόηε   12u x  θαη   6x u   ,  43 x u  , 34 x u  , 26 x u   

θαη  θαζώο   1x   είλαη  θαη   1u    νπόηε  ην  όξην  γίλεηαη  :  

6 2 2 4 2 26

4 3 331 1 1 1 14

( 1) ( 1)( 1)( 1) ( 1)( 1)
lim lim lim lim lim 4

( 1) ( 1)x u u u u

u u u u u u u u u

u u u u u u u

 

     

       
    

  

 

ζ) πξόθεηηαη  γηα  όξην  ηεο  κνξθήο  ‘κεδεληθή  επί   θξαγκέλε’ . Δίλαη   

2 2 2
1 1 1

2 2

x x
x x x

x x x x x
x x

    

      

       

    

 

Όκωο   
0 0

lim lim 0
x x

x x 
 

     νπόηε  από  θξηηήξην παξεκβνιήο  είλαη θαη 

0

2
lim( )
x

 


 =0 

 

Θέμα  5
ο
   

2
2

3

2 23 3 3

3

23 3

lim( ( )(2 18))( ) ( )(2 18) ( 1 2) 1 2
lim lim( ) lim

( ) (2 18) 2 18( )( 1 2) lim( ( )( 1 2))

4 ( 1 2)( 1 2) 4 1 4 1 1
lim lim

5 5 5 48 602( 9)( 1 2) 2( 3)( 1 2)

x

x x x

x

x x

f xf f x x x

g x xg x g x

x x

x x x x

 

  



  



 

    
    

    

   
     

     

 

Θέμα  6
ο
  

 

Πξέπεη   
3 3

lim ( ) lim ( ) 8
x x

f f 
  

    .  Δίλαη    

3 3
lim ( ) 8 lim( ) 8 3 8 5
x x

f x   
  

              θαη    

2

3 3
lim ( ) 8 lim( ) 8 9 8 1
x x

f x   
  

          

 

Θέμα  7
ο
  

 

Καηά αξρήλ  αθνύ  ε  ζρέζε  ηζρύεη  γηα  θάζε  ρ  , ζα  ηζρύεη  θαη  γηα  ρ = 5 , νπόηε  

2(5) 2 5 (5 5) (5) 10 0 (5) 10f f f          

Δπίζεο  ε  δνζκέλε  ζρέζε  γίλεηαη  :   

2 2 2 2 2( ) 2 ( 5) ( 5) ( ) 2 ( 5) 2 ( 5) ( ) 2 ( 5)f f x f x                        

 Όκωο   2 2

5 5
lim(2 ( 5) ) lim(2 ( 5) ) 10
x x

x x 
 

        νπόηε  από  θξηηήξην 

παξεκβνιήο  είλαη θαη 
5

lim ( ) 10 (5)
x

f x f


     
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Θέμα  8
ο
 

 

 Γηα  ρ  0   ε  δνζκέλε  ζρέζε  γίλεηαη  :   

2
2 2

2 2 2

2 ( ) ( ) 2 ( ) ( )
( ) ( ) ( )

xf x f x x x f x f x x
xf x f x x x

x x x x x x

 
         

Από  ηελ  ηειεπηαία  ζρέζε  δεδνκέλνπ  όηη  ππάξρεη  ην   
0

( )
lim
x

f x

x
 ζην    θαη  όηη  

αθνύ  0x  είλαη  ρ  0     έρνπκε  : 

2 2

0 0 0 0

2 2 2

2 ( ) ( ) ( ) ( )
lim( ( ) ) lim 2lim (lim ) 1

2 1 2 1 0 ( 1) 0 1

x x x x

f x f x x f x f x

x x x x x



     

   
     

          

 

 

Θέμα  9
ο
 

3
2 1

2 2 1
lim ( ) lim (3 ) lim ( ) 2

x u
x u

x x u
f x f x f u

 
  

  
     

 

Θέμα  10
ο
  

Γηα  ρ > 0   ε  δνζκέλε  ζρέζε  γίλεηαη  :   
( )

1 ( )
f x

f x x
x

     θαη   δεδνκέλνπ  όηη  

ππάξρεη  ην   
0

lim ( )
x

f x


 ζην     είλαη  
0 0

lim ( ) lim 0
x x

f x x 
 

        (1)   

Γηα  ρ < 0   ε  δνζκέλε  ζρέζε  γίλεηαη  :   
( )

1 ( )
f x

f x x
x

     θαη   δεδνκέλνπ  όηη  

ππάξρεη  ην   
0

lim ( )
x

f x


 ζην     είλαη  
0 0

lim ( ) lim 0
x x

f x x 
 

         (2)   

Από  (1) , (2)  ζπκπεξαίλνπκε  όηη  ι = 0 .  
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ο
   

 

2 22 2

1 1
) lim lim(1 )

4 4 ( 2)x x

x
x

x x x


 


    

  
   αθνύ   

2 2 2

2 2
lim(1 ) 3 , lim( 2) 0 4 4 ( 2) 0 2
x x

x x x x x x 
 

           

νπόηε  
22

1
lim

( 2)x x
 


 

 

22
) lim

5 6x




   
   ην  όξην  δελ  ππάξρεη  , δηόηη  ηα  πιεπξηθά  όξηα  δελ  είλαη ίζα      

Σπγθεθξηκέλα   
2 2

2 2

1
lim lim( )

5 6 5 6x x

x
x

x x x x  
   

   
 αθνύ   
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2 2

2 2
lim 2 , lim( 5 6) 0 5 6 ( 2)( 3) 0 2
x x

x x x x x x x x 
 



 
          

νπόηε  
2

2

1
lim( )

5 6x x x
 

 
 

θαη   
2 2

2 2

1
lim lim( )

5 6 5 6x x

x
x

x x x x  
   

   
 αθνύ   

 
2 2

2 2
lim 2 , lim( 5 6) 0 5 6 ( 2)( 3) 0 2
x x

x x x x x x x x 
 



 
          

νπόηε 
2

2

1
lim( )

5 6x x x
 

 
 

 

2

2
) lim

x








  ην  όξην  δελ  ππάξρεη  , δηόηη  ηα  πιεπξηθά  όξηα  δελ  είλαη ίζα      

Σπγθεθξηκέλα   

2 2

2 1
lim lim ((2 ) )
x xx x 




  

 


      αθνύ   

2 2

lim (2 ) 2 0 ( 3,14) , lim ( ) 0 0
2x x

x x x
 


      

 



 

      

νπόηε 

2

1
lim ( )
x x 



   

θαη   

2 2

2 1
lim lim ((2 ) )
x xx x 




  

 


      αθνύ   

2 2

lim (2 ) 2 0 ( 3,14) , lim ( ) 0 0
2x x

x x x
 


      

 



 

      

 νπόηε 

2

1
lim ( )
x x 



   

2

2 21 1 1

1 ( 1)( 1) 1
) lim lim lim

2 1 ( 1) 1x x x

x x x x

x x x x


  

   
 

   
  ην  νπνίν  όξην  δελ  ππάξρεη  δηόηη  

ηα  πιεπξηθά  όξηα  δελ  είλαη ίζα    . Σπγθεθξηκέλα 
1 1

1 1
lim lim(( 1) )

1 1x x

x
x

x x  


    

 
 

αθνύ  
1 1

lim( 1) 2 , lim( 1) 0 1 0 1
x x

x x x x 
 



 
        νπόηε 

1

1
lim( )

1x x
 


 

ελώ    
1 1

1 1
lim lim(( 1) )

1 1x x

x
x

x x  


    

 
 αθνύ     

1 1
lim( 1) 2 , lim( 1) 0 1 0 1
x x

x x x x 
 



 
        νπόηε  

1

1
lim( )

1x x
 


 

 

0 0

3 1 1
) lim( ) lim((3 1) )

x x

x
x

x x x x


   


   

 
   αθνύ   

0 0
lim(3 1) 1 , lim( ) 0 , 0 0
x x

x x x x x x  
 



 
           αθνύ  

μέξνπκε    όηη  γηα  θάζε  ρ   ηζρύεη   x x    κε  ην  ‘=’  λα  ηζρύεη  κόλν  γηα  
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ρ= 0   νπόηε  γηα  0x    δειαδή  γηα  0
2

x


    είλαη  θαη  εκρ > 0  θαη  έηζη 

x x x x        θαη  άξα  
0

1
lim( )
x x x

 


 

0

1 1
) lim( )

x


 
  ην  όξην  δελ  ππάξρεη  , δηόηη  ηα  πιεπξηθά  όξηα  δελ  είλαη ίζα       

Σπγθεθξηκέλα  

0
0

0 0 0

1 1 1 1
lim( ) lim( ) lim 0 0

x
x

x x xx x x x



  




  
        ελώ   

0
0

0 0 0

1 1 1 1 2
lim( ) lim( ) lim( )

x
x

x x xx x x x x



  




  
         

 
2

3 2 21 1 1

2

2 2 21 1 1

1 3 1 3 1 3
) lim  - lim( ) lim( )

1 - x 1 -x 1 (1 )(1 ) (1 )(1 )

2 ( 1)( 2) 2 3
lim( ) lim( lim( ) 1

(1 )(1 ) ( 1)(1 ) 1 3

x x x

x x x

x x

x x x x x x x

x x x x x

x x x x x x x x


  

  

   
    

       

    
      

        

   

0 0 0

1 1 1 1 1
) lim( ) lim( ) lim( ) 1 0 0

x x x

x x

x x x x x x x

 


    

 
        

 

2 20 0 0

0 0

2 1 2 1 2 (1 )
) lim( ) lim( ) lim( )

1 1 1 (1 )(1 )

1 1 1
lim( ) lim( )

(1 )(1 ) 1 2

x x x

x x

x

x x x x x x

x

x x x




     



  

  

 

 
    

    


  

  

3 20 0

1
) lim( ) lim( )

x x

x x

x x x

 


 
      αθνύ    

2 2

0 0
lim( ) 1 , lim 0 0 0
x x

x
x x x

x


 

 
     
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ο
   

 

Α)  Δίλαη  2

2
lim( ) 4
x

x  


     θαη   
2

lim(2 1) 3
x

x  


     . Καηαιαβαίλνπκε  

ινηπόλ όηη  νη ‘θξίζηκεο’ ηηκέο  είλαη  νη  α = 4  θαη  β = -3 . Γηαθξίλνπκε πεξηπηώζεηο : 

 

 Γηα   α 4   είλαη   
22

2 1 3
lim

4x

  

  

  
 

 
. 

 

 Γηα  α = 4   θαη   β 3    έρνπκε   

 

2
2 2

, 32 1 2 1 1
lim lim( )

, 34 2 2x x

x

x x

   

   

     
   

     
     θαη    
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2
2 2

, 32 1 2 1 1
lim lim( )

, 34 2 2x x

x

x x

   

   

     
   

     
 

 

Σπλεπώο  ηα πιεπξηθά  όξηα  δελ  είλαη  ίζα  θαη  επνκέλωο  δελ  ππάξρεη  ην  όξην  

 

 Γηα  α = 4   θαη   β = -3  έρνπκε   

 

22 2 2

2 4 2( 2) 2 2 1
lim lim( ) lim( )

4 ( 2)( 2) 2 4 2x x x

x

x x x



  

 
   

   
 

 

Β)  Έζηω  ινηπόλ  όηη      
2

22

( 1) 8
lim

12 3x

   



  


= ι    .   

Θέηνπκε  
2

2 2

2

( 1) 8
( ) ( 1) 8 (12 3 ) ( )

12 3
f x f x

   
    



  
      


  νπόηε   

2 2

2 2
lim(( 1) 8 ) lim((12 3 ) ( )) 4 4 16 0 3 12 0 4
x x

f x         
 

               

 

Γηα   α = 4  έρνπκε   

2 2

2 22 2 2 2

2 2
5( 2)( ) 5( )

( 1) 8 5 8 4 5 5lim lim lim lim 1
12 3 12 3 3( 2)( 2) 3( 2)x x x x

x x x

x x x

     

    

  
    

    
      

 

Σπλεπώο  γηα  λα  ππάξρεη  ην  όξην  θαη  λα  είλαη  πξαγκαηηθόο  αξηζκόο  πξέπεη α = 4  

θαη  κάιηζηα  ην  όξην  είλαη  -1 .  

 

Γ )  Έρνπκε  2 2 2 2 2lim( ) , lim( 4 ) 2 4
x x 

        
 

        

 

 Αλ   22 4 0 2 ( 2) 0 0 2                 ηόηε  ζα  είρακε   
2 2

2 2 2
lim

4 2 4x 

   

    

 
 

  
  πξάγκα  άηνπν  αθνύ   

2

2 2
lim

4x 

 

  


 

 
 .  

 Γηα  α = 2 έρνπκε 
2 2

2

2 2 2 22 2

4 1
lim lim lim(( 4)

4 4 4 ( 2)x x x x

  


      

 
    

    
    

αθνύ  2 2 2

2 2
lim( 4) 8 , lim( 2) 0 , ( 2) 0 2
x x

x x x 
 

        νπόηε 

22

1
lim

( 2)x x
 


 

 Γηα  α = 0 έρνπκε 
2 2 2

2 2 20 0 0
lim lim lim lim 0

4 4 ( 4) ( 4)x x x x

x x

x x x

  

       


   

    
    

Τειηθά  γηα  λα  είλαη  
2

2 2
lim

4x 

 

  


 

 
  πξέπεη  α = 2 . 

 

Γ) Θέηνπκε  
2

2( ) ( 3) ( )
3

x x
f x x x x f x

x

 
 

 
     


  νπόηε   

2

3 3
lim( ) lim(( 3) ( )) 9 3 0 1 3 9
x x

x x x f x     
 

              (1)   
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Έηζη ην  όξην  γίλεηαη  :    

 
2 2(1)

3 3 3 3 3

3 9 ( 3)( 3) ( 3) ( 3)( 3 )
lim lim lim lim lim( 3 ) 6

3 3 3 3x x x x x

x x x
x

         
 

       

           
       

   

 

Σπλεπώο  πξέπεη  6 – α = 1   δειαδή  α = 5   θαη  από  ηελ  (1)  έρνπκε  όηη  β = 6 

 

Δ)  Έζηω  ινηπόλ  όηη    
2

21

( 1) 4
lim( )

2 1x

  


 

  
 

 
 

Θέηνπκε  
2

2 2

2

( 1) 4
( ) ( 1) 4 ( 2 1) ( )

2 1

x x
f x x x x x f x

x x

 
 

  
       

 
  νπόηε   

2 2

1 1
lim( ( 1) 4) lim(( 2 1) ( )) 1 4 0 3 (1)
x x

x x x x f x      
 

               

 

Έηζη  ην  όξην  βάζε  ηεο  (1)  γίλεηαη   :  

 
2 2

2 2 2 21 1 1 1 1

( 3 1) 4 4 4 ( 1) 4( 1) ( 1)( 4) 4
lim( ) lim( ) lim( ) lim( ) lim( )

2 1 2 1 ( 1) ( 1) 1x x x x x

x x x x x x x x x

x x x x x

       


     

             
    

      

 

Θέηνπκε  
4

( ) 4 ( 1) ( )
1

x
g x x x g x

x





    


  νπόηε  

 

1 1
lim( 4) lim(( 1) ( )) 4 0 4
x x

x x g x   
 

           θαη  ηελ    (1)  έρνπκε  β = -7  

 

Δπαιεζεύνπκε  όηη  γηα  ηηο   ηηκέο ηωλ α θαη  β  πνπ  βξήθακε  ππάξρεη  όληωο  ην  

όξην θαη  είλαη  πξαγκαηηθόο  αξηζκόο . Γηα  α=4  θαη  β =-7  ην  αξρηθό  όξην  γίλεηαη : 

 
2 2

2 21 1 1

4 8 4 4( 2 1)
lim( ) lim lim4 4

2 1 2 1x x x

   

     

   
  

   
 νπόηε πξάγκαηη ππάξρεη θαη είλαη 4  
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ο
  

Θέηνπκε  
1 2

( ) ( )( 3) ( ) 1 2
( 3) ( )

x
g x g x x f x x

x f x
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  


 

    αθνύ    

2
lim 0
x 

    θαη   

1

lim 0 0

1
lim ( ) lim 1

x
x




 


 

 




  
    

 

ε)   Δίλαη  
2 2 2

3 3 3

2 3 2 3 2 3

2 5 2 5 2 5

     
 

     

     
    

  
  

 
2 2 2

3 3 3

2 3 2 3 2 3

2 5 2 5 2 5

     


     

     
   

  
 θαη   

2 2

3 3

2 3 1
lim lim lim 0

2 5 2 2x x x

  

     

 
  


    

νπόηε   από  θξηηήξην  παξεκβνιήο    
2

3

2 3
lim ( ) 0

2 5x

 


 

 
 


 

2

2 2 2

2
2

2 2

2 2
(1 ) 1

2
) lim lim lim 1

3 33
(1 ) 1

x x x

 


     


    
   

  

   
 

  
 

   

 

αθνύ  
2

lim lim 0
x x

 

  
    ( θξηηήξην  παξεκβνιήο   θνίηα  β) εξώηεκα ) θαη   

2

3 2
lim lim 0
x x  

     
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2 2 2 24 3 4 3 (1 ) (4 ) 3

) lim ( ) lim lim
1 1 1x x x

             
  

    

             
   

  

 

Αλ   1    ηόηε  ην  όξην  γίλεηαη   
2 1(1 )

lim lim (1 )
1x x

  
 

  

 
  

 
 

 

Αλ   α = 1  θαη   3      ηόηε  ην  όξην  γίλεηαη   
( 3)

lim lim ( 3) 3
x x

 
 

 


     

 

Αλ   α = 1  θαη   β = -3   ηόηε  ην  όξην  γίλεηαη   
0

lim 0
1x 



 

 

Σπλεπώο  γηα  λα  είλαη  ην  όξην  ίζν  κε  3   πξέπεη  α = 1 θαη  β+3 =3  δειαδή β = 0 

 
2) lim ( 4 2 3 ) 2

x
    


      

    ●    Αλ   2      ηόηε    ην   όξην  γίλεηαη  :   

0

2

2 2

2

2 3 2 3
lim ( 4 2 3 ) lim ( 4 ) lim ( 4 )

2 0 22 3
lim ( 4 )

2 0 2

x x x

x



 

         
   

  
 

    





  



               

      
      

      

    

 ●   Αλ  α = - 2     ηόηε   ην   όξην  γίλεηαη  :    
2 2

2

2

2 2 2 2

2

2

2

( 4 2 3 2 )( 4 2 3 2 )
lim ( 4 2 3 2 ) lim

( 4 2 3 2 )

4 2 3 4 4 2(1 2 ) 3
lim lim

2 3( 4 2 3 2 )
( 4 2 )

3
[2(1 2 ) ]

1
lim

2 2 3
( 4

x x

x x

x
΄

       
   

   

       

   


  


 


   




 

 



       
     

   

       
 

   
    


 

 

  
2

2

2(1 2 ) (1 2 )

4 2
2 )

1
3

1 4lim 0
2 2 3

( 4 2 )
x

΄

 



 

   



  




   
  


 


 


  
     


Σπλεπώο  πξέπεη     α = -2     θαη      
(1 2 ) 5

2 1 2 4
2 2


 

 
          .   
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2

2

9 1 1
) lim

62 3x

  


  

  


  
 

 

  ●    Αλ  3    θαη 1       ηόηε   ην   όξην  γίλεηαη  :    

 

0
2 2 2

2

2 2

1 1 1 1
9 ( 9 )

9 1 3
lim lim lim

12 3 2 32 3
1 ( 1 )

x x x



 

   
       

  
   

   





  

     
   

  
  

     

 

●   Αλ   α = 3   θαη  1    ηόηε   ην   όξην  γίλεηαη  :   

0
2 2 2

2
2

2

2 2

2 2

9 1 3 9 1 9
lim lim

2 32 3
( 1 )( 9 1 3 )

1 1
(1 ) (1 )

lim lim 0
2 3 2 3

( 1 )( 9 1 3 ) ( 1 )( 9 1 3 )

x x

x x



      

  
    

 


 

        
   





 

 

     
 

  
     

 

 

           

  ●    Αλ  3    θαη 1       ηόηε   ην   όξην  γίλεηαη  :    

2 0
2 2

2 22

2

2

1 1
( 9 )( 2 3 )

9 1
lim lim

2 32 3

1 1
( 9 )( 2 3 )

3 0 3
lim

3 3 0 3
(2 )

x x

x



 

    
    

    

    
   

  








 



     
  

 
    

     
    

 
    

 

●   Αλ  3    θαη 1       ηόηε   ην   όξην  γίλεηαη  :    

2 2 2 2

2 2 2 2

0
2 2

2

2

9 1 3 (9 1 9 )( 2 3 )
lim lim

2 3 ( 2 3 )( 9 1 3 )

1 2 3
(1 ) ( 1 1)

( 1)( 2 3 )
lim lim

3 1 1(2 3)( 9 1 3 )
(2 ) ( 9 3)

1 2
(1 )( 1

lim

x x

x x

x



 

        

        

 
      

   
 

  

 

 





 



        
 

        

   
   


   

   

 
2

2

3
1)

2 1

12 63 1 1
(2 )( 9 3)



  

 

 

   

 

Τειηθά  πξέπεη  3  θαη 1     ή    3     θαη 1    θαη   
3 1

6 17
1 6


 




   


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δ)   ●    Αλ  3    ηόηε   ην   όξην  γίλεηαη  :    

0

2 2

2 2

2 2 2 2

2 3 1
lim ( 2 3 4 1 ) lim ( 1 4 )

2 3 1 2 3 1
lim ( 1 4 ) lim ( 1 4 )

1 2 0 3

1 2 0 3

x x

x x



 

        
  


     

      

  

  





 

 

             

               

      

      

 

 

●    Αλ  3    ηόηε   ην   όξην  γίλεηαη  :    

2 2 2 2

0
2 2 2 2

2 2

2 2

2 2

lim ( 2 3 4 1 3 ) lim ( 2 3 4 1 2 )

2 3 4 1 4 2 3 1
lim ( ) lim ( )

2 3 12 3 4 1 2
1 4 2

3
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1
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2 3 1
( 1 1 1) ( 4 2)

x x

x x

x



 

          

     
 

    
   

  




 
  

 





 



              

     
     

    
    



 

      

2
) 0 1

2
       



 

Τειηθά  πξέπεη   α = 3   θαη   - 1 – β =0    δειαδή   β = -1  

 

Θέμα  21
ο
    

2
2

2 2

( ) 2 ( ) 2
( 3 ) ( 3 )

( ) 3 2 1 3 3 0
lim lim lim lim 0 0

( ) 2 ( ) 2( ) 2 3 1 0
( 1 ) ( 1 )

x x x x

f x f x
x

f x x x x x x
f x f xxf x x x

x
x x x x

   

   
   

     
   

   

Θέμα  22
ο
    

2

( ) 1 ( ) 1
( )

( ) 1 3 0 3
lim lim lim

1 1( ) 3 1 2 0 2
( ( ) 3 ) ( ( ) 3 )

x x x

f x f x
x

f x x x x x x

xf x x
x f x x f x x

x x

 
  

  

   
    

   
  

   

Σ

πλεπώο  πξέπεη   
3

1 3 2 1
2


 


        
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ο
    

α) Να βξείηε ηα όξηα: 
-1 x 

lim


f (x) =  , 
1 x 

lim f (x) =   , 
 x 

lim f (x) = 0 ,
 x 

lim f (x) = 1  

β)  Τη ζπκπεξαίλεηε γηα ην 
1 x 

lim
 (x) f

1
= 0 αθνύ  

1 1

1 1
lim lim 0

( ) ( )x xf x f x  
   
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α)  Πξέπεη    
3

0 0 3
2

x
x x

x



     . Άξα   ( ,0) (3, )fD      

β)  

3

2
1

lim
2

1

2

3 1
lim ln lim ln ln

2 2

x
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x

u

x
u

x
u

x












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1
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2
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u

x
u

x
u
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



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


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3

23
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3
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3
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x ux

x
f x u

x


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









 


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0

3
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0
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3
lim ( ) lim ln lim ln

2

x

x
u
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u

x

x ux

x
f x u

x










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

 


     
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α) 
i. Η f  δεν ζχει όριο ςτο 1

 
διότι 

1 1
lim ( ) lim( 2) 1
x x

f x x
  

     εvώ 

1 1
lim ( ) lim( 1) 2
x x

f x x
  

   . 

ii. Η g  δεν ζχει όριο ςτο 1 διότι 
1 1

1
lim ( ) lim

1x x
g x

x  
  


 αφοφ 

1
lim 1 0
x

x

 

 
και 

1 0x   για 1x  , ενώ 
1 1

1
lim ( ) lim

1x x
g x

x  
  


 αφοφ 

1
lim 1 0
x

x

 

 
και 

1 0x   για 1x  . 
 

β) Είναι 
1 1

1
lim( ( ) ( )) lim(( 2) )

1x x
f x g x x

x  
     


 διότι 

1
lim( 2) 1
x

x


    

και
1

1
lim

1x x
 


.  

Επίςθσ 
1 1

1
lim( ( ) ( )) lim(( 1) )

1x x
f x g x x

x  
     


 διότι 

1
lim( 1) 2
x

x


   

και
1

1
lim

1x x
 


.  

Τελικά 
1

lim( ( ) ( ))
x

f x g x


   . 

 
γ) Για να ορίηεται το ln( 1)x   κα πρζπει 1x  , οπότε αφοφ θ ςυνάρτθςθ 

ln( 1) ( )x g x   ορίηεται για 1x  , κα αναηθτιςουμε το δεξιό πλευρικό τθσ όριο ςτο 

1. Είναι 
1 1

lim(ln( 1) ( )) lim(ln( 1) ( ))
x x

x g x x g x
 

        διότι 
1

lim ln( 1)
x

x


    και 

1 1

1
lim ( ) lim

1x x
g x

x  
  


. 
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i. Για να ορίηεται το ln x  κα πρζπει 0x  , οπότε αφοφ θ ςυνάρτθςθ 
2

ln
( )

x
f x

x x



 

ορίηεται για 0x  και 1x  , κα αναηθτιςουμε το δεξιό πλευρικό τθσ όριο ςτο 0. 

Είναι 
20 0 0

ln 1 1
lim ( ) lim lim(ln )

1x x x

x
f x x

x x x x   
     

 
 διότι 

0
lim ln
x

x


   και 

0

1
lim
x x

 
 
και 

0

1
lim 1

1x x
 


. 

 

ii.
1 1

1 ( 1)
lim( ( ) ( 1)) lim(ln ) 0 1 1 0

1x x

x
f x x x

x x




 


        

            
 

iii.
0 0

1
lim( ( ) ) lim(ln )

1x x

x
f x x x

x x




 
     


 διότι 

0
lim ln
x

x


   και 
0

lim 1
x

x

x





 

και 
0

1
lim 1

1x x
 


. 
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ο
   

 

α) 
( )

lim ( ) lim ( )
x x

f x
f x x

x 
   

      
ιςχφει 

( )
lim 3
x

f x

x
  και lim

x
x


  . 

β) 

2

2

( ) 2 ( ) 2
( )

( ) 2 3 0 0
lim lim lim 1

( ) 3 5 ( ) 3 5( ) 3 5 3 0 0( )
x x x

f x x f x x
x

xf x x x x x x x x x
f x f xxf x x x
x x x x x x

 


  

   
   

   
      

         

  γ) 
2

( ) ( )
( )

( ) 3 0 3
lim lim lim

( ) 3 ( ( ) 3 ) ( ) 3 2 2x x x

f x x f x x
x

f x x x x x x

xf x x x f x x f x x

 


  

 
 

   
  
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ο
   

 

1. Σωστό   :  Έζηω  f + g = h   νπόηε   g = h – f . Αλ   ε   h  ήηαλ  ζπλερήο  ζην  ρν   

ηόηε  θαη  ε   g = h – f  ζα  ήηαλ  ζπλερήο  ζην  ρν  ωο  δηαθνξά  ζπλερώλ . Άηνπν. 

2. Λάθος   :   π . ρ     
, 1 1 , 1

( ) , ( )
1, 1 , 1

x x x x
f x g x

x x x x

 

 

   
  

   
  νη  

νπνίεο  δελ  είλαη  ζπλερείο  ζην  1  ωζηόζν  ε  
2 1 , 1

( )( )
2 1, 1

x x
f g x

x x





 
  

 
 

είλαη  ζπλερήο  ζην  1 . 

3. Σωστό   αθνύ   2f f f    ζα  είλαη  ζπλερήο  ωο  γηλόκελν  ζπλερώλ  

4. Λάθος   : κε ηελ έλλνηα  ηνπ  όρη  απαξαίηεηα . Γηα  λα  ήηαλ  ζωζηό ζα  έπξεπε 

λα δίλεηαη  όηη  ε  f  είλαη  ζπλερήο  ζην   ( )og x
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1. Ε   Αθνύ  f  ζπλερήο ζην 2 είλαη 
2

2 2

22 2

( )
(2) lim ( ) lim( ( 4) ) 0 4 4

4x x

x f x
f f x x x

x


 


         


 

2. Γ  Αθνύ  f  ζπλερήο ζην 0 είλαη     
0 0

( )
(0) lim ( ) lim( )

x x

x
f f x

x

 


 
     

0
0

0 0 0

( ) ( )
lim( ) lim( ) lim( ) 1

( ) ( ) 1

u x
x
u

x x u

x x u

x x x x u u



       


     





  
        
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ο
  

 

Στήμα 1  :  [ 1,3]fD     ,  [ 1,3)fR     Σεκεία  αζπλέρεηαο   ην  1  αθνύ 

1 1
lim ( ) lim ( )
x x

f x f x
  

    θαη  ην  3  αθνύ   
3

lim ( ) (3)
x

f x f


  

 

Στήμα 2  :  [ 1,3) (3,4]fD      ,  [0, )fR     Σεκεία  αζπλέρεηαο   ην  1  αθνύ 

1 1
lim ( ) lim ( )
x x

f x f x
  

    θαη  ην  -1  αθνύ   
1

lim ( ) ( 1)
x

f x f


       

Τν  3  δελ  απνηειεί  ζεκείν  αζπλέρεηαο  αθνύ  δελ  αλήθεη  ζην  πεδίν  νξηζκνύ 

 

Στήμα 3  :  [ 1,0] [1,2) (2,3]fD       ,  [ 1, )fR      Σεκεία  αζπλέρεηαο   ην  -1  αθνύ 

1
lim ( ) 1 ( 1)
x

f x f


      θαη  ην  3  αθνύ   
3

lim ( ) (3)
x

f x f


      

Τν  2  δελ  απνηειεί  ζεκείν  αζπλέρεηαο  αθνύ  δελ  αλήθεη  ζην  πεδίν  νξηζκνύ 

 

Θέμα   31
ο
  

 

α)  Η  f   είλαη  ζπλερήο  ζην     1R     ωο  ξεηή . Δηδηθά  γηα  ην  1  έρνπκε  

2

1 1 1 1

1 (1 )(1 )
lim ( ) lim lim lim(1 ) 2 (1)

1 1x x x x

x x x
f x x f

x x   

  
     

 
  νπόηε  είλαη  ζπλερήο  

θαη  ζην 2 . Τειηθά  είλαη  ζπλερήο  ζε όιν  ην  R  

 

β)  Η  g   είλαη  ζπλερήο  ζην     0R    ωο  πνιπωλπκηθή . Δηδηθά  γηα  ην  0  έρνπκε  

2

0 0
lim ( ) lim 2 2 (0)
x x

f x x f
  

       νπόηε  δελ   είλαη  ζπλερήο  θαη  ζην 0 . Τειηθά  

είλαη  ζπλερήο  ζην   0R  

 

 

γ) Η  h  είλαη  ζπλερήο  ζην  ( ,0)   ωο  πειίθν  ζπλερώλ  

Η  h  είλαη  ζπλερήο  ζην  (0, )   ωο  πνιπωλπκηθή  

Δηδηθά  γηα  ην  0  έρνπκε  
2 2

2
0 0 0

lim ( ) lim lim 1 0 0
x x x

x x
h x x

x x

 
    

        ,  

5

0 0
lim ( ) lim( 1) 1
x x

h x x
  

     νπόηε   
0 0

lim ( ) lim ( )
x x

h x h x
  

   θαη  άξα ε  h δελ  είλαη  

ζπλερήο  ζην  0 . Τειηθά  h  είλαη  ζπλερήο  ζην   0R  
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Γηα  λα  είλαη  ζπλερήο  ζην  1  πξέπεη   
1 1

lim ( ) lim ( ) (1) 3
x x

f x f x f  
  

        (1)  

Γηα  λα  είλαη  ζπλερήο  ζην  2  πξέπεη   
2 2

lim ( ) lim ( ) (2) 4 6
x x

f x f x f  
  

       (2) 

Από  (1)  θαη  (2)  βξίζθνπκε  όηη α = 6  θαη   β = 3   .  

 

Θέμα  33
ο
   

Γηα   2    είλαη   4

4

5 3
( 2) ( ) 3 5 0 ( )

( 2)

x
f f

x
   


     


  νπόηε   

42 2

5 3
lim ( ) lim

( 2)x x

x
f

x


 


  


  αθνύ   

42 2

1
lim(5 3 ) 1 , lim

( 2)x x
x

x 
    


 

Καη  άξα  απνθιείεηαη  λα  είλαη  
2

lim ( ) (2)
x

f f


   νπόηε  είλαη  αζπλερήο ζην 2 . 

 

Θέμα  34
ο
   

 

α) Αθνύ  είλαη  ζπλερήο  ζην  0  είλαη  
0

lim ( ) (0)
x

f f


  . Δπίζεο  γηα  0   είλαη  

( ) 2023 ( ) 2023f x x f


   


       νπόηε   

0 0
lim ( ) lim(2023 ) 2023 1 2022
x x

f



 

       θαη  άξα   
0

(0) lim ( ) 2022
x

f f 


   

 

β) 
2023 , 0

( )

2022 , 0

x
x

f x x

x


 

 
 

 

 

γ) lim ( ( )) lim (2023 ) 2023
x x

x
f x

x


 

   . 

δ) Προφανισ λφςθ θ  0x   αθνύ (0) 2022f   ε νπνία είλαη θαη κνλαδηθή αθνύ γηα 

0x   είλαη ( ) 2022 2023 2022 1
x x

f x x x
x x

 
         πνπ είλαη 

αδύλαηε γηα 0x  , δηόηη 0x x x     

 

Θέμα  35
ο
   

 

 Αθνύ  είλαη  ζπλερήο  ζην  0  είλαη  
0 0

(0) lim ( ) lim ( )
x x

f f f 
 

   . 

 Δπίζεο  γηα  0   είλαη  :  
2 2( ) ( ) 1f f


        


           .  

Έρνπκε    
0

lim( ) 1 0 1
x





       θαη   

0
lim(1 ) 1 0 1
x




      νπόηε  από  θξηηήξην  

παξεκβνιήο  είλαη     
0

lim ( ) 1
x

f 


   θαη  επνκέλωο    (0) 1f   
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Η  ζρέζε  ηζρύεη  γηα  θάζε      νπόηε θαη  γηα  ρ = ρν  θαη  έρνπκε  :   
2 2( ) ( ) 0 ( ) ( ) 0o o o of x g x f x g x      

Δπίζεο    2 2 2 2( ) ( ) ( ) ( )of x f x g x x x      νπόηε   

2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )o o o of x x x f x x x x x f x x x             θαη    

lim ( ) lim( ( ) ) 0
o o

o o
x x x x

x x x x
 

       νπόηε  από  θξηηήξην  παξεκβνιήο  είλαη   

lim ( ) 0 ( )
o

o
x x

f x f x


    θαη  άξα   f   ζπλερήο  ζην  ρν .  

Όκνηα 2 2 2 2( ) ( ) ( ) ( )og x f x g x x x      νπόηε   

2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )o o o og x x x g x x x x x g x x x             θαη    

lim ( ) lim( ( ) ) 0
o o

o o
x x x x

x x x x
 

       νπόηε  από  θξηηήξην  παξεκβνιήο  είλαη   

lim ( ) 0 ( )
o

o
x x

g x g x


    θαη  άξα   g   ζπλερήο  ζην  ρν .  

 

Θέμα  37
ο
  

Γηα  0   είλαη  

2 3
( ) 3 ( )f f


     


       .    

Αθνύ  είλαη  ζπλερήο  ζην  0  είλαη  
0

lim ( ) (0)
x

f f


   

νπόηε   
0 0

3
(0) lim ( ) lim( ) 3 1 0 3

x x
f f


 

 
         θαη  άξα    

3
, 0

( )

3 , 0

f


 






 

 
 
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ο
 

 

Γηα ρ = 1 έρνπκε    
2 22(1) (1 1) (1) 0f f     νπόηε  (1) 0f  . Δπίζεο  

 
2 2( ) ( 1) ( ) 1 1 ( ) 1f f f                

 
θαη αθνύ 

1 1
lim 1 lim( 1) 0
x x

 
 

      από  θξηηήξην παξεκβνιήο είλαη  
1

lim ( ) 0 (1)
x

f f


   

δειαδή ε  f    είλαη  ζπλερήο  ζην  1.   
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Γηα  0   είλαη 
2 2

2 2 2

2 2 2

( ) ( ) 6 ( ) ( )
( ) ( ) 6 ( ) 6

xf x f x x f x f x
xf x f x x

x x x x x
         

θαη αθνύ 
0

( )
lim
x

f x

x



  , ι  έρνπκε  2 2

0 0

( ) ( )
lim( ( ) ) lim6 6
x x

f x f x

x x
 

 
      

νπόηε ι =2 ή ι =-3. 

 

Τέινο αθνύ  f  είλαη  ζπλερήο  ζην  0  είλαη  

0 0

( )
(0) lim ( ) lim( ) 0 0

x x

f
f f


  

 
        
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Αθνύ  f  είλαη  ζπλερήο  ζην  0  είλαη  
0

(0) lim ( )
x

f f 



 

Γηα  0   είλαη ( ) ( )
x

xf x x f x
x


    νπόηε 

0 0
lim ( ) lim (0) 1
x x

x
f x f

x


  

    

Γηα  0   είλαη ( ) ( )
x

xf x x f x
x


    νπόηε 

0 0
lim ( ) lim (0) 1
x x

x
f x f

x


  

    

Τειηθά (0) 1f   
 

 


