
3ο ΠΡΟΣΤΠΟ ΛΤΚΕΙΟ ΙΛΙΟΤ 
 

Επιμζλεια : Άρθσ Αεράκθσ 

Επαναληπτικά θέματα 

 

ΘΕΜΑ 1ο 

Ζςτω ςυνάρτθςθ f  γνθςίωσ μονότονθ ςτο  τθσ οποίασ θ γραφικι τθσ παράςταςθ 

διζρχεται από τα ςθμεία (3,0)  και (0,8) . 

α) Να αποδείξετε ότι θ f  είναι γνθςίωσ φκίνουςα ςτο . 

β) Να βρείτε για ποιεσ τιμζσ του x  θ 
fC  είναι κάτω από τον άξονα xx  και για ποιεσ 

είναι πάνω από τον xx . 

γ) Να λφςετε τθν ανίςωςθ (ln ) 0f x   

 

ΘΕΜΑ 2ο 

Δίνονται οι ςυναρτιςεισ ( ) ln( 1)f x x   και 
1

( )
1

g x
x




. 

Να βρείτε εφόςον υπάρχουν τα παρακάτω όρια αιτιολογϊντασ τθν απάντθςι ςασ. 

i. 
1

lim ( )
x

f x
      

ii.
1

lim ( )
x

g x
    

iii.το 
1

lim( ( ) ( ))
x

f x g x


 . 

 

ΘΕΜΑ 3ο 

Δίνονται οι ςυναρτιςεισ 
2 , 1

( )
1 , 1

x x
f x

x x

 
 

 
 και 

1
( )

1
g x

x



. 

Να βρείτε εφόςον υπάρχουν τα παρακάτω όρια αιτιολογϊντασ τθν απάντθςι ςασ. 

i. 
1

lim ( )
x

f x
          

ii.
1

lim ( )
x

g x
          

iii. το 
1

lim( ( ) ( ))
x

f x g x



 

 

ΘΕΜΑ 4ο 

Δίνεται θ ςυνάρτθςθ 
1 , 0

( )

, 0

x
x

f x x

x






 

 
 

, θ οποία είναι ςυνεχισ ςτο . 

α) Να αποδείξετε ότι 0  . 

β) Να αποδείξετε ότι (0) 0f   . 

γ) Να γράψετε τθν εξίςωςθ τθσ εφαπτομζνθσ τθσ fC  ςτο ςθμείο (0, (0))f . 
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ΘΕΜΑ 5ο 

Ζςτω ςυνάρτθςθ :f   με (0) 0f   και για τθν οποία ιςχφει ότι 
0

( )
lim 2
x

f x

x
 . 

α) Να αποδείξετε ότι (0) 2f   . 

β) Να βρείτε το 
0

lim ( )
x

f x


 . 

γ) Να βρείτε το 
0

( )
lim
x

f x

x
 . 

ΘΕΜΑ 6ο 

Ζςτω ςυνάρτθςθ f  παραγωγίςιμθ ςτο . Η εφαπτομζνθ τθσ 
fC  ςτο ςθμείο τθσ 

(0,1)  ςχθματίηει με τον xx  γωνία 45 . 

α) Να αποδείξετε ότι (0) 1f   .  

β) Να γράψετε τθν εξίςωςθ τθσ εφαπτομζνθσ τθσ 
fC  ςτο ςθμείο τθσ (0,1) . 

γ) Να αποδείξετε ότι 
0

( ) 1
lim 1
x

f x

x


  . 

ΘΕΜΑ 7ο 

Ζςτω f  ςυνάρτθςθ οριςμζνθ ςτο  τθσ οποίασ θ γραφικι παράςταςθ ζχει τθν 

ευκεία ( ) : 3 2y x    πλάγια αςφμπτωτθ ςτο  . Να βρείτε τα παρακάτω όρια: 

α) 
( )

lim
x

f x

x  
και

 
lim ( ( ) 3 )
x

f x x


 . 

β) lim ( )
x

f x


.
 

γ) 
2

( )
lim

( ) 3x

f x x

xf x x



  
.
 

 

ΘΕΜΑ 8ο 

Ζςτω :f   μία ςυνάρτθςθ για τθν οποία ιςχφει 
2

3 2
( )

( 2)

x
f x

x





 για κάκε 

2x  .  

α) Να αποδείξετε ότι θ γραφικι παράςταςθ τθσ f  ζχει κατακόρυφθ αςφμπτωτθ τθ 

2x  . 

β) Να εξετάςετε αν θ f  είναι  

i. ςυνεχισ ςτο 2.   ii. παραγωγίςιμθ ςτο 2. 
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ΘΕΜΑ 9ο 

Δίνεται μία ςυνεχισ ςυνάρτθςθ   ςτο  διάςτθμα *-3,2+, θ οποία δεν είναι 

παραγωγίςιμθ ςτο -1. το παρακάτω ςχιμα δίνεται θ γραφικι παράςταςθ τθσ 

παραγϊγου τθσ  ,θ     που ςτο διάςτθμα (-1,2+ είναι ευκφγραμμο τμιμα. 

α) Να μελετιςετε τθ ςυνάρτθςθ    ωσ προσ τθ μονοτονία τθσ.  

β) Να βρείτε: 

i. Σα κρίςιμα ςθμεία τθσ  , αν υπάρχουν, δικαιολογϊντασ τθν απάντθςι ςασ. 

     ii. Σισ κζςεισ τοπικϊν ακροτάτων και το είδοσ τουσ.  

γ) Αν θ    είναι ςυνεχισ ςτο *0,2+ και ιςχφει ότι  ∫   ( )    4
 

 
, να 

υπολογίςετε τθν τιμι   (2). 
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ΘΕΜΑ 10ο 

Ζςτω :f   μία ςυνάρτθςθ για τθν οποία ιςχφει 2( ) 2 ( 1)f x x x    για κάκε 

x .Να αποδείξετε ότι : 

α) (1) 2f  .      

β) 
1

lim ( ) 2
x

f x


 . 

γ) θ f  είναι ςυνεχισ ςτο 1. 

ΘΕΜΑ 11ο 

Ζςτω ςυνάρτθςθ f  παραγωγίςιμθ ςτο , κυρτι που ζχει ςτο ςθμείο τθσ (1,2)

οριηόντια εφαπτομζνθ. 

α) Να αιτιολογιςετε γιατί (1) 0f   . 

β) Να αιτιολογιςετε ότι ( ) 0f x   για κάκε 1x   και ( ) 0f x   για κάκε 1x  . 

γ) Να μελετιςετε τθν f  ωσ προσ τθ μονοτονία και τα ακρότατα. 

ΘΕΜΑ 12ο 

Ζςτω ςυνάρτθςθ f  παραγωγίςιμθ ςτο , κοίλθ που παρουςιάηει ακρότατο για 

1x  . 

α) Να αιτιολογιςετε γιατί (1) 0f   . 

β) Να αιτιολογιςετε ότι ( ) 0f x   για κάκε 1x   και ( ) 0f x   για κάκε 1x  . 

γ) Να μελετιςετε τθν f  ωσ προσ τθ μονοτονία και να βρείτε το είδοσ του 

ακροτάτου ςτο 1. 

ΘΕΜΑ 13ο 

Δίνεται θ ςυνάρτθςθ 
2023 , 0

( )

, 0

x
x

f x x

x






 

 
 

, θ οποία είναι ςυνεχισ ςτο . 

α) Να δείξετε ότι 2022  . 

β) Να βρείτε το lim ( )
x

f x


. 

γ) Να λφςετε τθν εξίςωςθ ( ) 2022f x  . 
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ΘΕΜΑ 14ο 

Δίνονται οι ςυναρτήςεισ  xf e 1 x 1 x 0(x) ln ,       και 3g 1 xx(x) e ,     

α) Να τισ   μελετήςετε ωσ προσ τη μονοτονία και να βρείτε το ςύνολο τιμών τησ f .  

β) Να λύςετε την ανίςωςη 
2

f
e

(x) ln .   

γ) Να αποδείξετε ότι οι γραφικέσ παραςτάςεισ των f, g έχουν μοναδικό κοινό ςημείο. 
δ) Να αποδείξετε ότι:     i. Υπάρχει μοναδικό ox 0  ώςτε f 2o(x ) .        

                                              ii. g ox
o(x ) e   

ΘΕΜΑ 15ο 

 

Στον παρακάτω πίνακα φαίνεται το πρόςημο τησ παραγώγου μιασ ςυνάρτηςησ f 

που είναι παραγωγίςιμη ςτο .  

 

 

 

 

 

 

Αν είναι γνωςτό ότι η f είναι άρτια και επιπλέον ιςχύουν: 

x
flim (x)


        f 0 1( )         και     f x 5( )  

τότε: 

α) Να μελετήςετε τη ςυνάρτηςη ωσ προσ τη μονοτονία και τα ακρότατα. 

β) Να βρείτε το ςύνολο τιμών τησ. 

γ) Να βρείτε το πλήθοσ των ριζών τησ εξίςωςησ f x e( ) .  

ΘΕΜΑ 16ο 

Στο διπλανό ςχήμα δίνεται η γραφική 

παράςταςη fC  τησ ςυνάρτηςησ  

2

1
f x x

x 1
( ) , 


. 

α) Να αιτιολογήςετε γιατί η fC είναι 

ςυμμετρική ωσ προσ τον άξονα y y και 

να βρείτε τισ ςυντεταγμένεσ των 

κορυφών Β, Γ, Δ του ορθογωνίου   

ΑΒΓΔ με τη βοήθεια τησ τετμημένησ 

α α 0,  του ςημείου Α α 0( , ). 

β) Να αποδείξετε ότι το εμβαδόν Ε α( )  του ορθογωνίου ΑΒΓΔ δίνεται από τον τύπο 

2

2α
Ε α α 0

α 1
( ) , 


. 

γ) Να βρείτε για ποια τιμή του α το εμβαδόν του ορθογωνίου ΑΒΓΔ γίνεται μέγιςτο.  

δ) Να εξετάςετε αν υπάρχει θετικόσ αριθμόσ α, ώςτε 
1

Ε α
π

( ) . 

 

 

x              
2  

                         
0  

                      2   

f x( )                    
0  

                       
0  

                    
0  
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ΘΕΜΑ 17ο 

 

Έςτω f 1:( , )   μια παραγωγίςιμη ςυνάρτηςη ώςτε για κάθε x 1 να ιςχύει 

1
xf x f x

2
( ) ( )   και f e 1( ) . 

α) Να βρείτε τον τύπο τησ ςυνάρτηςησ.  

Έςτω f x x x 1( ) ln ,   

β) Να αποδείξετε ότι η ευθεία που διέρχεται από τα ςημεία A e 0( , )  και B e 1( , )

εφάπτεται ςτη γραφική παράςταςη τησ f ςτο Β.  

γ) Να αποδείξετε ότι για κάθε x 1 ιςχύει 2 21 1
f x 1 f x

x 1 x
( ) ( )   


. 

δ) Να βρείτε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τισ γραφικέσ παραςτάςεισ 

των ςυναρτήςεων f ,  
1

g x
2 x

( )
ln

  και τισ κατακόρυφεσ ευθείεσ 4x e x e,  . 

 

ΘΕΜΑ 18ο 

Ζςτω f :   μια ςυνεχισ και γνθςίωσ αφξουςα ςυνάρτθςθ και α, β πραγματικοί 
αρικμοί με α β  ϊςτε  2f α β 3( ) f( )    

α) Να διατάξετε από το μικρότερο προσ το μεγαλφτερο τουσ αρικμοφσ 
f α β και 1( ), f( ) . 

β) Να υπολογίςετε το όριο  
x

f β ημ

x 1

( )x | x x|
lim


 


  

γ)  i. Να αποδείξετε ότι υπάρχει ox   ϊςτε f 1o(x )  , 

 

      ii. Να λφςετε τθν εξίςωςθ      x 1 1 3
of e f 1 f 3 x x( ) x        

δ) Να αποδείξετε ότι θ εξίςωςθ  
f 1 1 f 2β

12
x α x β

(x) ( x)  
 

 
 

ζχει ρίηα ςτο διάςτθμα α β( , ) . 

 

ΘΕΜΑ 19ο 

Δίνεται θ ςυνάρτθςθ 
3

( )
6

x x
f x e  . Να αποδείξετε ότι  

α) θ f   είναι γνθςίωσ αφξουςα ςτο . 

β) θ f  ζχει ζνα ακριβϊσ ςθμείο καμπισ ( , ( ))o ox f x  με 
1

( 1, )
2

ox     που 

βρίςκεται ςτο 2ο τεταρτθμόριο. 

γ) θ εφαπτομζνθ ςτο   ζχει εξίςωςθ 
2 3

2( )
2 3

o o

x x
y x x x x 

      . 

δ) 
2 31 1

6 2 3

x x

e

    . 



3ο ΠΡΟΣΤΠΟ ΛΤΚΕΙΟ ΙΛΙΟΤ 
 

Επιμζλεια : Άρθσ Αεράκθσ 

ΘΕΜΑ 20ο 

 

Σα άκρα ( ( ),0)x t  και (0, ( ))y t  ενόσ ευκφγραμμου τμιματοσ   μικουσ 5 

μονάδων, ολιςκαίνουν ςτουσ άξονεσ x  και y  ενόσ ορκοκανονικοφ ςυςτιματοσ,  

με φορά προσ τα δεξιά και προσ τα κάτω αντίςτοιχα, όπωσ δείχνουν τα βζλθ ςτο 

παρακάτω ςχιμα. Σθ χρονικι ςτιγμι 0t   είναι 3  και τθ χρονικι ςτιγμι 2t   

είναι 5  όπου και τα ακινθτοποιοφνται. Οι ςυναρτιςεισ ( )x t , ( )y t  είναι 

παραγωγίςιμεσ. 

α) Να αποδείξετε ότι υπάρχει χρονικι ςτιγμι (0,5)t   όπου το ςθμείο   κινείται 

με ρυκμό 1 μονάδα μικουσ ανά μονάδα χρόνου, δθλαδι ίςο με τθ μζςθ ταχφτθτα 

του κατά το χρονικό διάςτθμα *0,5+. 

β) Αν είναι γνωςτό ότι τθ χρονικι ςτιγμι t  είναι 4 , να βρείτε το ρυκμό με τον 

οποίο κινείται το ςθμείο   τθ χρονικι ςτιγμι t . 

γ) Ζςτω ότι το ςθμείο   κινείται με ςτακερό ρυκμό. Να αποδείξετε ότι  

i. ( ) 3x t t  , [0,5]t . 

ii. το εμβαδόν του τριγϊνου   γίνεται μζγιςτο όταν αυτό γίνεται ιςοςκελζσ.  
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ΘΕΜΑ 21ο 

 

Ζςτω ςυνάρτθςθ g  παραγωγίςιμθ ςτο  με   0g x 
 
για κάκε x , (0) 1g   και 

2 3(1 ) ( ) 2 ( ) 0x g x xg x    για κάκε x . 

α) Να αποδείξετε ότι   0g x   για κάκε x . 

β) Να μελετιςετε τθν g  ωσ προσ τθ μονοτονία και τα ακρότατα . 

γ) Να αποδείξετε ότι 2

2

1
2ln(1 ) 1

( )
x

g x
    για κάκε x .και κατόπιν να βρείτε 

τον τφπο τθσ g . 

δ) Να υπολογίςετε το 
1

2

0

( ) ln( 1)g x x dx   . 

 

ΘΕΜΑ 22ο 

Δίνεται θ ςυνάρτθςθ ( ) lnf x x  και το ςθμείο (0,2) . Αν ( ,ln )x x  με 0x   

τυχαίο ςθμείο τθσ 
fC

 
και ( ,ln )x x   με 0x   το ςθμείο εκείνο τθσ 

fC  που 

απζχει τθν ελάχιςτθ απόςταςθ από το ςθμείο  , να αποδείξετε ότι:  

α) θ απόςταςθ   ςυναρτιςει του 0x   είναι 2 2( ) ln 4ln 4d x x x x    . 

β) 2 ln 2 0x x    . 

γ) θ εφαπτομζνθ τθσ 
fC  ςτο Μ  

i. είναι κάκετθ ςτθν ΑΜ. 

ii. τζμνει τον άξονα xx΄  ςτο ςθμείο 3( ,0)o ox x . 

 

ΘΕΜΑ 23ο 

Δίνεται θ ςυνάρτθςθ ( ) lnxf x e x  . Να αποδείξετε ότι  

α) θ f  είναι κυρτι. 

β) θ f  παρουςιάηει ολικό ελάχιςτο ςε κάποιο 
1

( ,1)
2

ox   το οποίο είναι μοναδικό. 

γ) το ολικό ελάχιςτο είναι το 
1

o

o

x
x
  .  

δ) θ εξίςωςθ ( ) 2f x   είναι αδφνατθ. 



3ο ΠΡΟΣΤΠΟ ΛΤΚΕΙΟ ΙΛΙΟΤ 
 

Επιμζλεια : Άρθσ Αεράκθσ 

ΘΕΜΑ 24ο 

Δίνεται θ ςυνάρτθςθ ( ) ln , 0   xf x e x x x  όπου  . Αν ιςχφει 

1ee e e     , να αποδείξετε ότι : 

α) θ f  είναι κυρτι.  

β) υπάρχει ακριβϊσ ζνα (1, )ox e  με ( ) 0f x  .  

γ) για τθν f   ιςχφουν οι υποκζςεισ του κεωριματοσ Bolzano ςτο [1, ]e . 

δ) θ f  παρουςιάηει ολικό ακρότατο ςτο 
ox  που είναι το (1 ) 1 lnox

o oe x x   . 

ΘΕΜΑ 25ο 

Ζςτω ςυνάρτθςθ :f   παραγωγίςιμθ, για τθν οποία ιςχφει 2( ) 1f x x x  

για κάκε x . 

α)  i. Να υπολογίςετε το 
( )

lim
x

f x

x
. 

ii. Να αποδείξετε ότι θ ςυνάρτθςθ f  δεν ζχει αςφμπτωτεσ. 

iii. Να αποδείξετε ότι 
3

( )
4

f x   για κάκε x . 

β) Αν επιπλζον (1) 1f   και 
1 3

2 4

 
 

 
f  να αποδείξετε ότι: 

i. 
1

0
2

 
  
 

f .           ii. θ f  δεν είναι κοίλθ. 

ΘΕΜΑ 26ο 

Ζςτω ςυνάρτθςθ :f   παραγωγίςιμθ με ςυνεχι παράγωγο, και θ ςυνάρτθςθ 

2( ) ( 1) ( )g x x f x   για τθν οποία ιςχφει ( ) 0g x   για κάκε x . Να αποδείξετε 

ότι: 

α) θ g  παρουςιάηει ελάχιςτο για 1x   και για 1x    και ςτθ ςυνζχεια ότι 

(1) ( 1) 0f f   . 

β) (1) 0f    και ( 1) 0f    . 

γ) θ f  δεν είναι κοίλθ. 

δ) 
1

3

1

( 3 ) ( ) 0x x f x dx


  . 
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ΘΕΜΑ 27ο 

Ζςτω ςυνάρτθςθ :f   παραγωγίςιμθ με ςυνεχι παράγωγο για τθν οποία 

ιςχφει ότι ( ) ( )f x f x  , για κάκε x  και (0) 0f  . Ζςτω επίςθσ θ ςυνάρτθςθ 

( ) ( )xg x e f x . 

α) Να αποδείξετε ότι θ ςυνάρτθςθ g  είναι γνθςίωσ αφξουςα ςτο . 

β) Να αποδείξετε ότι ( ) 0f x   για κάκε 0x   και ( ) 0f x   για κάκε 0x  . 

γ) Να λφςετε τθν εξίςωςθ ( 1) ( 1)f x f x    . 

δ) Αν   το εμβαδόν που περικλείεται από τθ γραφικι παράςταςθ τθσ f  τον άξονα 

x x  και τισ ευκείεσ 0x   και 1x  , να αποδείξετε ότι (1)f  . 

ΘΕΜΑ 28ο 

Ζςτω f:  μια  παραγωγίςιμθ ςυνάρτθςθ για τθν οποία  f(0) 1 και για κάκε 

x ιςχφει      2f(x) 2x f (x) x  

α) Να αποδείξετε ότι αν   2g(x) f(x) x , τότε ιςχφει 

i.  g (x) g(x)  για κάκε x   

ii.   x 2f(x) e x , x    

β) Να αποδείξετε ότι  

i. Τπάρχει μοναδικό ςθμείο  o o oM(x , f(x )), x ( 1, 0)  ςτο οποίο θ εφαπτομζνθ 

τθσ fC είναι οριηόντια.  

ii. H f παρουςιάηει ελάχιςτο ςτο ox  και για τθν ελάχιςτθ τιμι m τθσ ςυνάρτθςθσ 

ιςχφει   1e m 2 . 

ΘΕΜΑ 29ο 

Δίνονται οι ςυναρτιςεισ   2f(x) ln x και g(x) lnx, x 0 . 

α) Να μελετιςετε τθν f  ωσ προσ τθ μονοτονία, τα ακρότατα, κυρτότθτα και τα 

ςθμεία καμπισ. 

β) Να βρείτε, αν υπάρχουν, τισ αςφμπτωτζσ τθσ fC  και να ςχεδιάςετε τισ f gC , C . 

γ)Η ευκεία   x α, 1 α e τζμνει τισ f gC , C  ςτα ςθμεία Α, Β . 

i. Να βρείτε για ποια τιμι του α το μικοσ του τμιματοσ ΑΒ γίνεται μζγιςτο.  

ii. Να αποδείξετε ότι όταν το τμιμα ΑΒ είναι μζγιςτο, τότε  οι εφαπτόμενεσ των 

f gC , C ςτα Α, Β είναι μεταξφ τουσ παράλλθλεσ. 



3ο ΠΡΟΣΤΠΟ ΛΤΚΕΙΟ ΙΛΙΟΤ 
 

Επιμζλεια : Άρθσ Αεράκθσ 

ΘΕΜΑ 30ο 

Για μια ςυνεχι ςυνάρτθςθ  : 1,f     ιςχφουν: 

      
2 2 1f x x x x   , για κάκε  1,x   , 

  1 1f    και 
1 1

2 2
f
 
  
 

. 

α) Αν    g x f x x  ,  1,x    τότε  

i. Να βρείτε τισ λφςεισ τθσ εξίςωςθσ   0g x  . 

ii. Να αποδείξετε ότι   0g x   για κάκε  1,0x   και    0g x   για κάκε 

 0,x  . 

β) Να αποδείξετε ότι    1 1 , 1f x x x x     .                                                                             

γ) Αν θ ςυνάρτθςθ f  είναι κυρτι τότε να αποδείξετε ότι θ 

       1 , 1,h x f x f x x       είναι γνθςίωσ αφξουςα και ζπειτα ότι 

         
2024 2024

2023 2023
1 2 1f x f x dx f x f x dx       . 

 


