
Η έννοια ηος οπίος  ζηο  
ox   

Γιαιζθηηικόρ οπιζμόρ οπίος ζηο x 0
 

Όηαλ νη ηηκέο κηαο ζπλάξηεζεο  f  πξνζεγγίδνπλ όζν ζέινπκε έλαλ 

πξαγκαηηθό αξηζκό  , θαζώο ην x πξνζεγγίδεη κε νπνηνλδήπνηε ηξόπν ηνλ 

αξηζκό 0x , ηόηε γξάθνπκε  


)(lim
0

xf
xx

  θαη δηαβάδνπκε “ην όξην ηεο )(xf , όηαλ 

ην x ηείλεη ζην 0x , είλαη  ”    ή  “ην όξην ηεο )(xf  ζην 0x  είλαη  ”. 
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Απνδεηθλύεηαη όηη, αλ κηα ζπλάξηεζε  f  έρεη όξην ζην 0x , ηόηε απηό είλαη 

κνλαδηθό θαη ζπκβνιίδεηαη, όπσο είδακε, κε )(lim
0

xf
xx

. ΢ηε ζπλέρεηα, όηαλ 

γξάθνπκε 


)(lim
0

xf
xx

, ζα ελλννύκε όηη ππάξρεη ην όξην ηεο  f  ζην 0x  θαη είλαη 

ίζν κε  . ΢πλέπεηα ηνπ παξαπάλσ νξηζκνύ είλαη νη αθόινπζεο ηζνδπλακίεο:  

(α)  


)(lim
0

xf
xx

       0))((lim
0




xf
xx

 

(β)  


)(lim
0

xf
xx

        


)(lim 0
0

hxf
h

 

(γ) 
0

0lim ( ) , 0
x x

f x x


       0
1

lim ( )
h

f x h


  

Πλεςπικά  όπια   

— ΄Οηαλ νη ηηκέο κηαο ζπλάξηεζεο f  πξνζεγγίδνπλ όζν ζέινπκε ηνλ 

πξαγκαηηθό αξηζκό 1 , θαζώο ην x πξνζεγγίδεη ην 0x  από κηθξόηεξεο ηηκέο 

)( 0xx  , ηόηε γξάθνπκε:        1)(lim
0




xf
xx

     θαη δηαβάδνπκε:   “ην όξην ηεο 

)(xf , όηαλ ην x ηείλεη ζην 0x  από ηα αξηζηεξά, είλαη 1 ”. 

— ΄Οηαλ νη ηηκέο κηαο ζπλάξηεζεο f πξνζεγγίδνπλ όζν ζέινπκε ηνλ 

πξαγκαηηθό αξηζκό 2 , θαζώο ην x πξνζεγγίδεη ην 0x  από κεγαιύηεξεο ηηκέο 

)( 0xx  , ηόηε γξάθνπκε:    2

0

)(lim 


xf
xx

    θαη δηαβάδνπκε:   “ην όξην ηεο )(xf , 

όηαλ ην x ηείλεη ζην 0x  από ηα δεμηά, είλαη 2 ”. 
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Σνπο αξηζκνύο )(lim
0

1 xf
xx 

  θαη )(lim
0

2 xf
xx 

  ηνπο ιέκε πλεςπικά όπια ηεο  f  ζην 0x  

θαη ζπγθεθξηκέλα ην 1  απιζηεπό όπιο ηεο  f  ζην 0x , ελώ ην 2  δεξιό όπιο ηεο  f  

ζην 0x .    Απνδεηθλύεηαη όηη: 

Αλ κηα ζπλάξηεζε f είλαη νξηζκέλε ζε έλα ζύλνιν ηεο κνξθήο ),(),( 00 βxxα  , 

ηόηε ηζρύεη ε ηζνδπλακία: 




)(lim
0

xf
xx

       


)(lim)(lim
00

xfxf
xxxx

 

 Αλ κηα ζπλάξηεζε  f  είλαη νξηζκέλε ζε έλα 

δηάζηεκα ηεο κνξθήο ),( 0 βx , αιιά δελ νξίδεηαη ζε 

δηάζηεκα ηεο κνξθήο ),( 0xα , ηόηε νξίδνπκε:  

)(lim)(lim
0

0

xfxf
xxxx 

 . 

Γηα παξάδεηγκα,   0limlim
00




xx
xx

   (΢ρ. 44) 

 Αλ κηα ζπλάξηεζε f είλαη νξηζκέλε ζε έλα 

δηάζηεκα ηεο κνξθήο ),( 0xα , αιιά δελ νξίδεηαη ζε 

δηάζηεκα ηεο κνξθήο ),( 0 βx , ηόηε νξίδνπκε:  

)(lim)(lim
00

xfxf
xxxx 

 . 

Γηα παξάδεηγκα,  0limlim
00




xx
xx

  (΢ρ. 45) 

Παπαηηπήζειρ   

1. Η  έλλνηα  ηνπ  νξίνπ  είλαη  ηαπηόζεκε  κε  ηελ  έλλνηα  ηνπ  πξνζεγγίδσ ,  ηνπ  

πιεζηάδσ  ,  ηνπ  ηείλσ . Όηαλ   ιέκε  όηη  ην   ρ  ηείλεη  ζην    θαη  

ζπκβνιίδνπκε      ,  ελλννύκε  όηη  ην  ρ  πιεζηάδεη  ην     θαηά  

νπνηνδήπνηε  ηξόπν  δειαδή  ην  ρ   κπνξεί  λα πάξεη  ηηκέο  πνιύ  θνληά  ζην     

(  είηε  ιίγν  κηθξόηεξεο , είηε  ιίγν  κεγαιύηεξεο είηε  θαη  ηα  δύν )  ρσξίο  όκσο  

πνηέ  λα  γίλεη  ίζν  κε    . Όηαλ  ιέκε  όηη  ην  όξην  ηεο  f  ζην     είλαη  ι  θαη  

γξάθνπκε  lim ( )
x

f


 


   ελλννύκε  όηη  ην  f(ρ) πιεζηάδεη  ηνλ  αξηζκό  ι  ρσξίο  

πνηέ  θαη  απηό  λα  γίλεη  ίζν  κε  ι .Δειαδή  ην  lim ( )
x

f


 


  ζεκαίλεη  όηη  

( )f     θαη  όρη  όηη  ( )f    

2. Γηα λα αλαδεηήζνπκε ην όξην ηεο  f  ζην 0x , πξέπεη ε  f  λα νξίδεηαη όζν 

ζέινπκε “θνληά ζην 0x ”, δειαδή ε  f  λα είλαη νξηζκέλε ζ‟ έλα ζύλνιν ηεο 

κνξθήο     ),(),( 00 βxxα       ή     ),( 0xα      ή     ),( 0 βx  (Απνδεηθλύεηαη όηη ην 

)(lim
0

xf
xx

 είλαη αλεμάξηεην ησλ άθξσλ βα,  ησλ δηαζηεκάησλ ),( 0xα  θαη 

),( 0 βx  ζηα νπνία ζεσξνύκε όηη είλαη νξηζκέλε ε  f ). 

3. Σν 0x  κπνξεί λα αλήθεη ζην πεδίν νξηζκνύ ηεο ζπλάξηεζεο  ή λα κελ 

αλήθεη ζ‟ απηό . Δελ  καο  ελδηαθέξεη  δειαδή  αλ  ε  f   νξίδεηαη  ζην ρρ , 

αξθεί  λα  νξίδεηαη  όζν  θνληά  ζέινπκε  ζην ρν  δειαδή λα  είλαη  

νξηζκέλε  ζε  ζύλνια  ηεο  κνξθήο  ηεο  πξνεγνύκελεο  παξαηήξεζεο  
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4. Σν  όξην  κηαο   ζπλάξηεζεο  ζην  ρν  δελ  ππάξρεη  πάληα  όπσο ζηελ 

πεξίπησζε  πνπ  ηα  πιεπξηθά  όξηα  ππάξρνπλ  θαη  είλαη  δηαθνξεηηθά .  

     Αλ  όκσο  ππάξρεη είλαη  κνλαδηθό  

5. Η ηηκή ηεο  f  ζην 0x , όηαλ ππάξρεη, κπνξεί λα είλαη ίζε κε ην όξηό ηεο ζην 0x   ή 

δηαθνξεηηθή από απηό. Δειαδή  αλ  lim ( )
x

f


 


   ηόηε  κπνξεί  λα  είλαη  

( )f    ,  κπνξεί  θαη   ( )f     , κπνξεί  θαη  λα  κελ  νξίδεηαη  θαλ  ην  

( )f    ζηελ πεξίπησζε  πνπ  ην     δελ  αλήθεη  ζην πεδίν  νξηζκνύ  ηεο  f . 

 

΢ΤΜΒΑ΢Η 

΢ηε ζπλέρεηα, όηαλ ιέκε όηη κηα ζπλάξηεζε  f  έρεη κονηά ζηο 0x  κηα 

ηδηόηεηα Ρ ζα ελλννύκε όηη ηζρύεη κηα από ηηο παξαθάησ ηξεηο ζπλζήθεο:  

α) Η  f  είλαη νξηζκέλε ζε έλα ζύλνιν ηεο κνξθήο ),(),( 00 βxxα   θαη ζην 

ζύλνιν απηό έρεη ηελ ηδηόηεηα Ρ. 

β) Η  f  είλαη νξηζκέλε ζε έλα ζύλνιν ηεο κνξθήο ),( 0xα , έρεη ζ‟ απηό ηελ 

ηδηόηεηα Ρ, αιιά δελ νξίδεηαη ζε ζύλνιν ηεο κνξθήο ),( 0 βx . 

γ) Η  f  είλαη νξηζκέλε ζε έλα ζύλνιν ηεο κνξθήο ),( 0 βx , έρεη ζ‟ απηό ηελ 

ηδηόηεηα Ρ, αιιά δελ νξίδεηαη ζε ζύλνιν ηεο κνξθήο ),( 0xα . 

 

 Γπαθική  επμηνεία   
 

 
 



 Δελ έρεη λόεκα λα αλαδεηήζνπκε ην όξην ηεο  f  αλ απηή δελ νξίδεηαη όζν θνληά 

ζην   ζέινπκε δειαδή δελ νξίδεηαη ζε  θαλέλα  ζύλνιν  ηεο  κνξθήο  

( , ) ( , ) ( , ) ( , )΄ ΄              

 

Γξαθηθά  έρεη   σο  εμήο  :   

 

 
 

 Αλ ηα  πιεπξηθά  όξηα  ηεο  f  ζην   
ππάξρνπλ  θαη  είλαη  δηαθνξεηηθά ηόηε 

δελ ππάξρεη  

 

Γξαθηθά  έρεη  σο  εμήο  : 

 

 

Όπιο ηαςηοηικήρ- ζηαθεπήρ ζςνάπηηζηρ 

Με ηε βνήζεηα ηνπ νξηζκνύ ηνπ νξίνπ απνδεηθλύεηαη όηη:  
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cc
xx


 0

lim  0
0

lim xx
xx




 



ΙΓΙΟΣΗΣΔ΢  ΣΩΝ  ΟΡΙΩΝ 

 

Όπιο και διάηαξη 

Γηα ην όξην θαη ηε δηάηαμε απνδεηθλύεηαη όηη ηζρύνπλ ηα παξαθάησ 

ζεσξήκαηα. 

ΘΔΩΡΗΜΑ 1ο 

 Αλ 0)(lim
0




xf
xx

,  ηόηε  0)( xf   θνληά ζην 0x    (΢ρ. 48α) 

 Αλ 0)(lim
0




xf
xx

,  ηόηε 0)( xf    θνληά ζην 0x    (΢ρ. 48β) 
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Παπαηήπηζη   

Σν  αληίζηξνθν  ηνπ  ζεσξήκαηνο  δελ  ηζρύεη .Αθελόο  αλ  0)( xf   θνληά ζην 

0x   δελ  ζεκαίλεη  απαξαίηεηα  όηη  ππάξρεη  θαη  ην  
0

lim ( )
x x

f x


 , αθεηέξνπ  θαη  

αλ  αθόκα  ππάξρεη  δελ  είλαη  ζίγνπξν  όηη  ζα  είλαη  ζεηηθό  , δηόηη  κπνξεί  

λα  είλαη  θαη  κεδέλ  ,  δειαδή   

 

Αλ  0)( xf   θνληά ζην 0x   θαη  ππάξρεη  ην   
0

lim ( )
x x

f x


 ηόηε   
0

lim ( ) 0
x x

f x


   . 

Όκνηα  ,  Αλ  ( ) 0f x    θνληά ζην 0x   θαη  ππάξρεη  ην   
0

lim ( )
x x

f x


 ηόηε   

0

lim ( ) 0
x x

f x


   . 

 

 

 

 



ΘΔΩΡΗΜΑ 2ο 

Αλ νη ζπλαξηήζεηο gf ,  έρνπλ όξην ζην 0x  θαη ηζρύεη )()( xgxf   θνληά ζην 0x , 

ηόηε                     )(lim)(lim
00

xgxf
xxxx 

  
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Παπαηήπηζη   

Αλ  
0 0

lim ( ) lim ( )
x x x x

f x g x
 

   ηόηε  είλαη  θαη   ( ) ( )f x g x  θνληά  ζην  ρν  , αθνύ   

( κε ηε βνήζεηα ηδηνηήησλ πνπ ζα δνύκε παξαθάησ) έρνπκε  :    

0 0

lim ( ) lim ( )
x x x x

f x g x
 

 
0 0 0

lim ( ) lim ( ) 0 lim( ( ) ( )) 0
x x x x x x

f x g x f x g x
  

       

( ) ( ) 0f x g x     θνληά  ζην  ρν  θαη  άξα  ( ) ( )f x g x   θνληά  ζην  ρν   

΢πλεπώο   αλ  lim ( ) lim ( )
o ox x x x

f x g x
 

 , ηόηε   ( ) ( )f x g x   θνληά  ζην  ρν   θαη   

               αλ  lim ( ) lim ( )
o ox x x x

f x g x
 

 , ηόηε   ( ) ( )f x g x   θνληά  ζην  ρν    

 

Όπια και ππάξειρ 

Σα δύν βαζηθά όξηα 0
0

lim xx
xx




, cc
xx


 0

lim  θαη ην ζεώξεκα πνπ αθνινπζεί 

δηεπθνιύλνπλ ηνλ ππνινγηζκό ησλ νξίσλ. 

ΘΔΩΡΗΜΑ 

Αλ ππάξρνπλ ηα όξηα ησλ ζπλαξηήζεσλ  f  θαη g ζην 0x , ηόηε: 

 1.  )(lim)(lim))()((lim
000

xgxfxgxf
xxxxxx 

  

 2.  )(lim))((lim
00

xfκxκf
xxxx 

 ,    γηα θάζε ζηαζεξά κ  

 3.  )(lim)(lim))()((lim
000

xgxfxgxf
xxxxxx 

  

 4.  
)(lim

)(lim

)(

)(
lim

0

0

0 xg

xf

xg

xf

xx

xx

xx






 ,        εθόζνλ 0)(lim

0




xg
xx

 

 5.  )(lim|)(|lim
00

xfxf
xxxx 

  

 6.  k
xx

k

xx
xfxf )(lim)(lim

00 
 ,    εθόζνλ 0)( xf  θνληά ζην 0x . 



Παπαηηπήζειρ  

1. Οη ηδηόηεηεο 1 θαη 3 ηνπ ζεσξήκαηνο ηζρύνπλ θαη γηα πεξηζζόηεξεο από 

δπν ζπλαξηήζεηο. Άκεζε ζπλέπεηα απηνύ είλαη: 

ν

xx

ν

xx
xfxf








)(lim)]([lim
00

,   *ν  

Γηα παξάδεηγκα,  

νν

xx
xx 0

0

lim 


. 

— Έζησ ηώξα ην πνιπώλπκν     01

1

1)( αxαxαxαxP ν

ν

ν

ν  

     θαη   
0x  . 

΢ύκθσλα κε ηηο παξαπάλσ ηδηόηεηεο έρνπκε: )()(lim 0
0

xPxP
xx




. 

— Έζησ ε ξεηή ζπλάξηεζε 
)(

)(
)(

xQ

xP
xf  , όπνπ )(xP , )(xQ  πνιπώλπκα ηνπ x θαη 

0x   κε 0)( 0 xQ . Σόηε  
)(

)(

)(

)(
lim

0

0

0 xQ

xP

xQ

xP

xx



,   εθόζνλ   0)( 0 xQ  

 

2. Όηαλ 
0

lim ( ) 0
x x

g x


 , ηόηε δελ εθαξκόδεηαη ε ηδηόηεηα 4 ηνπ παξαπάλσ 

ζεσξήκαηνο. Όηαλ όκσο  0)(lim
0




xg
xx

  ηόηε  
0

lim ( ) 0
x x

g x


   ή   
0

lim ( ) 0
x x

g x


   

θαη  αληίζηνηρα  ( ) 0g x     ή   ( ) 0g x    θνληά  ζην  ρν δειαδή  ( ) 0g x   

θνληά  ζην  ρν    

 

3. Σα  αληίζηξνθα  ησλ  ηδηνηήησλ  1,2,3,4,5 δελ  ηζρύνπλ  πάληνηε . Μπνξεί  

δειαδή  λα  ππάξρεη  ην  όξην  ηνπ  αζξνίζκαηνο ή  ηνπ  γηλνκέλνπ  δύν  

ζπλαξηήζεσλ  ζην  ρρ  θαη  λα  κελ  ππάξρεη  ην  όξην  ηεο  θάζε  κηαο  

μερσξηζηά  ζην  ρν .  

π.ρ.  ( ) , ( )
x

f x g x x
x

   ,  
0

lim ( ) ( ) 0
x

f x g x


    όκσο  ην  
0

lim ( )
x

f x


  δελ  ππάξρεη  

αθνύ   
0 0 0

lim ( ) lim lim1 1
x x x

x
f x

x    
     θαη  

0 0 0
lim ( ) lim lim( 1) 1
x x x

x
f x

x    


    

 
 

π.ρ.  ( ) , ( )
x x

f x g x
x x

    ,  
0

lim( ( ) ( )) 0
x

f x g x


    όκσο  νύηε ην  
0

lim ( )
x

f x


   

ππάξρεη  νύηε ην  
0

lim ( )
x

g x


    

 

4. Μπνξεί  lim ( )
ox x

f x 


  θαη  λα κελ  ππάξρεη  ην  lim ( )
ox x

f x


    

 

π.ρ.  ( )
x

f x
x

  ,   ππάξρεη  ην   
0 0 0

lim ( ) lim lim 1 1
x x x

x
f x

x  
     όκσο  όπσο  δείμακε  

ην  
0

lim ( )
x

f x


 δελ  ππάξρεη  

 

 



 

Κπιηήπιο παπεμβολήρ 

Τπνζέηνπκε όηη “θνληά ζην 0x ” κηα ζπλάξηεζε  f  “εγθισβίδεηαη” (΢ρ. 50) 

αλάκεζα ζε δύν ζπλαξηήζεηο h θαη g. Αλ, θαζώο ην x ηείλεη ζην 0x , νη g θαη h 

έρνπλ θνηλό όξην  , ηόηε, όπσο θαίλεηαη θαη ζην ζρήκα, ε  f  ζα έρεη ην ίδην 

όξην  . Απηό δίλεη ηελ ηδέα ηνπ παξαθάησ ζεσξήκαηνο πνπ είλαη γλσζηό σο 

κπιηήπιο παπεμβολήρ. 

 O

 

 Ch

 Cf

 Cg

 β α  x0  x

 y
50

 

ΘΔΩΡΗΜΑ 

Έζησ νη ζπλαξηήζεηο hgf ,, . Αλ 

        )()()( xgxfxh   θνληά ζην 0x    θαη      


)(lim)(lim
00

xgxh
xxxx

, 

        ηόηε   θαη  
0

lim ( )
x x

f x


  

 

Παπαηηπήζειρ  

1. Σν  ζεώξεκα  ηζρύεη  θαη  ζηελ  πεξίπησζε  όπνπ  ( ) ( ) ( )h x f x g x    αθνύ  

ην  ζύκβνιν     ηζρύεη  θαη  όηαλ  ηζρύεη  κόλν  ην  <   

2. Με  βάζε  ην  θξηηήξην  παξεκβνιήο  απνδεηθλύεηαη  όηη  

lim ( ) 0 lim ( ) 0
o ox x x x

f x f x
 

    .  Πξάγκαηη  από  ηδηόηεηεο  απνιύησλ  έρνπκε  όηη   

( ) ( ) ( )f x f x f x     νπόηε  αλ   lim ( ) 0
ox x

f x


   είλαη  θαη  lim ( ) 0
ox x

f x


    θαη 

  από  θξηηήξην  παξεκβνιήο   είλαη  θαη lim ( ) 0
ox x

f x


 .  

Αλ  ηώξα  lim ( ) 0
ox x

f x


   από  ηδηόηεηεο  νξίσλ  είλαη  θαη  

lim ( ) lim ( ) 0 0
o ox x x x

f x f x
 

    

3. Με  βάζε  ηώξα  ηελ παξαπάλσ  ηδηόηεηα  πνπ  απνδείμακε  έρνπκε  όηη  

αλ  
2lim ( ) 0

ox x
f x


   ηόηε  από  ηδηόηεηεο  νξίσλ  είλαη  θαη  

2lim ( ) 0 lim ( ) 0 lim ( ) 0
o o ox x x x x x

f x f x f x
  

        ελώ  γεληθά  ηνλίδνπκε  όηη  

κπνξεί  λα   ππάξρεη  ην  
2lim ( )

ox x
f x 


   θαη  λα  κελ  ππάξρεη  ην  lim ( )

ox x
f x


  ή  

θαη  αλ  αθόκα ππάξρεη  λα  κελ  είλαη  ίζν  κε     

 



Tπιγωνομεηπικά όπια 

 

Σν θξηηήξην παξεκβνιήο είλαη πνιύ ρξήζηκν γηα ηνλ ππνινγηζκό νξηζκέλσλ 

ηξηγσλνκεηξηθώλ νξίσλ. Αξρηθά απνδεηθλύεηαη όηη: 

|||εκ| xx  ,   γηα θάζε   x  

(ε ηζόηεηα ηζρύεη κόλν όηαλ 0x )  

 

Με ηε βνήζεηα ηεο παξαπάλσ αληζόηεηαο θαη ηνπ θξηηεξίνπ παξεκβνιήο  

απνδεηθλύεηαη όηη:   α)  0
0

εκεκlim xx
xx




      β)   0
0

ζπλζπλlim xx
xx




    γ)   1
εκ

lim
0


 x

x

x
      

δ)  0
1ζπλ

lim
0




 x

x

x
 

   

Επίζεο  κε  ηε  βνήζεηα  ηνπ  θξηηεξίνπ  παξεκβνιήο  ππνινγίδνπκε  όξηα  ηεο 

κνξθήο  „κεδεληθή επί θξαγκέλε‟ δειαδή  ζπλαξηήζεσλ πνπ  έρνπλ πξνθύςεη  

από  ην  γηλόκελν κηαο  θξαγκέλεο   ζπλάξηεζεο  κε  κία  πνπ  ηείλεη  ζην 0 .  

Φξαγκέλεο  ζπλαξηήζεηο  είλαη  απηέο  γηα  ηηο  νπνίεο  ππάξρνπλ  κ , Μ   έηζη  

ώζηε  ( )f x     γηα  θάζε  ρ fD  , π.ρ.  εκρ , ζπλρ  , εκ ( )g x  , ζπλ ( )g x .  

Σα  όξηα  απηά  ππνινγίδνληαη  απνθιεηζηηθά  κε  θξηηήξην παξεκβνιήο  πνπ  πξέπεη  

πξώηα  λα  δεκηνπξγήζνπκε  εκείο  ζηεξηδόκελνη  ζε  ηδηόηεηεο  απνιύησλ  θαη  

βγάδνπλ  πάληα  0 .  

 

΢πλεπώο  αλ   lim ( ) 0
ox x

f x


      ηόηε     θαη      lim[ ( ) ( )] 0
ox x

f x g x


   ,     

lim[ ( ) ( )] 0
ox x

f x g x


    ( ε πξόηαζε  απηή δελ ρξεζηκνπνηείηαη  ζε  αζθήζεηο , αιιά  

καο  ιέεη  πσο πξέπεη  λα  ηα  αληηκεησπίζνπκε  κε  θξηηήξην παξεκβνιήο)  

Όριο σύνθετης σσνάρτησης 

Με ηηο ηδηόηεηεο πνπ αλαθέξνπκε κέρξη ηώξα κπνξνύκε λα πξνζδηνξίζνπκε 

ηα όξηα απιώλ ζπλαξηήζεσλ. Αλ, όκσο, ζέινπκε λα ππνινγίζνπκε ην

0

lim ( ( ))
x x

f g x


, ηεο ζύλζεηεο ζπλάξηεζεο gf   ζην ζεκείν 0x , ηόηε εξγαδόκαζηε 

σο εμήο: 

1. Θέηνπκε )(xgu  . 

2. Τπνινγίδνπκε (αλ ππάξρεη) ην )(lim
0

0 xgu
xx

  θαη 

3. Τπνινγίδνπκε (αλ ππάξρεη) ην )(lim 
0

uf
uu

 . 

Απνδεηθλύεηαη όηη, αλ 0)( uxg   θνληά ζην 0x , ηόηε ην δεηνύκελν όξην είλαη ίζν 

κε  , δειαδή ηζρύεη:       )(lim))((lim
00

ufxgf
uuxx 

 . 

ΠΡΟ΢ΟΥΗ 

΢ηε ζπλέρεηα θαη ζε όιε ηελ έθηαζε ηνπ βηβιίνπ ηα όξηα ηεο κνξθήο 

))((lim
0

xgf
xx

 κε ηα νπνία ζα αζρνιεζνύκε ζα είλαη ηέηνηα, ώζηε λα 

ηθαλνπνηείηαη ε ζπλζήθε: “ 0)( uxg   θνληά ζην 0x ” θαη γηα απηό δελ ζα 

ειέγρεηαη.  

 



ΜΗ  ΠΔΠΔΡΑ΢ΜΔΝΟ  ΟΡΙΟ  ΢ΣΟ x 0
 

 

— ΢ην ζρήκα 54 έρνπκε ηε γξαθηθή 

παξάζηαζε κηαο ζπλάξηεζεο  f  θνληά ζην 

0x . Παξαηεξνύκε όηη, θαζώο ην x θηλνύκελν 

κε νπνηνλδήπνηε ηξόπν πάλσ ζηνλ άμνλα xx  

πιεζηάδεη ηνλ πξαγκαηηθό αξηζκό 0x , νη 

ηηκέο )(xf  απμάλνληαη  απεξηόξηζηα θαη 

γίλνληαη κεγαιύηεξεο από νπνηνλδήπνηε 

ζεηηθό αξηζκό Μ. ΢ηελ πεξίπησζε απηή ιέκε 

όηη ε ζπλάξηεζε  f  έρεη ζην 0x  όξην   θαη 

γξάθνπκε            


)(lim
0

xf
xx

. 

 

— ΢ην ζρήκα 55 έρνπκε ηε γξαθηθή 

παξάζηαζε κηαο ζπλάξηεζεο  f  θνληά ζην 

0x . Παξαηεξνύκε όηη, θαζώο ην x θηλνύκελν 

κε νπνηνλδήπνηε ηξόπν πάλσ ζηνλ άμνλα xx  

πιεζηάδεη ηνλ πξαγκαηηθό αξηζκό 0x , νη 

ηηκέο )(xf  ειαηηώλνληαη απεξηόξηζηα θαη 

γίλνληαη κηθξόηεξεο από νπνηνλδήπνηε 

αξλεηηθό αξηζκό M  )0( M . ΢ηελ 

πεξίπησζε απηή ιέκε όηη ε ζπλάξηεζε  f  

έρεη ζην 0x  όξην   θαη γξάθνπκε  


)(lim
0

xf
xx

. 

ΟΡΙ΢ΜΟ΢ 

Έζησ κηα ζπλάξηεζε  f  πνπ είλαη νξηζκέλε ζε έλα ζύλνιν ηεο κνξθήο 

),(),( 00 βxxα  . Οξίδνπκε 

 


)(lim
0

xf
xx

, όηαλ γηα θάζε 0M  ππάξρεη 0δ  ηέηνην, ώζηε γηα θάζε 

),(),( 00 βxxαx  , κε δxx  ||0 0  λα ηζρύεη    Mxf )(  

 


)(lim
0

xf
xx

, όηαλ γηα θάζε 0M  ππάξρεη 0δ  ηέηνην, ώζηε γηα θάζε 

),(),( 00 βxxαx  , κε δxx  ||0 0  λα ηζρύεη    Mxf )(  

Αλάινγνη νξηζκνί κπνξνύλ λα δηαηππσζνύλ όηαλ  0xx  θαη  0xx . 

 (a)

 O

 Cg

 Cf

 x0  x

 y

                          (β)

 O  x0  x

 y 56

 Cg

 Cf

 

 O x0  x  x 

  

 M  

 f (x) 

 x 

 y 54 

 

 O
x0  x x

 -M

 f (x)

 x

 y
55

 



Όπσο ζηελ πεξίπησζε ησλ πεπεξαζκέλσλ νξίσλ έηζη θαη γηα ηα άπεηξα όξηα 

ζπλαξηήζεσλ, πνπ νξίδνληαη ζε έλα ζύλνιν ηεο κνξθήο ),(),( 00 βxxα  , 

ηζρύνπλ  νη παξαθάησ ηζνδπλακίεο:                     

                                     


)(lim)(lim)(lim
000

xfxfxf
xxxxxx

 

                                    


)(lim)(lim)(lim
000

xfxfxf
xxxxxx

. 

Γξαθηθή  εξκελεία  :   

 
 

 

 

Με ηε βνήζεηα ηνπ νξηζκνύ απνδεηθλύνληαη νη παξαθάησ ηδηόηεηεο:  

 

 Αλ 


)(lim
0

xf
xx

, ηόηε 0)( xf  θνληά ζην 0x , ελώ  

    αλ 


)(lim
0

xf
xx

, ηόηε 0)( xf  θνληά ζην 0x . 

 Αλ 


)(lim
0

xf
xx

, ηόηε 


))((lim
0

xf
xx

 ,  ελώ  

    αλ 


)(lim
0

xf
xx

, ηόηε 


))((lim
0

xf
xx

. 

 Αλ 


)(lim
0

xf
xx

 ή  , ηόηε 0
)(

1
lim

0


 xfxx

. 

 Αλ 0)(lim
0




xf
xx

 θαη 0)( xf  θνληά ζην 0x , ηόηε 
 )(

1
lim

0 xfxx
, ελώ         αλ  

0)(lim
0




xf
xx

    θαη 0)( xf    θνληά  ζην  0x ,   ηόηε  
 )(

1
lim

0 xfxx
. 

 Αλ 


)(lim
0

xf
xx

 ή  , ηόηε 


|)(|lim
0

xf
xx

. 

 Αλ 


)(lim
0

xf
xx

, ηόηε 


k

xx
xf )(lim

0

. 

 

 Επίζεο  ηζρύνπλ  θαη νη  παξαθάησ  ηδηόηεηεο  πνπ  κπνξεί  λα  

ρξεζηκνπνηεζνύλ  ρσξίο  απόδεημε 

 

Αλ  ( ) ( )f x g x  θνληά  ζην  ρν   θαη  lim ( )
ox x

f x


    ηόηε  θαη   lim ( )
ox x
g x


   

Αλ  ( ) ( )f x g x  θνληά  ζην  ρν   θαη  lim ( )
ox x
g x


    ηόηε  θαη   lim ( )

ox x
f x


   

 



 ΢ύκθσλα κε ηηο ηδηόηεηεο απηέο έρνπκε: 


 20

1
lim

xx
  θαη  γεληθά  

 ν20

1
lim

xx
,    *       (΢ρ. 57α) 


 xx

1
lim

0

  θαη  γεληθά  


12
0

1
lim

ν
x x

,            ελώ 


 xx

1
lim

0

   θαη γεληθά  


12
0

1
lim

νxx

,         (΢ρ. 57β). 

Επνκέλσο, δελ ππάξρεη ζην κεδέλ ην όξην ηεο 
12

1
)(




νx
xf ,   . 

 

y
x


1
2

 (α)

 O  x

 y

             

 
y

x

1

 (β)

 O  x

 y
57

 

Γελίθεπζε  ησλ  παξαπάλσ  :   

2

1

( )ox x
ox x

 


lim   θαη  γεληθά  
2

1

( )ox x
ox x 

 


lim ,    *       

( )ox x
ox x
 



1
lim   θαη  γεληθά  

2 1( )ox x
ox x  


 



1
lim ,            ελώ 

( )ox x
ox x
 



1
lim    θαη γεληθά  

2 1( )ox x
ox x  


 



1
lim ,          

Επνκέλσο, δελ ππάξρεη ζην ρν ην όξην ηεο 
2 1

1
( )

( )o

f x
x x  




,   . 

 

ΘΔΩΡΗΜΑ 1ο (όπιο αθποίζμαηορ)  

Αλ ζην x0        

ην όξην ηεο  f  είλαη: α α   -   - 

θαη ην όξην ηεο g είλαη:   -   -    -   

ηόηε ην όξην ηεο gf   

είλαη: 

  -   - ; ; 



ΘΔΩΡΗΜΑ 2ο (όπιο γινομένος)  

Αλ ζην  x0

, 

          

ην όξην ηεο  f 

είλαη: 
α>

0 

α<

0 

α>

0 

α<

0 

0 0 + + - - 

θαη ην όξην 

ηεο  g 

είλαη: 

+ + - - + - + - + - 

ηόηε ην όξην 

ηεο 

f·g  είλαη: 

+ - - + ; ; + - - + 

΢ηνπο πίλαθεο ησλ παξαπάλσ ζεσξεκάησλ, όπνπ ππάξρεη εξσηεκαηηθό, 

ζεκαίλεη όηη ην όξην (αλ ππάξρεη) εμαξηάηαη θάζε θνξά από ηηο ζπλαξηήζεηο 

πνπ παίξλνπκε. ΢ηηο πεξηπηώζεηο απηέο ιέκε όηη έρνπκε απποζδιόπιζηη 

μοπθή. Δειαδή, απξνζδηόξηζηεο κνξθέο γηα ηα όξηα αζξνίζκαηνο θαη 

γηλνκέλνπ ζπλαξηήζεσλ είλαη νη:  )()(     θαη   )(0 . 

Επεηδή )( gfgf   θαη 
g

f
g

f 1
 , απξνζδηόξηζηεο κνξθέο γηα ηα όξηα ηεο 

δηαθνξάο θαη ηνπ πειίθνπ ζπλαξηήζεσλ είλαη νη:  )()(  ,   )()(     θαη   

0

0
,   




. 

 

Παπαηηπήζειρ   

 

1. Όηαλ  ιέκε  απξνζδηόξηζηεο  κνξθέο  ελλννύκε  όηη  δελ  είλαη  ζίγνπξν  ηη  

απνηέιεζκα  ζα  δώζνπλ . Δειαδή  κηα  απξνζδηόξηζηε  κνξθή  )()(  , 

κπνξεί  άιινηε  λα  δώζεη  απνηέιεζκα  , άιινηε      θαη  άιινηε  

πξαγκαηηθό  αξηζκό .  

π.ρ. 
3

( )f x
x

   ,   
2

( )g x
x

   κε  
0 0

3
lim ( ) lim
x x

f x
x 

    , 
0 0

2
lim ( ) lim
x x

g x
x 

     

θαη   
( ) ( )

0 0 0

3 2 1
lim( ( ) ( )) lim( ) lim
x x x

f x g x
x x x

  

  
       

 π.ρ. 
3

( ) 5f x
x

    ,   
3

( ) 3g x
x

    κε  
0 0

3
lim ( ) lim(5 )
x x

f x
x 

     , 

0 0

3
lim ( ) lim(3 )
x x

g x
x 

      θαη   

( ) ( )

0 0 0

3 3
lim( ( ) ( )) lim(5 3 ) lim2 2
x x x

f x g x
x x

  

  
        

2. Κάπνηεο  κνξθέο  θαηλνκεληθά  απξνζδηόξηζηεο , δελ  είλαη  ηειηθά  

   

 Π.ρ. 
0 1

0 0 0 0    
 

    



OΡΙΑ  ΢ΤΝΑΡΣΗ΢Η΢  ΢ΣΟ  ΑΠΔΙΡΟ 

 
΢ηα παξαθάησ ζρήκαηα έρνπκε ηηο γξαθηθέο παξαζηάζεηο ηξηώλ ζπλαξηήζεσλ 

hgf ,,  ζε έλα δηάζηεκα ηεο κνξθήο ),( α . 
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Παξαηεξνύκε όηη θαζώο ην x απμάλεηαη απεξηόξηζηα κε νπνηνλδήπνηε ηξόπν, 

— ην )(xf  πξνζεγγίδεη όζν ζέινπκε ηνλ πξαγκαηηθό αξηζκό  . ΢ηελ 

πεξίπησζε απηή ιέκε όηη ε  f  έρεη ζην   όξην ην   θαη γξάθνπκε    



)(lim xf

x
 

— ην )(xg  απμάλεηαη απεξηόξηζηα. ΢ηελ πεξίπησζε απηή ιέκε όηη ε g έρεη ζην 

  όξην ην   θαη γξάθνπκε   


)(lim xg
x

 

— ην )(xh  κεηώλεηαη απεξηόξηζηα. ΢ηελ πεξίπησζε απηή ιέκε όηη ε h έρεη ζην 

  όξην ην   θαη γξάθνπκε      


)(lim xh
x

. 

 

Αλάινγνη νξηζκνί κπνξνύλ λα δηαηππσζνύλ, όηαλ x  γηα κηα ζπλάξηεζε 

πνπ είλαη νξηζκέλε ζε δηάζηεκα ηεο κνξθήο ),( β . ΄Εηζη, γηα ηηο 

ζπλαξηήζεηο hgf ,,  ησλ παξαθάησ ζρεκάησλ έρνπκε: 
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 +
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59

 
 

   


)(lim xf
x

    


)(lim xg
x

     θαη     


)(lim xh
x

. 

ΠΑΡΑΣΗΡΗ΢ΔΙ΢ 

 

1. Από ηα παξαπάλσ πξνθύπηεη όηη γηα λα αλαδεηήζνπκε ην όξην κηαο 

ζπλάξηεζεο  f  ζην  , πξέπεη ε  f  λα είλαη νξηζκέλε ζε δηάζηεκα ηεο 

κνξθήο ),( α .Αληίζηνηρα  γηα  λα αλαδεηήζνπκε ην όξην κηαο ζπλάξηεζεο  

f  ζην  , πξέπεη ε  f  λα είλαη νξηζκέλε ζε δηάζηεκα ηεο κνξθήο ),( β  



2. Πιεπξηθά  όξηα  δελ  ππάξρνπλ  αθνύ  δελ  έρεη   λόεκα  λα  αλαδεηήζνπκε  

όξηα  γηα  x    ή   x    

 Γηα ηνλ ππνινγηζκό ηνπ νξίνπ ζην   ή   ελόο κεγάινπ αξηζκνύ 

ζπλαξηήζεσλ ρξεηαδόκαζηε ηα παξαθάησ βαζηθά όξηα:  




ν

x
xlim                                        θαη              0

1
lim 

 νx x
,      v *  










 πεπιηηόραν,-

άπηιοραν,
lim

ν

ν
x ν

x
               θαη              0

1
lim 

 νx x
,      v * . 

 

 Γηα ηα όξηα ζην  ,   ηζρύνπλ νη γλσζηέο ηδηόηεηεο ησλ νξίσλ ζην 0x  κε 

ηελ πξνϋπόζεζε όηη:    α) νη ζπλαξηήζεηο είλαη νξηζκέλεο ζε θαηάιιεια  

           ζύλνια θαη       β) δελ θαηαιήγνπκε ζε απξνζδηόξηζηε κνξθή.  

Έηζη  γηα  ην  όξην  θαη  δηάηαμε  :  

 

 Αλ lim ( )
x

f x


   ή  lim ( ) 0
x

f x 


   ηόηε  ππάξρεη  αξηζκόο   α < 0  ώζηε  

( ) 0f x    γηα  θάζε  ρ < α  

 Αλ lim ( )
x

f x


   ή  lim ( ) 0
x

f x 


   ηόηε  ππάξρεη  αξηζκόο   α < 0  ώζηε  

( ) 0f x    γηα  θάζε  ρ < α  

 Αλ lim ( )
x

f x


   ή  lim ( ) 0
x

f x 


   ηόηε  ππάξρεη  αξηζκόο    α > 0  ώζηε  

( ) 0f x    γηα  θάζε  ρ > α  

 Αλ lim ( )
x

f x


   ή  lim ( ) 0
x

f x 


   ηόηε  ππάξρεη  αξηζκόο    α > 0  ώζηε  

( ) 0f x    γηα  θάζε  ρ > α  

 

Όπιο πολςωνςμικήρ και πηηήρ ζςνάπηηζηρ 

 

Γηα ηελ πνιπσλπκηθή ζπλάξηεζε 0

1

1)( αxαxαxP ν

ν

ν

ν  

  , κε 0να  ηζρύεη: 

)(lim)(lim ν

ν
xx

xαxP


        θαη       )(lim)(lim ν

ν
xx

xαxP


  

 

Γηα ηε ξεηή ζπλάξηεζε 
01

1

1
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1
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βxβxβxβ

αxαxαxα
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 Αλ βαζκ.Ρ(ρ) > βαζκ ( )Q x  ηόηε  
( )

lim
( )x

P x

Q x



    

 Αλ βαζκ.Ρ(ρ) = βαζκ ( )Q x  ηόηε  *( )
lim

( )x

P x

Q x



   

 Αλ βαζκ.Ρ(ρ) < βαζκ ( )Q x  ηόηε  
( )

lim 0
( )x

P x

Q x
  

όπνπ  Ρ(ρ) , ( )Q x  πνιπώλπκα  . 



Όρια εκθετικής - λογαριθμικής σσνάρτησης 

 

 Αλ 1α  (΢ρ. 60), ηόηε   

0lim 


x

x
α ,                 
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x
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xα
x

loglim
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 Αλ 10  α  (΢ρ. 61), ηόηε 
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Πεπεπαζμένο όπιο ακολοςθίαρ 

 

ΟΡΙ΢ΜΟ΢ 

Ακολοςθία νλνκάδεηαη θάζε πξαγκαηηθή ζπλάξηεζε    
*:  . 

Η εηθόλα )(να  ηεο αθνινπζίαο α ζπκβνιίδεηαη ζπλήζσο κε να , ελώ ε 

αθνινπζία α ζπκβνιίδεηαη κε )( να . Γηα παξάδεηγκα, ε ζπλάξηεζε 
ν

αν

1
 , 

*   είλαη κηα αθνινπζία. 

Επεηδή ην πεδίν νξηζκνύ θάζε αθνινπζίαο, είλαη ην 
* {1, 2, 3, 4, ...} , έρεη 

λόεκα λα κειεηήζνπκε ηε ζπκπεξηθνξά ηεο γηα πνιύ κεγάιεο ηηκέο ηνπ ν, 

δειαδή όηαλ ν . 

ΟΡΙ΢ΜΟ΢ 

Θα ιέκε όηη ε αθνινπζία )( να  έρεη όξην ην   θαη ζα γξάθνπκε lim 





 , 

όηαλ γηα θάζε 0ε , ππάξρεη 
*

0   ηέηνην, ώζηε γηα θάζε 0νν   λα ηζρύεη 

εαν  ||   

Οη γλσζηέο ηδηόηεηεο ησλ νξίσλ ζπλαξηήζεσλ όηαλ x , πνπ κειεηήζακε 

ζηα πξνεγνύκελα, ηζρύνπλ θαη γηα ηηο αθνινπζίεο. Με ηε βνήζεηα ησλ 

ηδηνηήησλ απηώλ κπνξνύκε λα ππνινγίδνπκε όξηα αθνινπζηώλ. 

Γηα παξάδεηγκα,    
2
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2

2
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2
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