
ΓΙΑΦΟΡΙΚΟ ΛΟΓΙΜΟ 

 
Η ΔΝΝΟΙΑ ΣΗ ΠΑΡΑΓΩΓΟΤ 

 

Πρόβλημα εφαπτομένης 

 

Είλαη γλσζηφ απφ ηελ Επθιείδεηα Γεσκεηξία φηη 

εθαπηνκέλε ελφο θχθινπ ζε έλα ζεκείν ηνπ Α 

νλνκάδνπκε ηελ επζεία ε νπνία έρεη κε ηνλ θχθιν 

έλα κφλν θνηλφ ζεκείν, ην Α. Ο νξηζκφο απηφο δελ 

κπνξεί λα γεληθεπηεί γηα νπνηαδήπνηε θακπχιε, 

γηαηί, κε έλαλ ηέηνην νξηζκφ ε παξαβνιή 2xy   ζα 

είρε ζην ζεκείν )1,1(A  δχν εθαπηφκελεο ε θαη ζ 

 

(Σρ. 4α), ελψ ε 3xy   δελ ζα είρε ζην ζεκείν )1,1(A  θακία εθαπηνκέλε (Σρ. 4β).  
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Επνκέλσο, πξέπεη λα αλαδεηήζνπκε έλαλ άιινλ νξηζκφ ηεο εθαπηνκέλεο ηνπ 

θχθινπ, ν νπνίνο λα κπνξεί λα γεληθεπηεί γηα φιεο ηηο θακπχιεο.  

Θεσξνχκε, ινηπφλ, έλα άιιν ζεκείν Μ ηνπ 

θχθινπ (Σρ. 5). Τα ζεκεία MA,  νξίδνπλ κηα 

ηέκλνπζα ηνπ θχθινπ, ηελ επζεία AM . Καζψο 

ην ζεκείν Μ, θηλνχκελν πάλσ ζηνλ θχθιν 

πιεζηάδεη ζην Α, ε ηέκλνπζα ΑΜ θαίλεηαη λα 

έρεη σο “νξηαθή ζέζε” ηελ εθαπηνκέλε ηνπ 

θχθινπ ζην Α. 

Τε δηαπίζησζε απηή ζα δνχκε, ηψξα, πσο 

κπνξνχκε λα ηελ αμηνπνηήζνπκε γηα λα 

νξίζνπκε ηελ εθαπηνκέλε ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο κηαο ζπλάξηεζεο ζε έλα ζεκείν 

ηεο.  
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 Έζησ f  κία ζπλάξηεζε θαη ))(,( 00 xfxA  έλα ζεκείν ηεο γξαθηθήο ηεο παξάζηαζεο. 

 

 

Αλ πάξνπκε έλα αθφκε ζεκείν ))(,( xfxM , 0xx  , ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο  f  

θαη ηελ επζεία ΑΜ πνπ νξίδνπλ ηα ζεκεία Α θαη M, παξαηεξνχκε φηη: 

Καζψο ην x ηείλεη ζην 0x  κε 0xx  , ε ηέκλνπζα ΑΜ θαίλεηαη λα παίξλεη κηα νξηαθή 

ζέζε ε (Σρ. 6α). Τελ ίδηα νξηαθή ζέζε θαίλεηαη λα παίξλεη θαη φηαλ ην x ηείλεη ζην 0x  

κε 0xx   (Σρ. 6β). Τελ νξηαθή ζέζε ηεο ΑΜ ζα κπνξνχζακε λα ηελ νλνκάζνπκε 

εθαπηνκέλε ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο  f  ζην Α. Επεηδή ε θιίζε ηεο ηέκλνπζαο 

ΑΜ είλαη ίζε κε 
0

0 )()(

xx

xfxf




, είλαη ινγηθφ λα αλακέλνπκε φηη ε εθαπηνκέλε ηεο fC  

ζην ζεκείν ))(,( 00 xfxA  ζα έρεη θιίζε ην  
0

0 )()(
lim

0 xx

xfxf

xx 
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Έηζη δίλνπκε ηνλ παξαθάησ νξηζκφ. 

ΟΡΙΜΟ 

Έζησ  f  κηα ζπλάξηεζε θαη ))(,( 00 xfxA  έλα ζεκείν ηεο fC . Αλ ππάξρεη ην 

0

0

0

)()(
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xx
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xx 




 θαη είλαη έλαο πξαγκαηηθφο αξηζκφο λ, ηφηε νξίδνπκε σο 

εθαπηνκέλε ηεο fC  ζην ζεκείν ηεο Α, ηελ επζεία ε πνπ δηέξρεηαη απφ ην Α θαη έρεη 

ζπληειεζηή δηεχζπλζεο λ. 

Επνκέλσο, ε εμίζσζε ηεο εθαπηνκέλεο ζην ζεκείν ))(,( 00 xfxA  είλαη 

)()( 00 xxλxfy  ,   φπνπ     
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ΟΡΙΜΟ 

Μηα ζπλάξηεζε f ιέκε φηη είλαη παπαγωγίζιμη ζ’ ένα ζημείο 0x  ηνπ πεδίνπ 

νξηζκνχ ηεο, αλ ππάξρεη ην  
0

0

0

( ) ( )
lim
x x

f x f x

x x




  θαη είλαη πξαγκαηηθφο αξηζκφο. 

Τν φξην απηφ νλνκάδεηαη παπάγωγορ ηηρ f ζηο 0x  θαη ζπκβνιίδεηαη κε )( 0xf  . 

Δειαδή: 
0
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lim)(

0 xx
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Τελ θιίζε )( 0xf   ηεο εθαπηνκέλεο ε ζην ))(,( 00 xfxA  ζα ηε ιέκε θαη κλίζη ηηρ fC  

ζηο Α ή κλίζη ηηρ  f  ζηο 0x . 
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 Αλ, ηψξα, ζηελ ηζφηεηα 
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 ζέζνπκε hxx  0 , ηφηε έρνπκε 
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0 0, 0x x h x   , 

ηφηε έρνπκε      
1 ( 1)h

o

f x h f x
f x

x h


 



0 0
0

( ) ( )
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Πνιιέο θνξέο ην 0xxh   ζπκβνιίδεηαη κε xΔ , ελψ ην  )()( 00 xfhxf  

)()( 00 xfxΔxf    ζπκβνιίδεηαη κε )( 0xfΔ , νπφηε ν παξαπάλσ ηχπνο 

γξάθεηαη:
Δx

xΔf
xf

Δx

)(
lim)( 0

0
0


 . Η ηειεπηαία ηζφηεηα νδήγεζε ην Leibniz λα 

ζπκβνιίζεη ηελ παξάγσγν ζην 0x  κε 
dx

xdf )( 0  ή 
0

)(
xx

dx

xdf


. Ο ζπκβνιηζκφο )( 0xf   είλαη 

κεηαγελέζηεξνο θαη νθείιεηαη ζηνλ Lagrange. 

Είλαη θαλεξφ φηη, αλ ην 0x  είλαη εζσηεξηθφ ζεκείν ελφο δηαζηήκαηνο ηνπ πεδίνπ 

νξηζκνχ ηεο  f, ηφηε: 

Η  f  είλαη παξαγσγίζηκε ζην 0x , αλ θαη κφλν αλ ππάξρνπλ ζην   ηα φξηα 
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     θαη είλαη ίζα. 

 

 Μηα  ζπλάξηεζε   f    δελ  ζα  είλαη παξαγσγίζηκε  ζην  ζεκείν  ρν ηνπ  πεδίνπ  

νξηζκνχ  ηεο  ,  αλ  ην  
0
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lim
x x

f x f x
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δελ  ππάξρεη  ή  ππάξρεη  αιιά  δελ  είλαη  

πεπεξαζκέλν . Γξαθηθά  απηφ  ζεκαίλεη  ην  ζεκείν  (ρν , f(ρν) είλαη  έλα  γσληαθφ 

ζεκείν   ή   ζεκείν  αζπλέρεηαο   

 
ΥΟΛΙΑ 

 Η ζηηγκηαία ηαρχηεηα ελφο θηλεηνχ, ηε ρξνληθή ζηηγκή 0t , είλαη ε παξάγσγνο ηεο 

ζπλάξηεζεο ζέζεο )(tSx   ηε ρξνληθή ζηηγκή 0t . Δειαδή, είλαη )()( 00 tStυ  . 

 Ο ζπληειεζηήο δηεχζπλζεο ηεο εθαπηνκέλεο ε ηεο fC  κηαο παξαγσγίζηκεο 

ζπλάξηεζεο  f, ζην ζεκείν ))(,( 00 xfxA  είλαη ε παξάγσγνο ηεο  f ζην 0x . Δειαδή, είλαη 

)( 0xfλ  , νπφηε ε εμίζσζε ηεο  ε φ α π τ ο μ έ ν η ς  ε  είλαη: ))(()( 000 xxxfxfy   



Παράγωγος και σσνέτεια 

Έζησ ε ζπλάξηεζε ||)( xxf  . Η  f  είλαη ζπλερήο ζην 

00 x , αιιά δελ είλαη παξαγσγίζηκε ζ’ απηφ, αθνχ 
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Παξαηεξνχκε, δειαδή, φηη κηα ζπλάξηεζε  f  κπνξεί λα είλαη ζπλερήο ζ’ έλα ζεκείν 

0x  ρσξίο λα είλαη παξαγσγίζηκε ζ’ απηφ. Αλ, φκσο, ε  f  είλαη παξαγσγίζηκε ζην 0x , 

ηφηε ζα είλαη θαη ζπλερήο ζην 0x , δειαδή ηζρχεη ην παξαθάησ ζεψξεκα: 

ΘΔΩΡΗΜΑ 

Αλ κηα ζπλάξηεζε  f  είλαη παξαγσγίζηκε ζ’ έλα ζεκείν 0x , ηφηε είλαη θαη ζπλερήο 

ζην ζεκείν απηφ. 

 

ΥΟΛΙΟ 

Αλ κηα ζπλάξηεζε  f  δελ είλαη ζπλερήο ζ’ έλα ζεκείν 0x , ηφηε, ζχκθσλα κε ην 

πξνεγνχκελν ζεψξεκα, δελ κπνξεί λα είλαη παξαγσγίζηκε ζην 0x . 

 

ΠΑΡΑΓΩΓΙΙΜΔ  ΤΝΑΡΣΗΔΙ - ΠΑΡΑΓΩΓΟ  ΤΝΑΡΣΗΗ 

 Έζησ f κηα ζπλάξηεζε κε πεδίν νξηζκνχ έλα ζχλνιν Α. Θα ιέκε φηη: 

— H f είλαη παξαγσγίζηκε ζην Α ή, απιά, παπαγωγίζιμη, φηαλ είλαη παξαγσγίζηκε 

ζε θάζε ζεκείν Ax 0 . 

— Η f είλαη παπαγωγίζιμη ζε ένα ανοικηό διάζηημα ),( βα  ηνπ πεδίνπ νξηζκνχ ηεο, 

φηαλ είλαη παξαγσγίζηκε ζε θάζε ζεκείν ),(0 βαx  . 

— Η f είλαη παπαγωγίζιμη ζε ένα κλειζηό διάζηημα ],[ βα  ηνπ πεδίνπ νξηζκνχ ηεο, 

φηαλ είλαη παξαγσγίζηκε ζην ),( βα  θαη επηπιένλ ηζρχεη 
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 Έζησ f κηα ζπλάξηεζε κε πεδίν νξηζκνχ Α θαη 1A  ηo ζχλνιν ησλ ζεκείσλ ηνπ Α 

ζηα νπνία απηή  είλαη παξαγσγίζηκε. Αληηζηνηρίδνληαο θάζε 1Ax  ζην )(xf  , 

νξίδνπκε ηε ζπλάξηεζε    1: ( ),f A R x f x    

ε νπνία νλνκάδεηαη ππώηη παπάγωγορ ηηρ  f  ή απιά παπάγωγορ ηηρ  f. H πξψηε 

παξάγσγνο ηεο  f  ζπκβνιίδεηαη θαη κε 
dx

df
 πνπ δηαβάδεηαη “ληε εθ πξνο ληε ρη”. Γηα 

πξαθηηθνχο ιφγνπο ηελ παξάγσγν ζπλάξηεζε )(xfy   ζα ηε ζπκβνιίδνπκε θαη κε 

))((  xfy . Αλ ππνζέζνπκε φηη ην 1Α  είλαη δηάζηεκα ή έλσζε δηαζηεκάησλ, ηφηε ε 

παξάγσγνο ηεο f  , αλ ππάξρεη, ιέγεηαη δεύηεπη παπάγωγορ ηηρ  f  θαη ζπκβνιίδεηαη 

κε f  . Επαγσγηθά νξίδεηαη ε νιοζηή παπάγωγορ ηηρ  f,  κε 3ν , θαη ζπκβνιίδεηαη 

κε )(νf . Δειαδή   ][ 1)()(  νν ff ,   3ν . 
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 y 14

 



Παράγωγος μερικών βασικών σσναρτήσεων 

 ΄Εζησ ε ζηαζεξή ζπλάξηεζε cxf )( , c . Η ζπλάξηεζε  f  είλαη παξαγσγίζηκε 

ζην  θαη ηζρχεη 0)(  xf , δειαδή   0)( c  

 Έζησ ε ζπλάξηεζε xxf )( . Η ζπλάξηεζε  f  είλαη παξαγσγίζηκε ζην  θαη ηζρχεη 

1)(  xf , δειαδή     1)( x  

 Έζησ ε ζπλάξηεζε νxxf )( , {0, 1}   . Η ζπλάξηεζε  f  είλαη παξαγσγίζηκε 

ζην θαη ηζρχεη 1)(  νxνxf , δειαδή     1)(  νν xνx  

 Έζησ ε ζπλάξηεζε xxf )( . Η ζπλάξηεζε  f  είλαη παξαγσγίζηκε ζην ),0(   θαη 

ηζρχεη 
x

xf
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x
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.  Η xxf )(  δελ είλαη παξαγσγίζηκε  ζην 0.       

 Έζησ ζπλάξηεζε xxf εκ)(  . Η ζπλάξηεζε  f  είλαη παξαγσγίζηκε ζην   θαη ηζρχεη 

xxf ζπλ)(  , δειαδή   xx ζπλ)εκ(   

 Έζησ ε ζπλάξηεζε xxf ζπλ)(  . Η ζπλάξηεζε  f  είλαη παξαγσγίζηκε ζην θαη 

ηζρχεη xxf εκ)(  , δειαδή   xx εκ)ζπλ(   

ΥΟΛΙΟ   
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παξάγσγνο ζην 00 x  ησλ ζπλαξηήζεσλ gf ,  αληηζηνίρσο, αθνχ 
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 Έζησ ε ζπλάξηεζε xexf )( . Απνδεηθλχεηαη φηη ε  f  είλαη παξαγσγίζηκε ζην  

θαη ηζρχεη xexf  )( , δειαδή   xx ee )(  

 Έζησ ε ζπλάξηεζε xxf ln)(  . Απνδεηθλχεηαη φηη ε  f  είλαη παξαγσγίζηκε ζην 

),0(   θαη ηζρχεη 
x

xf
1

)(  , δειαδή  
x

x
1

)(ln   

Πποζοσή  

( ) ( ( ))f x f x     φκσο    ( ) ( ( ))o of x f x     αθνχ  ( )of x   αξηζκφο  νπφηε  

 ( ) 0of x      ελψ   ( )of x   είλαη  ε  παξάγσγνο  ηεο  f   ζην   ox    θαη  δελ  είλαη 

απαξαίηεηα 0 . Με  ιίγα  ιφγηα  πξψηα  παξαγσγίδνπκε  ηελ  f   θαη  κεηά  

αληηθαζηζηνχκε  ην  ox    

π.ρ.  (ln5) 0    θαη  φρη   
1
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  , ( 2) 0   θαη  φρη  
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ΚΑΝΟΝΔ  ΠΑΡΑΓΩΓΙΗ 

Παπάγωγορ αθποίζμαηορ 

Αλ νη ζπλαξηήζεηο gf ,  είλαη παξαγσγίζηκεο ζην 0x , ηφηε ε ζπλάξηεζε gf   είλαη 

παξαγσγίζηκε ζην 0x  θαη ηζρχεη:     )()()()( 000 xgxfxgf   

Αλ νη ζπλαξηήζεηο gf ,  είλαη παξαγσγίζηκεο ζ’ έλα δηάζηεκα Δ, ηφηε γηα θάζε Δx  

ηζρχεη:    )()()()( xgxfxgf  . 

Τν παξαπάλσ ζεψξεκα ηζρχεη θαη γηα πεξηζζφηεξεο απφ δχν ζπλαξηήζεηο. Δειαδή, 

αλ kfff ...,,, 21 , είλαη παξαγσγίζηκεο ζην Δ, ηφηε 

)()()()()( 2121 xfxfxfxfff kk
  . 

 

Παπάγωγορ γινομένος  

Αλ νη ζπλαξηήζεηο gf ,  είλαη παξαγσγίζηκεο ζην 0x , ηφηε θαη ε ζπλάξηεζε gf   

είλαη παξαγσγίζηκε ζην 0x  θαη ηζρχεη:   )()()()()()( 00000 xgxfxgxfxgf   

Αλ νη ζπλαξηήζεηο gf ,  είλαη παξαγσγίζηκεο ζ’ έλα δηάζηεκα Δ, ηφηε γηα θάζε Δx  

ηζρχεη:      )()()()()()( xgxfxgxfxgf  . 

 Τν παξαπάλσ ζεψξεκα επεθηείλεηαη θαη γηα πεξηζζφηεξεο απφ δχν ζπλαξηήζεηο. 

Έηζη, γηα ηξεηο παξαγσγίζηκεο ζπλαξηήζεηο ηζρχεη: 

)()()()()()()()()())()()(( )()(])[( xhxgxfxhxgxfxhxgxfxhxgxf   =        

)()()()()]()()()([ xhxgxfxhxgxfxgxf    )()()()()()()()()( xhxgxfxhxgxfxhxgxf  . 

 Αλ  f  είλαη παξαγσγίζηκε ζπλάξηεζε ζ’ έλα δηάζηεκα Δ θαη c  , επεηδή 

( ) 0c   , ζχκθσλα κε ην ζεψξεκα (2) έρνπκε:     )())(( xfcxcf   

Παπάγωγορ πηλίκος 

Αλ νη ζπλαξηήζεηο gf ,  είλαη παξαγσγίζηκεο ζην 0x  θαη 0)( 0 xg , ηφηε θαη ε 

ζπλάξηεζε 
g

f
 είλαη παξαγσγίζηκε ζην 0x  θαη ηζρχεη: 
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Αλ νη ζπλαξηήζεηο gf ,  είλαη παξαγσγίζηκεο ζ’ έλα δηάζηεκα Δ θαη γηα θάζε Δx  

ηζρχεη 0)( xg , ηφηε γηα θάζε Δx  έρνπκε:   
2)]([

)(()()(
)(

xg

xgx)fxgxf
x

g
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 Έζησ ε ζπλάξηεζε νxxf )( , 
*  . Η ζπλάξηεζε  f  είλαη παξαγσγίζηκε ζην 

*
 θαη ηζρχεη 1)(  νxνxf , δειαδή  1)(   νν xνx  

Είδακε, φκσο, πην πξηλ φηη 1)(  νν xνx , γηα θάζε θπζηθφ 1ν . Επνκέλσο, αλ 

{0, 1}   , ηφηε      1)(  κκ κxx . 



 Έζησ ε ζπλάξηήζε xxf εθ)(  . Η ζπλάξηεζε  f  είλαη παξαγσγίζηκε ζην 

1 { | ζπλ 0}x x    θαη ηζρχεη 
x

xf
2ζπλ

1
)(  , δειαδή  

x
x

2ζπλ

1
)εθ(   

 Έζησ ε ζπλάξηεζε xxf ζθ)(  . Η ζπλάξηεζε  f  είλαη παξαγσγίζηκε ζην 

2 { | εκ 0}x x    θαη ηζρχεη 
x

xf
2εκ

1
)(  , δειαδή   

x
x

2εκ

1
)ζθ(   

Παράγωγος σύνθετης σσνάρτησης 

Αλ ε ζπλάξηεζε g είλαη παξαγσγίζηκε ζην 0x  θαη ε  f  είλαη παξαγσγίζηκε ζην 

)( 0xg , ηφηε ε ζπλάξηεζε gf   είλαη παξαγσγίζηκε ζην 0x  θαη ηζρχεη  

)())(()()( 000 xgxgfxgf   

Γεληθά, αλ κηα ζπλάξηεζε g είλαη παξαγσγίζηκε ζε έλα δηάζηεκα Δ θαη ε  f  είλαη 

παξαγσγίζηκε ζην )(Δg , ηφηε ε ζπλάξηεζε gf   είλαη παξαγσγίζηκε ζην Δ θαη ηζρχεη 

)())(()))((( xgxgfxgf  .      Δειαδή, αλ )(xgu  , ηφηε     uufuf  )())(( . 

Με ην ζπκβνιηζκφ ηνπ Leibniz, αλ )(ufy   θαη )(xgu  , έρνπκε ηνλ ηχπν 

dx

du

du

dy

dx

dy
     πνπ είλαη γλσζηφο σο κανόναρ ηηρ αλςζίδαρ. 

ΠΑΡΑΣΗΡΗΗ 

Τν ζχκβνιν 
dx

dy
 δελ είλαη πειίθν. Σηνλ θαλφλα ηεο αιπζίδαο απιά ζπκπεξηθέξεηαη 

σο πειίθν, πξάγκα πνπ επθνιχλεη ηελ απνκλεκφλεπζε ηνπ θαλφλα. 

 Η ζπλάξηεζε αxxf )( ,    είλαη παξαγσγίζηκε ζην ),0(   θαη ηζρχεη 
1)(  αxαxf , δειαδή   1)(  αα xαx    

   Απνδεηθλχεηαη φηη, γηα 1   ε  f  είλαη παξαγσγίζηκε θαη ζην ζεκείν 
0

0x   

θαη ε παξάγσγφο ηεο είλαη ίζε κε 0, επνκέλσο δίλεηαη απφ ηνλ ίδην ηχπν.  

 Η ζπλάξηεζε xαxf )( , 0α  είλαη παξαγσγίζηκε ζην  θαη ηζρχεη ααxf x ln)(  , 

δειαδή  ααα xx ln)(   

 Η ζπλάξηεζε ||ln)( xxf  , 
*x  είλαη παξαγσγίζηκε ζην 

*
 κε 

x
x

1
)||(ln   

Πποζοσή !  

Αλ  ζπλαξηήζεηο  ,f g   παξαγσγίζηκεο  ζην    Α  θαη  ηζρχεη  ( ) ( )f x g x   γηα  θάζε   

x  ,  ηφηε  είλαη  θαη   ( ) ( )f x g x    γηα  θάζε  x . Με  ιίγα  ιφγηα  κπνξνχκε  

λα  παξαγσγίδνπκε  ηα  κέιε  κηαο  ηζφηεηαο  , εθφζνλ  είλαη  θαη  ηα  δχν  κέιε  

παξαγσγίζηκα . Τν  αληίζηξνθν  φκσο  δελ  ηζρχεη  απαξαίηεηα. Δειαδή  αλ  

( ) ( )f x g x    γηα  θάζε  x , ηφηε   δεν  είλαη  θαη  ( ) ( )f x g x   γηα  θάζε  x  

Επίζεο  δεν  κπνξνχκε  λα  παξαγσγίδνπκε  ηα  κέιε  κηαο  αληζφηεηαο . Δειαδή  αλ  

( ) ( )f x g x   γηα  θάζε  x   ηφηε  αθφκα θαη αλ  ,f g   παξαγσγίζηκεο  ζην    Α  

δεν  ηζρχεη  φηη  ( ) ( )f x g x    γηα  θάζε  x    



 Με  βάζε  ηελ  παξαπάλσ παξαηήξεζε  κπνξνχκε  λα  βξίζθνπκε ηελ παξάγσγν  

ηεο  αληίζηξνθεο  ζπλάξηεζεο  αθφκα  θαη  αλ  δελ  μέξνπκε  ηνλ  ηχπν ηεο  

Έζησ   f   κηα  ζπλάξηεζε νξηζκέλε ζε  έλα  δηάζηεκα Α ,  ε νπνία  είλαη   1-1  θαη  

παξαγσγίζηκε  κε ( ) 0f x   γηα  θάζε  x . Τφηε  νξίδεηαη  ε  αληίζηξνθή  ηεο  
1 : ( )f f    θαη  κε  ηελ  πξνυπφζεζε  φηη είλαη  παξαγσγίζηκε    έρνπκε  φηη 

1

1

1
( ) ( ) , ( )

( ( ))
f x x f

f f x




   


. Πξάγκαηη  γηα  θάζε  ( )x f   ηζρχεη  φηη : 

1( ( ))f f x x    νπφηε  παξαγσγίδνληαο  ηε  ζρέζε  απηή  έρνπκε 

 1 1 1 1

1

1
( ( ( ))) ( ) ( ( )) ( ) 1 ( ) ( ) , ( )

( ( ))
f f x x f f x f x f x x f

f f x

   



          


    

Παπαηηπήζειρ    για  ηη   εθαπηομένη   

Έζησ  κηα   ζπλάξηεζε  f   θαη ))(,( 00 xfxA  έλα  ζεκείν ηεο fC . Αλ  ε   f  είλαη  

παξαγγίζηκε  ζην  ρρ   , ηφηε ε εμίζσζε ηεο εθαπηνκέλεο ζην ζεκείν ))(,( 00 xfxA  είλαη    

(ε) :  ( )oy f x f x x x  0 0( ) ( ) .  

1. Η   (ε)   είλαη  παξάιιειε  ζην  ρρ΄    ( ) 0of x   

2. Η   (ε)   ζρεκαηίδεη  κε   ρρ΄   γσλία     σ 90o   ( )of x    

3. Η   (ε)   ζρεκαηίδεη  κε   ρρ΄  νμεία  γσλία     ( ) 0of x   

4. Η   (ε)   ζρεκαηίδεη  κε   ρρ΄  ακβιεία  γσλία     ( ) 0of x   

5. Η   (ε)   είλαη  παξάιιειε ζηελ  επζεία  ς=ιρ+β    ( )of x    

6. Η   (ε)   είλαη  θάζεηε ζηελ  επζεία  ς=ιρ+β    ( ) 1of x      

7. Η   (ε)   δηέξρεηαη  απφ ηελ  αξρή  ησλ  αμφλσλ   ( ) ( )o o ox f x f x    

8. Σε  αζθήζεηο  φπνπ  δελ  δίλεηαη  ην  ζεκείν  επαθήο , ην  ζεσξνχκε  εκείο  σο  

0 0( , ( ))x f x  , γξάθνπκε  ηελ  εμίζσζε  ηεο  εθαπηνκέλεο  

( )oy f x f x x x  0 0( ) ( )   θαη  απφ  ηηο  απαηηήζεηο  ηνπ  πξνβιήκαηνο  

βξίζθνπκε ηηο  ηηκέο  ηνπ  0x   

9. Έλεγσορ  αν  μια  δοζμένη  εςθεία  εθάπηεηαι  ζηην fC  

Η  επζεία  (ε) ς=ιρ+β    εθάπηεηαη  ηεο  fC   αλ θαη  κφλν  αλ  ππάξρεη  o fx D   

ηέηνην  ψζηε   ( )of x      θαη     0 0( , ( ))x f x    δειαδή  0( ) of x x     

10. Η  fC  εθάπηεηαη ζηνλ  ρρ΄  αλ θαη  κφλν  αλ  ππάξρεη  o fx D   ηέηνην  ψζηε   

( ) 0of x     θαη    0( ) 0f x   

11. Κοινή  εθαπηομένη  ζε  κοινό  ζημείο  δύο  γπαθικών  παπαζηάζεων  

Έζησ  δχν  ζπλαξηήζεηο  ,f g   παξαγσγίζηκεο  ζην    ox  . Οη   ,f gC C   έρνπλ  θνηλή  

εθαπηνκέλε  ζην   θνηλφ  ηνπο  ζεκείν  κε  ηεηκεκέλε ox   αλ  θαη  κφλν  αλ  ηζρχεη  

φηη   ( ) ( )o of x g x    θαη    ( ) ( )o of x g x   



12. Κοινή  εθαπηομένη  ζε  μη  κοινό  ζημείο  δύο  γπαθικών  παπαζηάζεων  

Έζησ  δχν  ζπλαξηήζεηο  ,f g   παξαγσγίζηκεο  ζην     . Οη   ,f gC C   έρνπλ  θνηλή  

εθαπηνκέλε    αλ  θαη  κφλν  αλ ππάξρνπλ  ζεκεία 
1 1( , ( ))A x f x   , 

2 2( , ( ))x f x  ηέηνηα  

ψζηε  ε  επζεία   
1 1 1( )y f x f x x x  ( ) ( )   λα  ηαπηίδεηαη  κε  ηελ  επζεία  

2 2 2( )y g x g x x x  ( ) ( )  πνπ ηζνδχλακα ζεκαίλεί φηη  :  

1 2( ) ( )f x g x     θαη   
1 1 1 2 2 2( ) ( ) ( ) ( )f x x f x g x x g x      

ΡΤΘΜΟ  ΜΔΣΑΒΟΛΗ 

Αλ δχν κεηαβιεηά κεγέζε yx,  ζπλδένληαη κε ηε ζρέζε )(xfy  , φηαλ  f  είλαη κηα 

ζπλάξηεζε παξαγσγίζηκε ζην 0x , ηφηε νλνκάδνπκε πςθμό μεηαβολήρ ηος y ωρ 

ππορ ηο x ζηο ζημείο 0x  ηελ παξάγσγν )( 0xf  . 

Γηα παξάδεηγκα, ν ξπζκφο κεηαβνιήο ηεο ηαρχηεηαο υ σο πξνο ην ρξφλν t ηε ρξνληθή 

ζηηγκή 0t είλαη ε παξάγσγνο )( 0tυ , ηεο ηαρχηεηαο υ σο πξνο ην ρξφλν t ηε ρξνληθή 

ζηηγκή 0t . Η παξάγσγνο )( 0tυ  ιέγεηαη επιηάσςνζη ηνπ θηλεηνχ ηε ρξνληθή ζηηγκή 0t  

θαη ζπκβνιίδεηαη κε )( 0tα . Είλαη δειαδή    )()()( 000 tStυtα  . 

 Τν  θηλεηφ  είλαη  αθίλεην  ζεκαίλεη  ( ) 0v t   

 Τν  θηλεηφ θηλείηαη ζηε ζεηηθή θαηεχζπλζε  ζεκαίλεη  ( ) 0v t   

 Τν  θηλεηφ θηλείηαη ζηε αξλεηηθή θαηεχζπλζε  ζεκαίλεη  ( ) 0v t   

 Η  ηαρχηεηα  απμάλεηαη  ζεκαίλεη  φηη  ( ) 0t   

 Η  ηαρχηεηα  κεηψλεηαη  ζεκαίλεη  φηη  ( ) 0t   

 Τν  δηάζηεκα  πνπ  δηαλχεη  ην  θηλεηφ  θαηά   ην  ρξνληθφ  δηάζηεκα  απφ  1t   έσο  

2t   κε  ηελ  πξνυπφζεζε    φηη  θηλείηαη  πάληα  θαηά  ηελ  ίδηα  θαηεχζπλζε  είλαη  

2 1( ) ( )s t s t  .Αλ  ην  θηλεηφ  δελ  έρεη  ζηαζεξή  θαηεχζπλζε  , ηφηε  ππνινγίδνπκε  

ηα  επηκέξνπο  δηαζηήκαηα  θαηά  ηα  ρξνληθά  δηαζηήκαηα  πνπ  έρεη  ηελ  ίδηα  

θαηεχζπλζε  θαη  ζην  ηέινο πξνζζέηνπκε  ηα  επηκέξνπο  δηαζηήκαηα .  

 Σηελ νηθνλνκία, ην θφζηνο παξαγσγήο Κ, ε είζπξαμε Ε θαη ην θέξδνο Ρ 

εθθξάδνληαη ζπλαξηήζεη ηεο πνζφηεηαο x ηνπ παξαγφκελνπ πξντφληνο. Έηζη, ε 

παξάγσγνο )( 0xΚ   παξηζηάλεη ην ξπζκφ κεηαβνιήο ηνπ θφζηνπο Κ σο πξνο ηελ 

πνζφηεηα x, φηαλ 0xx   θαη ιέγεηαη οπιακό κόζηορ ζηο 0x . Αλάινγα, νξίδνληαη 

θαη νη έλλνηεο οπιακή είζππαξη ζηο 0x  θαη οπιακό κέπδορ ζηο 0x . 

 Αλ  έλα κέγεζνο  ς εμαξηάηαη  απφ  ην  ρ  , ηφηε  ς = ς(ρ) .Αλ  επηπιένλ  ην  ρ  

εμαξηάηαη  απφ  ην  t   ηφηε   ρ = ρ( t )  νπφηε  ηειηθά   ς = ς( t ) 

 Αλ  ηα  κεηαβιεηά κεγέζε  ς , ρ  ζπλδένληαη κε  ηε  ζρέζε ( )f x   , ηφηε  ην φηη  

ην  ς αςξάνεηαι  σο  πξνο  ρ  κε  ξπζκφ  α>0  ζεκαίλεη  φηη  ( )f x    , ελψ  αλ  

μειώνεηαι  ζεκαίλεη  φηη  ( )f x     


