
Μνλνηνλία ζπλάξηεζεο  

 

ΘΕΩΡΗΜΑ  

Έζησ κηα ζπλάξηεζε  f , ε νπνία είλαη  ζ σ ν ε τ ή ς  ζε έλα δηάζηεκα Δ .  

 Αλ 0)(  xf  ζε θάζε  ε ζ ω η  ε ρ ι κ ό   ζεκείν x  ηνπ Δ , ηόηε ε  f   είλαη 

γλεζίσο αύμνπζα ζε όιν ην Δ .  

 Αλ 0)(  xf  ζε θάζε  ε ζ ω η  ε ρ ι κ ό   ζεκείν x  ηνπ Δ , ηόηε ε  f   είλαη 

γλεζίσο θζίλνπζα ζε όιν ην Δ .  

 

Γξαθηθή  εξκελεία  

Αλ  κία  παξαγσγίζηκε  ζπλάξηεζε  έρεη  ζε θάζε  ζεκείν  ηεο   γξαθηθήο  ηα  
παξάζηαζεο  ζεηηθή  θιίζε , δειαδή  ε εθαπηνκέλε  ηεο  ζε  νπνηνδήπνηε  

ζεκείν  ηεο  ζρεκαηίδεη  κε  ηνλ  ρρ΄  νμεία  γσλία  ,  ηόηε  ε  ζπλάξηεζε  
είλαη  γλεζίσο  αύμνπζα . Αληίζηνηρα   αλ  έρεη  αξλεηηθή  θιίζε  δειαδή 
θάζε  εθαπηνκέλε  ηεο  ζρεκαηίδεη  ακβιεία  γσλία  κε  ηνλ  ρρ΄ ,  είλαη  
γλεζίσο  θζίλνπζα .  

 

Παξαηεξήζεηο  

1.  Τν αληίζηξνθν ηνπ παξαπάλσ ζεσξήκαηνο δελ ηζρύεη.  Γειαδή, αλ ε f  

είλαη γλεζίσο αύμνπζα (αληηζηνίρσο γλεζίσο θζίλνπζα) ζην Δ , ε 
παξάγσγόο ηεο αθόκα  θαη  αλ  ππάξρεη (γηαηί δελ  είλαη θάζε  γλεζίσο  
κνλόηνλε ζπλάξηεζε θαη παξαγσγίζηκε  ή ζπλερήο) δελ είλαη 

ππνρξεωηηθά ζεηηθή (αληηζηνίρσο αξλεηηθή) ζην εζσηεξηθό ηνπ Δ .  

Γηα παξάδεηγκα, ε ζπλάξηεζε 
3( )f x x , αλ θαη είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην , 

εληνύηνηο έρεη παξάγσγν 
2( ) 3f x x   ε νπνία δελ είλαη ζεηηθή ζε όιν  ην , 

αθνύ (0) 0f   .  Ιζρύεη όκσο ( ) 0f x   γηα θάζε x .  
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2.  Τν  ζεώξεκα  ηζρύεη  γηα  δηάζηεκα  θαη όρη  γηα  έλσζε  δηαζηεκάησλ .  

Έηζη  π.ρ.  ε  
1

( )f x
x

   κε  * ( ,0) (0, )fD       παξόιν πνπ  έρεη  

2

1
( ) 0f x

x
      γηα  θάζε  

*x   δελ  είλαη  γλεζίσο  θζίλνπζα ζην * .  

Η  κε  εθαξκνγή  ηνπ  ζεσξήκαηνο νθείιεηαη ζ ην όηη  ην  *
  είλαη  έλσζε  

δηαζηεκάησλ .   



3.  Αλ  ( ) 0f x     γηα  θάζε  ( , ) ( , )x         ηόηε  ε  f   γλεζίσο  αύμνπζα  

ζην  (α,β) , είλαη  γλεζίσο  αύμνπζα  ζην  (β,γ)  αιιά  δελ  ιέκε  όηη  είλαη  

γλεζίσο  αύμνπζα ζην ( , ) ( , )     (ζρήκα 2,3) .   

 Αλ  ε  f   είλαη  ζπλερήο  ζην  β  ηόηε  είλαη  γλεζίσο  αύμνπζα  θαη  

ζην  ( , )  .      Σρήκα  1  

 Αλ  ε  f   νξίδεηαη ζην (α,γ) είλαη  αζπλερήο  ζην  β  ηόηε  γηα  λα  

είλαη  γλεζίσο  αύμνπζα  θαη  ζην  ( , )   ζα  πξέπεη 

lim ( ) ( ) lim ( )
x x

f x f f x
 


  

   (ζρήκα  4,5)  , δηαθνξεηηθά  δελ   είλαη   

γλεζίσο  αύμνπζα   ζην  ( , )   ( ζρήκα  6 , 7 )  

 

4.  Αλάινγα  ζπκπεξάζκαηα  έρνπκε  όηαλ    ( ) 0f x     γηα  θάζε  

( , ) ( , )x       , κε ηελ  αληίζηνηρε  ζπλζήθε lim ( ) lim ( )
x x

f x f x
   

  πνπ  

καο  εμαζθαιίδεη  όηη  ε 
fC   θαζώο  θαηεβαίλεη  δηαθόπηεηαη  θαη μεθηλ άεη  

από  πην  ρακειά  θαη  ζπλερίδεη  λα  θαηεβαίλεη  )  

5.  Τελ  παξαγσγηζηκόηεηα  ηελ εμεηάδνπκε ζηα  εζσηεξηθά  ζεκεία  ηνπ  Γ , 

πνπ  ζεκαίλεη  όηη  αθόκα  θαη  αλ  ην  Γ  είλαη  θιεηζηό δελ  καο  
ελδηαθέξεη ε ζπκπεξηθνξά ηεο παξαγώγνπ ζηα  άθξα  ηνπ Γ, νύηε  σο  
πξνο  ηελ  ύπαξμε νύηε  σο  πξνο  ην  πξόζεκν . Η  ζπλέρεηα  όκσο  
αλαθέξεηαη  ζε  όιν  ην  Γ  άξα  θαη  ζηα  άθξα  αλ  απηό  είλαη  θιεηζηό .  

6.  Αλ  κηα  παξαγσγίζηκε  ζπλάξηεζε  ζε  έλα  δηάζηεκα  Γ είλαη  γλεζίσο  
κνλόηνλε  ηόηε  ε  παξάγσγόο  ηεο  δηαηεξεί  πξόζεκν  ή  κπνξεί  θαη  λα  

κεδελίδεηαη  αιιά  ζε  κεκνλσκέλα  ζεκεία  ηνπ  Γ ( αθόκα  θαη  άπεηξα) 
όρη  όκσο  ζε   νιόθιεξν  ππνδηάζηεκα  ηνπ Γ , αθνύ  θάηη  ηέηνην  ζα  
ζήκαηλε όηη  ζην  ππνδηάζηεκα  απηό  ε  ζπλάξηεζε  είλαη ζηαζεξή .  

7.  Αλ  ( ) 0f x   ζε θάζε  ε ζ ω η  ε ρ ι κ ό   ζεκείν x  ηνπ Δ  θαη  ε  ηζόηεηα 

( ) 0f x   ηζρύεη    ζε  κεκνλσκέλα  ζεκεία  ηνπ  Γ  ηόηε  ε  f   είλαη  

γλεζίσο  αύμνπζα  ζην  Γ . (ην ίδην  ζπκβαίλεη αλ ε f    δελ  νξίδεηαη  ζε 

κεκνλσκέλα   ζεκεία  ηνπ  Γ  αιιά  είλαη  ζπλερήο  ζε  απηά )  

     Αληίζηνηρα  αλ   ( ) 0f x   



8.  Αλ  όκσο   ( ) 0f x   ζε θάζε  ε ζ ω η  ε ρ ι κ ό   ζεκείν x  ηνπ Δ  ρσξίο  λα 

μέξνπκε  πόηε  ηζρύεη  ε  ηζόηεηα  ( ) 0f x   , ηόηε  ε  f  αύμνπζα  ζην Γ  

(δειαδή  θάπνπ  κπνξεί  λα  είλαη γλεζίσο αύμνπζα  θαη  θάπνπ  ζηαζεξή )  

    Αληίζηνηρα  αλ   ( ) 0f x   

9.  Με   ην  πξόζεκν  ινηπόλ  ηεο  παξαγώγνπ , κπνξνύκε  λα  βξίζ θνπκε ηε 
κνλνηνλία  κηαο  ζπλάξηεζεο θαη  θαη‟ επέθηαζε , ην πξόζεκν ηεο , ην 

πιήζνο  ησλ  ξηδώλ ηεο , ην  ζύλνιν  ηηκώλ  ηεο  , λα  ιύλνπκε  αληζώζεηο  
ή  θαη  θάπνηεο εμηζώζεηο , λα απνδεηθλύνπκε αληζόηεηεο .    

Τνλίδνπκε  όηη  ν  ζπλδπαζκόο  ηεο  κνλνηνλ ίαο  θαη ησλ  ξηδώλ  κηαο  

ζπλάξηεζεο   καο  δίλεη  ην  πξόζεκν  απηήο  , αθνύ  αλάινγα  κε  ην  αλ  
αιιάδεη  κνλνηνλία  εθαηέξσζελ  ησλ  ξηδώλ  ή  όρη ,  δελ  αιιάδεη  
πξόζεκν  ή  αιιάδεη ( ην πξόζεκν εμαξηάηαη από ην είδνο κνλ νηνλίαο)  .   

Π.ρ.  αλ  f γλεζίσο αύμνπζα  ζην  Γ  θαη  
0( ) 0f x    γηα  θάπνην  

0x    ηόηε  

γηα θάζε  x   κε  
0x x   είλαη  

0( ) ( ) ( ) 0f x f x f x       ελώ   

γηα θάζε  x   κε  
0x x   είλαη  

0( ) ( ) ( ) 0f x f x f x        

10.  Αλ  δελ  κπνξνύκε  λα  βξνύκε  ην  πξόζεκν  ηεο  1
εο

  παξαγώγνπ  , ηόηε  

βξίζθνπκε  ην  πξόζεκν  ηεο  2
εο

  παξαγώγνπ πνπ  ζε ζπλδπαζκό  κε ηηο  
ξίδεο  ηεο  1

εο
  παξαγώγνπ , ζα καο  δώζεη  ηειηθά  ην  πξόζεκν  ηεο  1

εο
  

παξαγώγνπ .  

11.  Αλ  κηα  ζπλάξηεζε  δελ  είλαη παξαγσγίζηκε  βξίζθνπκε ηε κνλνηνλία  

ηεο  αλαγθαζηηθά  κε   ηνλ  νξηζκό .  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



TOΠΙΚΑ  ΑΚΡΟΣΑΣΑ  ΤΝΑΡΣΗΗ 

Η έλλνηα ηνπ ηνπηθνύ αθξνηάηνπ  

Σην δηπιαλό ζρήκα έρνπκε ηε 

γξαθηθή παξάζηαζε κηαο 
ζπλάξηεζεο  f   ζ‟ έλα δηάζηεκα 

],( βα .  Παξαηεξνύκε όηη ζην ζεκείν 

0xx   ε ηηκή ηεο ζπλάξηεζεο είλαη  

κεγαιύηεξε από ηελ ηηκή ηεο ζε 

θάζε “γεηηνληθό” ζεκείν ηνπ 0x .  

Σηελ πεξίπησζε απηή ιέκε όηη ε  f   παξνπζηάδεη ζην 0x  ηνπηθό κέγηζην. Τν 

ίδην ζπκβαίλεη θαη ζηα ζεκεία 1x  θαη 2x .  Γεληθά έρνπκε ηνλ αθόινπζν νξηζκό:  

ΟΡΙΜΟ  

Μηα ζπλάξηεζε  f ,  κε πεδίν νξηζκνύ Α, ζα ιέκε όηη παξνπζηάδεη ζην Ax 0  

ηνπηθό κέγηζην , όηαλ ππάξρεη 0δ , ηέηνην ώζηε 

)()( 0xfxf    γηα θάζε  ),( 00 δxδxAx  .  Τν 0x  ιέγεηαη ζέζε  ή ζεκείν 

ηνπηθνύ κεγίζηνπ , ελώ ην )( 0xf  ηνπηθό κέγηζην ηεο  f.  

Aλ ε αληζόηεηα )()( 0xfxf   ηζρύεη γηα θάζε Ax , ηόηε, όπσο είδακε ζηελ 

παξάγξαθν 1.3, ε  f   παξνπζηάδεη ζην Ax 0  νιηθό κέγηζην  ή απιά κέγηζην,  

ην )( 0xf .  

Σην δηπιαλό ζρήκα παξαηεξνύκε 

όηη ζην ζεκείν 0xx   ε ηηκή ηεο 

ζπλάξηεζεο είλαη κηθξόηεξε από 
ηελ ηηκή ηεο ζε θάζε “γεηηνληθό” 

ζεκείν ηνπ 0x .  Σηελ πεξίπησζε 

απηή ιέκε όηη ε  f   παξνπζηάδεη ζην 

0x  ηνπηθό ειάρηζην. Τν ίδην 

ζπκβαίλεη θαη ζηα ζεκεία 1x  θαη β.  Γεληθά, έρνπκε ηνλ αθόινπζν νξηζκό: 

ΟΡΙΜΟ  

Μία ζπλάξηεζε  f ,  κε πεδίν νξηζκνύ Α, ζα ιέκε όηη παξνπζηάδεη ζην Ax 0  

ηνπηθό ειάρηζην, όηαλ ππάξρεη 0δ , ηέηνην ώζηε 

)()( 0xfxf  ,  γηα θάζε  ),( 00 δxδxAx  .Τν 0x  ιέγεηαη ζέζε ή ζεκείν 

ηνπηθνύ ειαρίζηνπ, ελώ ην )( 0xf  ηνπηθό ειάρηζην ηεο  f.  

Αλ ε αληζόηεηα )()( 0xfxf   ηζρύεη γηα θάζε Ax , ηόηε, όπσο είδακε ζηελ 

παξάγξαθν 1.3, ε  f   παξνπζηάδεη ζην Ax 0  νιηθό ειάρηζην  ή απιά 

ειάρηζην , ην )( 0xf .  

Τα ηνπηθά κέγηζηα θαη ηνπηθά ειάρηζηα ηεο  f   ιέγνληαη ηνπηθά αθξόηαηα 

απηήο, ελώ ηα ζεκεία ζηα νπνία ε  f   παξνπζηάδεη ηνπηθά αθξόηαηα ιέγνληαη  
ζέζεηο ηνπηθώ λ αθξνηάηω λ. Τν κέγηζην θαη ην ειάρηζην ηεο  f   ιέγνληαη 
νιηθά αθξόηαηα ή απιά αθξόηαηα απηήο.  

 y
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ΥΟΛΙΑ  

1.  Έλα ηνπηθό κέγηζην κπνξεί λα είλαη  κηθξόηεξν από έλα ηνπηθό ειάρηζην  

 y

 x4 x3 x2 x1

 (a)
 O  x

              

 

 (β) 

 y 

 O 

 min 

 max 

 a  β 

 x 
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 x4  x3  x2  x1 

 

2.  Αλ κηα ζπλάξηεζε  f   παξνπζηάδεη κέγηζην, ηόηε απηό ζα είλαη ην 

κεγαιύηεξν από ηα ηνπηθά κέγηζηα, ελώ αλ παξνπζηάδεη, ειάρηζην, ηόηε 
απηό ζα είλαη ην κηθξόηεξν από ηα ηνπηθά ειάρηζηα. (Σρ. 32β). Τν 
κεγαιύηεξν όκσο από ηα ηνπηθά κέγηζηα κίαο ζπλάξηεζεο δελ είλαη 

πάληνηε κέγηζην απηήο, αθνύ κπνξεί  λα κελ  έρεη νιηθό   κέγηζην .   

    Δπίζεο ην κηθξόηεξν από ηα ηνπηθά ειάρηζηα κίαο ζπλάξηεζεο δελ είλαη         

    πάληνηε ειάρηζην ηεο ζπλάξηεζεο (Σρ. 32α), αθνύ κπνξεί  λα κεκ  έρεη      

     νιηθό ειάρηζην .  

3.  Αλ  ( )f x m   γηα  θάζε  ),( 00 δxδxAx   , δελ  ζεκαίλεη  απαξαίηεηα  

όηη ην   m   είλαη  ηνπηθό  ειάρηζην  , αθνύ  κπνξεί  ην  m   λα  κελ  

απνηειεί  ηηκή  ηεο  ζπλάξηεζεο .Πξέπεη  επίζεο  λα  εμαζθαιίζνπκε  όηη  

ππάξρεη  
0x    κε   

0( )f x m  .  Αληίζηνηρα    αλ   ( )f x   

4.  Ο  νξηζκόο  πνπ  δόζεθε  γηα  ηα  ηνπηθά  αθξόηαηα  αθνξά  θαη  ζε 

ζπλαξηήζεηο  πνπ  δελ  παξαγσγίζηκεο , ή πνπ  δελ  είλαη   θαλ  ζπλερείο .  
Με  κπεξδεύνπκε  ινηπόλ  ηνλ  νξηζκό  κε ηα  θξηηήξηα  πνπ  ζα  κάζνπκε  

παξαθάησ  γηα  ηνλ  πξζδηνξηζκό  ησλ  αθξνηάησλ .  

5.  Μηα  ζπλάξηεζε  κπνξεί  λα  έρεη  πνιιά  ηνπηθά  αθξόηαηα , αθόκα  θαη  

άπεηξα.Τα  νιηθά  ηεο  αθξόηαηα  όκσο  είλαη  δύν , έλα  κέγηζην  θαη  έλα  
ειάρηζην  , ηα  νπνία  όκσο  κπνξεί  λα  ηα παξνπζηάδεη  ζε  άπεηξεο  
ζέζεηο .   ( π.ρ. εκρ , ζπλρ )  

6.  Η  ζηαζεξή  ζπλάξηεζε  ( ) ,f x c c   , έρεη  ζε  θάζε  ζεκείν  ηεο  θαη 

νιηθό  κέγηζην  θαη  νιηθό   ειάρηζην . Καη αληίζηξνθα  , αλ  κηαο  
ζπλάξηεζεο  ην  νιηθό  κέγηζην  θαη  ην νιηθό  ειάρηζην   ηζνύληαη , ηόηε  

απηή  είλαη  ε  ζηαζεξή  ζπλάξηεζε .  

7.  Πξνζνρή ζηα παξαθάησ ζρήκαηα 

 



ΘΕΩΡΗΜΑ (Fe rmat) 

Έζησ κηα ζπλάξηεζε  f   νξηζκέλε ζ‟ έλα δηάζηεκα Δ  θαη 0x  έλα  εζω ηεξηθό   

ζεκείν ηνπ Δ .  Αλ ε  f   παξνπζηάδεη ηνπηθό αθξόηαην  ζην 0x  θαη είλαη 

παξαγω γίζηκε  ζην ζεκείν απηό, ηόηε:      
0( ) 0f x   

Γξαθηθή  εξκελεία  

Αλ ζ‟ έλα εζσηεξηθό ζεκείν 0x  ελόο δηαζηήκαηνο ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ ηεο ε  f   

παξνπζηάδεη ηνπηθό αθξόηαην θαη επηπιένλ είλαη παξαγσγίζηκε ζην ζεκείν 

απηό, ηόηε ζην ζεκείν 
0 0( , ( ))x f x  ε εθαπηνκέλε  (ε)  ηεο γξαθηθήο 

παξάζηαζεο ηεο  f  είλαη νξηδόληηα, αθνύ  ηζρύεη 
0( ) 0f x   .  (ζρήκα 32β )  

Παξαηεξήζεηο  

1.  Τν  ζεώξεκα δελ  ηζρύεη  αληηζηξόθσο. Γειαδή  αλ  
0( ) 0f x   ηόηε  δελ  

ζεκαίλεη  απαξαίηεηα  όηη  ην   
0( )f x  είλαη  ηνπηθό  αθξόηαην .  

     π.ρ. ε 
3( )f x x ,  έρεη παξάγσγν 

2( ) 3f x x   θαη  παξόιν πνπ (0) 0f    ,  

     δελ παξνπζηάδεη ζην  0  αθξόηαην .  

2.  Τν  ζεώξεκα  αλαθέξεηαη  κόλν  ζε  εζση εξηθά  ζεκεία  δηαζηήκαηνο , 

ζηα νπνία  κάιηζηα είλαη  θαη  παξαγσγίζηκε. Γειαδή  κπνξεί  κία  
ζπλάξηεζε  λα  παξνπζηάδεη  αθξόηαην  ζην  ρ ν  αιιά  λα  κελ  ηζρύεη  όηη  

0( ) 0f x   , είηε γηαηί  ην  ρ ν είλαη   άθξν  θιεηζηνύ  δηαζηήκαηνο  (θαη άξα 

όρη εζσηεξηθό ζεκείν) είηε  γηαηί  δελ  είλαη  παξαγσγίζηκε  ζε  απηό  θαη  
άξα  ε  παξάγσγνο  δελ   είλαη  κεδέλ  αθνύ  ζην  ζεκείν  απηό  δελ  
ππάξρεη θαλ . 

 

3.  Σπλνςίδνληαο  αλ  κία  ζπλάξηεζε  παξνπζηάδεη  αθξόηαην  ζε  έλα  

ζεκείν  ρ ν  ,  ηόηε   ζα  ηζρύεη   θάηη  από  ηα  παξαθάησ :  

 α) 
0( ) 0f x                              ή   

 β) δελ  νξίδεηαη ε παξάγσγνο  ζην ρ ν   ( κπνξεί λα  είλαη  ζπλερήο ζην  ρν  

    κπνξεί  θαη όρη )                   ή   

 γ)  ην  ρ ν είλαη  άθξν  θιεηζηνύ  δηαζηήκαηνο    (άζρεηα  αλ  είλαη  

      παξαγσγίζηκε  ζε  απηό  ή  όρη  )  



Προζδιοριζμός ηω ν ηοπικώ ν ακροηάηω ν  

Σύκθσλα κε ην  ζεώξεκα  Fermat , ηα εζσηεξηθά ζεκεία ηνπ Δ , ζηα νπνία ε 

f   είλαη δηαθνξεηηθή από ην κεδέλ, δελ είλαη ζέζεηο ηνπηθώλ αθξνηάησλ.     

Δπνκέλσο, όπσο θαίλεηαη θαη ζηα ζρήκαηα 29 θαη 30,  

νη  π η  ζ α λ έ ο  ζ έ ζ ε η  ο η ω λ   η ν  π η  θ ώ  λ  α θ ξ ν η ά η ω  λ   κηαο 

ζπλάξηεζεο  f   ζ‟ έλα δηάζηεκα Δ  είλαη: 

1. Σα εζω ηεξηθά ζεκεία ηνπ Δ ζηα νπνία ε παξάγω γνο ηεο  f  κεδελίδεηαη. 

2. Σα εζω ηεξηθά ζεκεία ηνπ Δ ζηα νπνία ε  f  δελ παξαγω γίδεηαη.  

3. Σα άθξα ηνπ Δ (αλ αλήθνπλ ζην πεδίν νξηζκνύ ηεο).  

Τα  ε ζ ω η  ε ρ ι κ ά   ζεκεία ηνπ Δ  ζηα νπνία ε  f   δελ παξαγσγίδεηαη ή ε 
παξάγσγόο ηεο είλαη ίζε κε ην κεδέλ, ιέγνληαη θξίζηκα ζεκεία ηεο  f  ζην 

δηάζηεκα Δ .  ( εηδηθά  ηα ζεκεία  ζηα νπνία κεδελίδεηαη ιέγνληαη ζηάζηκα )  

 

Γηα παξάδεηγκα, έζησ ε ζπλάξηεζε  

3

2

, 1
( )

( 2) , 1

x x
f x

x x

 
 

 
.  

Η  f   είλαη ζπλερήο ζην  θαη 

παξαγσγίζηκε ζην  }1{  κε 

23 , 1
( )

2( 2) , 1

x x
f x

x x

 
  

 
.  

Οη ξίδεο ηεο ( ) 0f x   είλαη νη 0 θαη 2.  

Eπεηδή ε f   κεδελίδεηαη ζηα ζεκεία 0 θαη 2, ελώ δελ ππάξρεη ζην 1, ηα 

θξίζηκα ζεκεία ηεο  f   είλαη νη αξηζκνί 0, 1 θαη 2. Όκσο, όπσο θαίλεηαη ζην 

ζρήκα, ηα ζεκεία 1 θαη 2 είλαη ζέζεηο ηνπηθώλ αθξνηάησλ, ελώ ην ζεκείν 0 
δελ είλαη ζέζε ηνπηθνύ αθξνηάηνπ. Άξα δελ είλαη όια ηα θξίζηκα ζεκεία 
ζέζεηο ηνπηθώλ αθξνηάησλ ηεο  f .   
 

 Δπνκέλσο, ρξεηαδόκαζηε έλα θξηηήξην ην νπνίν λα καο πιεξνθνξεί πνηα 
από ηα θξίζηκα ζεκεία ηεο  f   είλαη ζέζεηο ηνπηθώλ αθξνηάησλ απηήο. 
Σρεηηθά ηζρύεη ην παξαθάησ ζεώξεκα: 

 

ΘΕΩΡΗΜΑ  

Έζησ κηα ζπλάξηεζε  f   παξαγσγίζηκε ζ‟ έλα δηάζηεκα ),( βα , κε εμαίξεζε 

ίζσο έλα ζεκείν ηνπ 0x , ζην νπνίν όκσο ε  f   είλαη ζπλερήο.  

  i) Αλ 0)(  xf  ζην ),( 0xα  θαη 0)(  xf  ζην ),( 0 βx , ηόηε ην )( 0xf  είλαη ηνπηθό 

κέγηζην ηεο  f .    (Σρ. 35α)  

 ii) Αλ 0)(  xf  ζην ),( 0xα  θαη 0)(  xf  ζην ),( 0 βx , ηόηε ην )( 0xf  είλαη ηνπηθό 

ειάρηζην ηεο  f .    (Σρ. 35β)  

iii) Aλ ε )(xf   δηαηεξεί πξόζεκν ζην ),(),( 00 βxxα  , ηόηε ην )( 0xf  δελ είλαη 

ηνπηθό αθξόηαην θαη ε  f   είλαη γλεζίσο κνλόηνλε ζην ),( βα .  (Σρ. 35γ).  
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ΥΟΛΙΟ  

Αλ κηα ζπλάξηεζε  f   είλαη ζπλερήο ζ‟ έλα θιεηζηό δηάζηεκα ],[ βα , όπσο 

γλσξίδνπκε (Θεώξεκα § 1.8),ε  f   παξνπζηάδεη κέγηζην θαη ειάρηζην. Γηα ηελ 

εύξεζε ηνπ κέγηζηνπ θαη ειάρηζηνπ εξγαδόκαζηε σο εμήο:  

1.  Β ξίζθνπκε ηα θξίζηκα ζεκεία ηεο  f.  

2. Τπνινγίδνπκε ηηο ηηκέο ηεο  f  ζηα ζεκεία απηά θαη ζηα άθξα ηω λ 

δηαζηεκάηω λ.  

3. Από απηέο ηηο ηηκέο ε κεγαιύηεξε είλαη ην κέγ ηζην θαη ε κηθξόηεξε ην 

ειάρηζην ηεο  f.  

 Γηα λα εθαξκόζνπκε ην πξνεγνύκελν ζεώξεκα απαηηείηαη λα 

πξνζδηνξίζνπκε ην πξόζεκν ηεο f   εθαηέξσζελ ηνπ 0x .  Όηαλ ν 

πξνζδηνξηζκόο απηόο δελ είλαη εύθνινο ή είλαη αδύλαηνο, ηόηε ην παξαθάησ 
ζεώξεκα, ηνπ νπνίνπ ε απόδεημε παξαιείπεηαη, κπνξεί λα καο πιεξνθνξήζεη  

αλ ην 0x  είλαη ζέζε ηνπηθνύ αθξόηαηνπ.  

 

ΘΕΩΡΗΜΑ  
*  

 

Έζησ κηα ζπλάξηεζε  f   παξαγσγίζηκε ζε έλα δηάζηεκα ),(   θαη 0x  έλα 

ζεκείν ηνπ ),(   ζην νπνίν ε  f   είλαη δπν θνξέο παξαγσγίζηκε.  

 Αλ 0)( 0  xf  θαη 0)( 0  xf , ηόηε ην )( 0xf  είλαη ηνπηθό κέγηζην.  

 Αλ 0)( 0  xf  θαη 0)( 0  xf , ηόηε ην )( 0xf  είλαη ηνπηθό ειάρηζην.  



Κνίια - θπξηά ζπλάξηεζεο  

ΟΡΙΜΟ  

Έζησ κία ζπλάξηεζε  f   ζ σ ν ε τ ή ς   ζ‟ έλα δηάζηεκα Δ  θαη π α ρ α γ ω γ ί ζ 

ι μ  η  ζην  ε ζ ω η  ε ρ ι κ ό   ηνπ Δ .  Θα ιέκε όηη: 

 Η ζπλάξηεζε  f  ζηξέθεη ηα θνίια πξνο ηα άλω  ή είλαη θπξηή  ζην Δ , αλ ε  

f   είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην  ε ζ ω η  ε ρ ι κ ό   ηνπ Δ .  

 Η ζπλάξηεζε  f  ζηξέθεη ηα θνίια πξνο ηα θάηω  ή είλαη θνίιε  ζην Δ , αλ ε 

f   είλαη γλεζίσο θζίλνπζα ζην  ε ζ ω η  ε  ρ ι κ ό   ηνπ Δ .  

Δπνπηηθά, κία ζπλάξηεζε  f   είλαη θπξηή (αληηζηνίρσο θνίιε) ζε έλα δηάζηεκα 

Δ , όηαλ έλα θηλεηό, πνπ θηλείηαη πάλσ ζηε 
fC , γηα λα δηαγξάςεη ην ηόμν πνπ 

αληηζηνηρεί ζην δηάζηεκα Δ  πξέπεη λα ζηξαθεί θαηά ηε ζεηηθή (αληηζη νίρσο  
αξλεηηθή) θνξά. (Σρ. 40) 
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Γηα λα δειώζνπκε ζηνλ πίλαθα κεηαβνιώλ όηη κηα ζπλάξηεζε  f   είλαη θπξηή  

(αληηζηνίρσο θνίιε) ζε έλα δηάζηεκα Δ , ρξεζηκνπνηνύκε ην ζπκβνιηζκό  
(αληηζηνίρσο  ).  

 

Γξαθηθή  εξκελεία   

 Αλ  κία  ζπλάξηεζε  είλαη  θπξηή θαη  γλεζίσο  κνλόηνλε ηόηε όζν  

θηλνύκαζηε  δεμηόηεξα  πάλσ  ζηελ  γξαθηθή  παξάζηαζε  ηεο  , ηόζν  ε  
εθαπηνκέλε ηεο  γξαθηθήο  παξάζηαζεο  γ ίλεηαη  πην  νξηδόληηα  , δειαδή  
ζρεκαηίδεη  κεγαιύηεξε  γσλία  κε  ηνλ  ρρ΄  , δειαδή  έρεη  κεγαιύηεξν  
ζπληειεζηή  δηεύζπλζεο  , δειαδή  ηόζν  κεγαιώλεη  ε  παξάγσγόο  ζηα  

ζεκεία  επαθήο .  

     Γηα  θάζε  1 2, fx x D   κε   
1 2x x    είλαη         

1 2 1 2 1 2( ) ( )
x

f x f x f


   


         γλεζίσο  αύμνπζα   

 



 Αλ  κία  ζπλάξηεζε  είλαη  θνίιε θαη  γλεζίσο  κνλόηνλε  ηόηε όζν  
θηλνύκαζηε  δεμηόηεξα  πάλσ  ζηελ  γξαθηθή  παξάζηαζε  ηεο  , ηόζν  ε  

εθαπηνκέλε ηεο  γξαθηθήο  παξάζηαζεο  γίλεηαη  πην  θαηαθόξπθε , 
δειαδή  ζρεκαηίδεη  κηθξόηεξε  γσλία  κε  ηνλ  ρρ΄  , δειαδή  έρεη  
κηθξόηεξν  ζπληειεζηή  δηεύζπλζεο  , δειαδή  ηόζν  κηθξαίλεη  ε  
παξάγσγόο  ζηα  ζεκεία  επαθήο .  

     Γηα  θάζε  
1 2, fx x D   κε   

1 2x x    είλαη      

    
1 2 1 2 1 2( ) ( )

x

f x f x f


   


         γλεζίσο  θζίλνπζα   

 

 Αλ  κηα  ζπλάξηεζε  είλαη  θπξηή  αιιά  όρη  γλεζίσο  κνλόηνλε ηόηε  γηα  
ηα  ζεκεία  πνπ είλαη  εθαηέξσζελ  ηεο  ζέζεο    αθξνηάηνπ  ε εθαπηνκέλε    

     ηεο  γξαθηθήο  παξάζηαζεο ζρεκαηίδεη  αληίζηνηρα  κε  ηνλ  ρρ΄ γσλίε ο     

      ακβιεία   γηα  ηα  ζεκεία  αξηζηεξά  ηεο  ζέζεο  αθξνηάηνπ  θαη  νμεία        

      γηα  ηα  ζεκεία  δεμηά  , νπόηε ν  ζπληειεζηήο  δηεύζπλζεο  από   

      αξλεηηθόο  γίλεηαη  ζεηηθόο  δειαδή  ε παξάγσγνο  ζηα ζεκεία  επαθήο   

      πάιη  κεγαιώλεη    (ζρήκα  1)  

      Γηα  θάζε  
1 2, fx x D   κε   

1 2ox x x     , όπνπ  ρν  ζέζε  αθξνηάηνπ  είλαη       

     
1 2 1 20 ( ) ( )f x f x f          γλεζίσο  αύμνπζα    

 
 

 



 Αλ  κηα  ζπλάξηεζε  είλαη  θνίιε  αιιά  όρη  γ λεζίσο  κνλόηνλε ηόηε  γηα  
ηα  ζεκεία  πνπ είλαη  εθαηέξσζελ  ηεο  ζέζεο    αθξνηάηνπ  ε εθαπηνκέλε    

     ηεο  γξαθηθήο  παξάζηαζεο ζρεκαηίδεη  αληίζηνηρα  κε  ηνλ  ρρ΄ γσλίεο     

      νμεία   γηα  ηα  ζεκεία  αξηζηεξά  ηεο  ζέζεο  αθξνηάηνπ  θαη  ακβι εία 

      γηα  ηα  ζεκεία  δεμηά  , νπόηε ν  ζπληειεζηήο  δηεύζπλζεο  από   

      ζεηηθόο   γίλεηαη  αξλεηηθόο  δειαδή  ε παξάγσγνο  ζηα ζεκεία  επαθήο   

      πάιη  κεγαιώλεη    (ζρήκα  2)  

      Γηα  θάζε  
1 2, fx x D   κε   

1 2ox x x     , όπνπ  ρν  ζέζε  αθξνηάηνπ  είλαη       

     
1 2 1 20 ( ) ( )f x f x f          γλεζίσο  θζίλνπζα    

 

Παξαηεξήζεηο   
 

1.  Ο  νξηζκόο  αλαθέξεηαη  ζε  ζπλαξηήζεηο νξηζκέλεο ζε  δηάζηεκα  , ην  
νπνίν  αλ αθόκα  είλαη  θιεηζηό  δελ  καο  ελδηαθέξεη  αλ  είλαη  
παξαγσγίζκε ζηα  άθξα , παξά  κόλν  αλ  είλαη  ζπλερήο .  

 

2.  Γηα  ζπλαξηήζεηο  πνπ  δελ  είλαη  παξαγσγίζηκεο  ζην  εζσηεξηθνύ  ελόο  
δηαζηήκαηνο  Γ , δελ  εμεηάδνπκε  ηελ  θπξηόηεηα ηνπο  .  Έηζη  νη  
παξαθάησ  ζπλαξηήζεηο  δελ  ραξαθηεξίδνληαη νύηε  θπξηέο   νύηε  θνίιεο  

 

 
3.  Οη  επζείεο  ( )f x x     δελ  είλαη  νύηε  θπξηέο  νύηε  θνίιεο  , αθνύ  

έρνπλ  ζηαζεξή  παξάγσγν  ( )f x    .   



ΥΟΛΙΑ  

1.  Απνδεηθλύεηαη όηη, αλ κηα ζπλάξηεζε f  είλαη θπξηή (αληηζηνίρσο θνίιε) ζ‟ 

έλα δηάζηεκα Δ , ηόηε ε εθαπηνκέλε ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο f  ζε 
θάζε ζεκείν ηνπ Δ  βξίζθεηαη “θάησ” (αληηζηνίρσο “πάλσ”) από ηε 
γξαθηθή ηεο παξάζηαζε (Σρ. 39), κε εμαίξεζε ην ζεκείν επαθήο ηνπο.  

Αλ f θπξηή  ηόηε ( ) ( )( ) ( )o o of x f x x x f x    , 
fx D   ην  „=‟ κόλν γηα  ρ = ρ ν  

Αλ f θνίιε ηόηε ( ) ( )( ) ( )o o of x f x x x f x    , 
fx D   ην  „=‟ κόλν γηα  ρ = ρ ν 

2.  Αλ  ε   f    είλαη θπξηή   ζην  [α,β]  ηόηε  θάζε  ζεκείν  ηεο  γξαθηθήο  

παξάζηαζεο κε  ηεηκεκέλε  ρ ν ζην  (α,β)  βξίζθεηαη  ρακειόηεξα  από ην  

αληίζηνηρν ζεκείν ηεο ρνξδήο  ΑΒ , όπνπ  Α( , ( )f  )  ,  Β( , ( )f  ).  

Αληηζηνίρσο  βξίζθεηαη  ςειόηεξα  αλ  ε  ζπλάξηεζε  είλαη  θνίιε .  

 

3.  Αλ  ε   f    είλαη θπξηή   ζην  [α,β]  ηόηε  γηα  θάζε  ζεκείν Μ( , ( )o ox f x ) ηεο  

γξαθηθήο  παξάζηαζεο κε  ηεηκεκέλε  ρ ν ζην  (α,β) είλαη ιΑΜ  < ιΜΒ   όπνπ  

Α( , ( )f  )  ,  Β( , ( )f  ).    Αληηζηνίρσο  ιΑΜ  > ιΜΒ   αλ  ε  ζπλάξηεζε  

είλαη  θνίιε .  

 

Γείηε  ηελ  απόδεημε  πνπ  αληηζηνίρσο  εθαξκόδεηαη  ζε πνιιέο  αζθήζεηο  κε  

ζπλδπαζκό  θπξηόηεηαο (θαη  γεληθά  κνλνηνλίαο  ηεο  f΄)  κε  Θ.Μ.Τ 

 Αλ   f   θπξηή     ( αληίζηνηρε  απόδεημε  αλ  είλαη  θνίιε)  

. . .

1

( ) ( )
( )o

o

f x f
f

x


 



  




 


  όπνπ    

1 ( , )ox        θαη    

. . .

2

( ) ( )
( )o

o

f f x
f

x


 



 




 


  όπνπ    

1 ( , )ox    

Όκσο   f   θπξηή   νπόηε   f    γλεζίσο  αύμνπζα  θαη  άξα  αθνύ  
1 2    

είλαη  θαη   
1 2( ) ( )f f      δειαδή  ιΑΜ  < ιΜΒ    



 Η κειέηε κηαο ζπλάξηεζεο σο πξνο ηα θνίια θαη θπξηά δηεπθνιύλεηαη κε ηε  

βνήζεηα ηνπ επόκελνπ ζεσξήκαηνο, πνπ είλαη άκεζε ζπλέπεηα ηνπ 
πξνεγνύκελνπ νξηζκνύ θαη ηνπ ζεσξήκαηνο κνλνηνλίαο, αθνύ  ζηηο 

πεξηπηώζεηο  όπνπ  κηα ζπλάξηεζε  f   είλαη  δύν  θνξέο  παξαγσγίζηκε , ε   

κνλνηνλία  ηεο  f    δειαδή  ηα θνίια  ηεο f  , πξνζδηνξίδνληαη  από  ην  

πξόζεκν  ηεο  f   

 

ΘΕΩΡΗΜΑ  

΄Δζησ κηα ζπλάξηεζε  f   ζ σ ν ε τ ή ς  ζ‟ έλα δηάζηεκα Δ  θαη δπν θνξέο 

παξαγσγίζηκε ζην  ε ζ ω η  ε ρ ι κ ό   ηνπ Δ .  

 Αλ  0)(  xf  γηα θάζε  ε ζ ω η  ε ρ ι κ ό   ζεκείν x  ηνπ Δ , ηόηε ε  f   είλαη 

θπξηή ζην Δ .  

 Αλ 0)(  xf  γηα θάζε  ε ζ ω η  ε ρ ι κ ό   ζεκείν x  ηνπ Δ , ηόηε ε  f   είλαη 

θνίιε ζην Δ .  

 

ΥΟΛΙΟ  

Τν αληίζηξνθν ηνπ ζεσξήκαηνο δελ ηζρύεη. Γηα 

παξάδεηγκα, έζησ ε ζπλάξηεζε 
4( )f x x  (Σρ. 

42). Δπεηδή ε 
3( ) 4f x x   είλαη γλεζίσο αύμνπζα 

ζην  , ε 
4( )f x x  είλαη θπξηή ζην . Δληνύηνηο, 

ε ( )f x  δελ είλαη ζεηηθή ζην , αθνύ (0) 0f   .  

 

 

Σημεία καμπής 

 

ΟΡΙΜΟ  

Έζησ κηα ζπλάξηεζε  f   παξαγσγίζηκε ζ‟ έλα δηάζηεκα ),( βα , κε εμαίξεζε 

ίζσο έλα ζεκείν ηνπ  0x .  Αλ  

    ε  f  είλαη θπξηή ζην ),( 0xα  θαη θνίιε ζην ),( 0 βx , ή αληηζηξόθσο, θαη  

    ε fC  έρεη εθαπηνκέλε ζην ζεκείν ))(,( 00 xfxA , 

ηόηε ην ζεκείν ))(,( 00 xfxA  νλνκάδεηαη ζεκείν θακπήο ηεο γξαθηθήο 

παξάζηαζεο ηεο  f .  

 

Όηαλ ην ))(,( 00 xfxA  είλαη ζεκείν θακπήο ηεο fC , ηόηε ιέκε όηη ε f 

παξνπζηάδεη ζην 0x  θακπή  θαη ην 0x  ιέγεηαη ζέζε ζεκείνπ θακπήο.   

 

 

 y=x4 

 O  x 

 y 
42 

 



Παξαηεξήζεηο  

 

1.  Αθνύ  απαηηνύκε  λα  ππάξρεη  εθαπηνκέλε  ζην  
ox   ελλνείηαη  όηη  ε  f  

είλαη  ζπλερήο  ζην  
ox  .    Παξαγσγίζηκε  όκσο  κπνξεί  λα  κελ  

απαξαίηεηα  θαη  λα  δέρεηαη  εθαπηνκέλε. Απηό  ζπκβαίλεη  όηαλ  ε 

εθαπηνκέλε  είλαη  θαηαθόξπθε. Γεδνκέλνπ  όκσο  όηη  ε θαηαθόξπθε  
εθαπηνκέλε  είλαη  εθηόο  ύιεο  , „ινγηθά‟   δελ  ζα  καο  ηύρεη  ζπλάξηεζε  

πνπ  λα  έρεη  θακπή  ζην  
ox   θαη  λα  κελ  είλαη  παξαγσγίζηκε  ζε  απηό . 

Όρη  όκσο  όηη  δελ  κπνξεί  θαη  λα  ππάξρεη .   

 

2.  Σηα  ζεκεία θακπήο ε εθαπηνκέλε ηεο 
fC  “δηαπεξλά” ηελ θακπύιε. Π.ρ  

3( )f x x   ε  νπνία  παξνπζνηάδεη  θακπή  ζην   0   θαη  ε  εθαπηνκέλεο  

ηεο  ζην  ζεκείν  απηό , δειαδή  ν  ρρ΄ ,  ηεο  δηαπεξλά .  
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Φαληαζηείηε  ηελ  εθαπηνκέλε ζαλ  δύν αληηθείκελεο  εκηεπζείεο  , θάζε  κία  
από  ηηο  νπνίεο  εθάπηεηαη  ηεο  γξαθηθήο  παξάζηαζεο  εθαηέξσζελ ηνπ 

ζεκείνπ θακπήο.  

 

3.  Γε  λνείηαη  ζεκείν  θακπήο  ζε  άθξν  θιεηζηνύ  δηαζηήκαηνο  νύηε  
θπζηθά  ζε  ζεκείν  εθηόο  πεδίνπ  νξηζκνύ .  

     

4.  Η  πξνϋπόζεζε  λα  δέρεηαη  εθαπηνκέλε ζην ρ ν είλαη  απαξαίηεηε , 

άζρεηα  αλ  εθαηέξσζελ  ηνπ  ρ ν  ε  ζπλάξηεζε   αιιάδεη  θνίια  

 

 

 



ΘΕΩΡΗΜΑ  

Αλ ην ))(,( 00 xfxA  είλαη ζεκείν θακπήο ηεο γξαθηθήο 

παξάζηαζεο ηεο  f   θαη ε  f   είλαη δπν θνξέο παξαγσγίζηκε, 

ηόηε 
0( ) 0f x  .  

 

Παξαηεξήζεηο  

 

1.  Σύκθσλα κε ην παξαπάλσ ζεώξεκα, ηα 

εζσηεξηθά ζεκεία ελόο δηαζηήκαηνο Δ  ζηα 

νπνία ε f   είλαη δηαθνξεηηθή από ην κεδέλ  

δελ είλαη ζέζεηο ζεκείσλ θακπήο.  

 

2.  Τν  αληίζηξνθν  ηνπ  ζεσξήκαηνο δελ  ηζρύεη .  Γειαδή  αλ  
0( ) 0f x   

ηόηε  δελ  είλαη  ζίγνπξν  όηη  ζην  
0x   έρνπκε  θακπή . Πξέπεη  επηπιένλ   

λα  αιιάδεη  πξόζεκν ε  f    εθαηέξσζελ  ηνπ  
0x  .   

  π.ρ.  
4( )f x x  (Σρ. 42). όπνπ 

3( ) 4f x x    κε  (0) 0f     αιιά  δελ   

  παξνπζηάδεη  θακπή  ζην  0 .   

 

3.  Μπνξεί  κία  ζπλάξηεζε  λα  παξνπζηάδεη  θακπή  ζην  
0x   θαη  λα  κελ  

είλαη  απαξαίηεηα  2  θνξέο  παξαγσγίζηκε ζε  απηό  θαη  άξα  λα  κελ  

ηζρύεη  όηη    
0( ) 0f x   αθνύ  ην  

0( )f x   δελ  ππάξρεη  θαλ .  

 

Π  η  ζ α λ έ ο  ζ έ ζ ε η  ο  ζ ε κ ε ί  ω  λ  θ α κ π ή ο   

 κηαο ζπλάξηεζεο  f   ζ‟ έλα δηάζηεκα Δ  είλαη:  

 

i)  ηα εζω ηεξηθά ζεκεία ηνπ Δ ζηα νπνία ε f κεδελίδεηαη, θαη  

 

ii) ηα εζω ηεξηθά ζεκεία ηνπ Δ ζηα νπνία δελ ππάξρεη ε  f   (Σρ. 43).  

 ( ρσξίδνληαη  ζε  απηά  πνπ  ππάξρεη  ε  f     θαη  ζε  απηά πνπ  δελ  ππάξρεη  

ε f   αιιά  δέρνληαη  εθαπηνκέλε )  

 

Γεληθά   
 

Έζησ κηα ζπλάξηεζε  f   oξηζκέλε ζ‟ έλα δηάζηεκα ( , )   θαη 
0 ( , )x   .  Αλ  

        ε f   αιιάδεη πξόζεκν εθαηέξσζελ ηνπ 0x  θαη 

        νξίδεηαη εθαπηνκέλε ηεο fC  ζην 
0 0( , ( ))A x f x , 

ηόηε ην 
0 0( , ( ))A x f x  είλαη ζεκείν θακπήο.  
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Aζύκπηωηεο  

ΟΡΙΜΟ  

Αλ έλα ηνπιάρηζηνλ από ηα όξηα 
0

lim ( )
x x

f x


, 
0

lim ( )
x x

f x


 είλαη   ή  , ηόηε ε  

επζεία x x 0
 ιέγεηαη θαηαθόξπθε αζύκπηω ηε  ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο 

ηεο  f .  

Έηζη  θαη  ζηα  4  παξαθάησ  ζρήκαηα  ε  επζεί α  x x 0
 είλαη θαηαθόξπθε  

αζύκπησηε .  

 

Παξαηεξήζεηο  

1.  Τηο  θαηαθόξπθεο  αζύκπησηεο  ηηο  αλαδεηνύκε  ζε  άθξα   δηαζηεκάησλ 
ηνπ  πεδίνπ  νξηζκνύ  ζηα  νπνί  ε ζπλάξηεζε δελ νξίδεηαη   ή  ζε  ζεκεία  

αζπλέρεηαο  

2.  Μηα  ζπλάξηεζε  κπνξεί  λα  κελ  θαηαθόξπθε  αζύκπησηε , κπνξεί  όκσο  

λα  έρεη  πνιιέο  αθόκα  θαη  άπεηξεο   (π.ρ. εθρ , ζθρ )  

3.  Μηα  ζπλάξηεζε  κπνξεί  λα  έρεη θνηλό ζεκείν κε ηελ  θαηαθόξπθε  

αζύκπησηε ηεο  όπσο θαίλεηαη  ζην  ζρ.4 (θπζηθά παξαπάλσ θνηλά  
ζεκεία  δελ  κπνξεί  λα  έρεη  κε  θαηαθόξπθε  επζεία , αθνύ ηόηε  δε  ζα 
ήηαλ  ζπλάξηεζε)   

 

ΟΡΙΜΟ  

Αλ lim ( )
x

f x


  (αληηζηνίρσο lim ( ) )
x

f x


 , ηόηε ε επζεία y   ιέγεηαη 

νξηδόληηα αζύκπηω ηε  ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο  f   ζην   
(αληηζηνίρσο ζην  ).  

 

ΟΡΙΜΟ  

Η επζεία y x    ιέγεηαη αζύκπηω ηε  ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο  f   

ζην  , αληηζηνίρσο ζην  , αλ      lim[ ( ) ( )] 0
x

f x x 


   ,  

Αληηζηνίρσο           lim[ ( ) ( )] 0
x

f x x 


   .  

Η αζύκπησηε y x    είλαη νξηδόληηα αλ 0  , ελώ αλ 0   ιέγεηαη 

πιάγηα αζύκπησηε.  



Σην  ζρ.  1  έρνπκε κηα νξηδόληηα  αζύκπησηε ζην    ,  ζην  2  κηα νξηδόληηα  
ζην     θαη  κία  ζην    ,  ζην  ζρ. 3   κηα  νξηδόληηα  ζην     θαη  κηα  
πιάγηα  ζην     , ελώ  ζη  ζρ. 4   έρνπκε  ηελ  ίδηα  νξηδόληηα  α ζύκπησηε  

θαη  ζην     θαη  ζην     .  

 

Παξαηεξήζεηο  

1.  Τηο  νξηδόληηεο  θαη  ηηο  πιάγηεο  αζύκπησηεο  ηηο  αλαδεηνύκε  ζην     

θαη  ζην     ,  κε  ηελ  πξνϋπόζεζε  βέβα ηα  όηη  ε  ζπλάξηεζε  νξίδεηαη   

ζε  δηαζηήκαηα  ηεο  κνξθήο ( , )  ή ( , )    ή ( , ) ( , )    .   

2.  Μία  ζπλάξηεζε  κπνξεί  λα  έρεη 2  ην  πνιύ  ζπλνιηθά   νξηδόληηεο  θαη  

πιάγηεο αζύκπησηεο  ( κία ην  πνιύ  ζην     θαη  κία  ην  πνιύ  ζην   ) 
.Μπνξεί  λα  είλαη  θαη  νη  δύν νξηδόληηεο  , κπνξεί  θαη  νη  δύν  πιάγηεο  

ή  κπνξεί  λα είλαη  κία  νξηδόληηα  θαη  κία  πιάγηα . Αλ  δειαδή  ζην    
έρεη  νξηδόληηα  αζύκπησηε , απνθιείεηαη  λα  έρεη  θαη  πιάγηα  εθεί  θαη  
αληηζηξόθσο . Όκνηα  ζην  .  Φπζηθά  κπνξεί  λα  κελ  έρεη  νύηε  
νξηδόληηα  ,  νύηε  πιάγηα  αζύκπησηε ή  λα  έρεη  κόλν  ζην    ή  κόλν  

ζην    

3.  Μία  ζπλάξηεζε  κπνξεί  λα  έρεη  κε ηελ  νξηδόληηα  ή πιάγηα  αζύκπησηε  

ηεο  πνιιά  θνηλά  ζεκεία  αθόκα  θαη  άπεηξα . Η  έλλνηα  ηεο  
αζύκπησηεο δελ είλαη  όηη  δελ  „αθνπκπάεη‟  ηελ  γξαθηθή  παξάζηαζε  ,   
αιιά  όηη  ε  γξαθηθή  παξάζηαζε  δηαξθώο  ηελ  πιεζηάδεη  ηείλνληαο  ζην  
άπεηξν  ε  θαηαθόξπθε  απόζηαζε  ηνπο  λα κεδεληζηεί   .    

 

4.  Μηα  επζεία  κπνξεί  λα είλαη  ηαπηόρξνλα  θαη  εθαπηνκέλε  θαη  

αζύκπησηε  ηεο  γξαθηθήο παξάζηαζεο  κηαο  ζπλάξηεζεο    

ΘΕΩΡΗΜΑ  

Η επζεία y x    είλαη αζύκπησηε ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο  f   ζην 

 , αληηζηνίρσο ζην  , 

αλ θαη κόλν αλ   
( )

lim
x

f x

x



    θαη  lim[ ( ) ]

x
f x x 


   ,     

αληηζηνίρσο   
( )

lim
x

f x

x



    θαη  lim [ ( ) ]

x
f x x 


   .  



ΥΟΛΙΑ  

 Οη πνιπσλπκηθέο ζπλαξηήζεηο βαζκνύ κεγαιύηεξνπ ή ίζνπ ηνπ 2 δελ 

έρνπλ αζύκπησηεο.  

 Οη πνιπσλπκηθέο ζπλαξηήζεηο πξώηνπ  ή  κεδεληθνύ βαζκνύ  δειαδή  νη  

επζείεο  έρνπλ  αζύκπησηεο  ηνλ  εαπηό  ηνπο .  

 Οη ξεηέο ζπλαξηήζεηο 
)(

)(

xQ

xP
, κε βαζκό ηνπ αξηζκεηή )(xP  κεγαιύηεξν 

ηνπιάρηζηνλ θαηά δύν ηνπ βαζκνύ ηνπ παξνλνκαζηή, δελ έρνπλ  νύηε 

πιάγηεο  νύηε  νξηδόληηεο  αζύκπησηεο.  

 Οη ξεηέο ζπλαξηήζεηο 
)(

)(

xQ

xP
, κε βαζκό ηνπ αξηζκεηή )(xP  κεγαιύηεξν  

αθξηβώο  θαηά έλα  ηνπ βαζκνύ ηνπ παξνλνκαζηή, ηόηε  έρνπλ  θαη  ζην  

   θαη  ζην      πιάγηα  αζύκπησηε  ηελ  ίδηα  επζεία .  

 Οη ξεηέο ζπλαξηήζεηο 
)(

)(

xQ

xP
, κε βαζκό ηνπ αξηζκεηή )(xP  ίζν κε ην βαζκό 

ηνπ παξνλνκαζηή, ηόηε  έρνπλ  θαη  ζην     θαη  ζην      νξηδόληηα  

αζύκπησηε  ηελ  ίδηα  επζεία  πνπ  απνθιείεηαη  λα είλαη  ν ρρ΄ .  

 Οη ξεηέο ζπλαξηήζεηο 
)(

)(

xQ

xP
, κε βαζκό ηνπ αξηζκεηή )(xP  κηθξόηεξν   ηνπ 

βαζκνύ ηνπ παξνλνκαζηή, ηόηε  έρνπλ  θαη  ζην     θαη  ζην      
νξηδόληηα   αζύκπησηε    ηνλ  ρρ΄.  

 Γελ  κπνξεί  κηα  ξεηή  ζπλάξηεζε  λα  έρεη  πιάγηα  θαη  νξηδόληηα  

αζύκπησηε  

 Τηο  θαηαθόξπθεο αζύκπησηεο  ηεο  ξεηήο  ζπλάξηεζεο  ηηο  αλαδεηώ  ζηηο  

ξίδεο  ηνπ  παξνλνκαζηή  νπ  δελ  είλαη  ηαπηόρξνλα  θαη  ξίδεο  ηνπ  

αξηζκεηή .  

 Οη  ηξηγσλνκεηξηθέο ζπλαξηήζεηο  δελ  έρνπλ  νύηε  νξηδόληηεο  νύηε  

πιάγηεο  αζύκπησηεο.  

 Μία  ζπλάξηεζε νξηζκέλε  θαη  ζπλερήο   ζε  θιεηζηό  δηάζηεκα  δελ  έρεη  

θαζόινπ  αζύκπησηεο ( νύηε  θαηαθόξπθεο  νύηε νξηδόληηεο νύηε πιάγηεο)  

 

 Σύκθσλα κε ηνπο παξαπάλσ νξηζκνύο, αζύκπησηεο ηεο γξαθηθήο 

παξάζηαζεο κηαο ζπλάξηεζεο  f   αλαδεηνύκε: 

     — Σηα άθξα ησλ  δηαζηεκάησλ ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ ηεο ζηα νπνία ε  f   δελ  

νξίδεηαη.    ( θαηαθόξπθεο )  

    — Σηα ζεκεία ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ ηεο, ζηα νπνία ε  f   δελ είλαη ζπλερήο.     

          (θαηαθόξπθεο )  

    — Σην  ,  , εθόζνλ ε ζπλάξηεζε είλαη νξηζκέλε ζε δηάζηεκα ηεο 

κνξθήο ),( α , αληηζηνίρσο ),( α .   ( νξηδόληηεο  ή  πιάγηεο )  

 

 

 



Καλόλεο de  L’ Hos pital  

Γηα ηα όξηα πειίθνπ πνπ νδεγνύλ ζε απξνζδηόξηζηεο κνξθέο 
0

0
, 




, ηζρύνπλ 

ηα επόκελα ζεσξήκαηα (ε απόδεημή ηνπο παξαιείπεηαη), πνπ είλαη γλσζηά σο 

θαλόλεο de  l’ Hos pital.  

ΘΕΩΡΗΜΑ 1ν (κνξθή 
0

0
) 

Αλ 
0

lim ( ) 0
x x

f x


 , 
0

lim ( ) 0
x x

g x


 , 
0 { , }x      θαη ππάξρεη ην 

0

( )
lim

( )x x

f x

g x




 

(πεπεξαζκέλν ή άπεηξν), ηόηε:      
0 0

( ) ( )
lim lim

( ) ( )x x x x

f x f x

g x g x 





.  

ΘΕΩΡΗΜΑ 2ν (κνξθή 



) 

Αλ 
0

lim ( )
x x

f x


  , 
0

lim ( )
x x

g x


 , 
0 { , }x      θαη ππάξρεη ην 

0

( )
lim

( )x x

f x

g x




 (πεπεξαζκέλν ή άπεηξν), ηόηε:   

0 0

( ) ( )
lim lim

( ) ( )x x x x

f x f x

g x g x 





.  

ΥΟΛΙΑ  

1.  Τν ζεώξεκα 2 ηζρύεη θαη γηα ηηο κνξθέο 



, 




, 




.  

2.  Τα παξαπάλσ ζεσξήκαηα ηζρύνπλ θαη γηα πιεπξη θά όξηα θαη κπνξνύκε, αλ  
ρξεηάδεηαη, λα ηα εθαξκόζνπκε πεξηζζόηεξεο θνξέο, αξθεί λα πιεξνύληαη  

νη πξνϋπνζέζεηο ηνπο.  

3.  Οη  απξνζδηόξηζηεο  κνξθέο  0 ( ) , ( ) ( ) , ( ) ( ) , ( ) ( )            

κπνξνύλ  λα  αλαρζνύλ  ζε  κία  από  ηηο  παξαπάλσ  κνξθέο 
0

0
 ,   




  

(ζπλήζσο  κε  αλνξζόμε  παξαγνληνπνίεζε)   θαη  κεηά  λα  ππνινγηζηνύλ  
κε  ηνπο  παξαπάλσ θαλόλεο  

4.  Οη  απξνζδηόξηζηεο  κνξθέο  
0 00 ,( ) ,1  κπνξνύλ  λα  αλαρζνύλ  ζε  κία  

από  ηηο  παξαπάλσ  κνξθέο 
0

0
 ,   




  (ζπλήζσο  κε  ρξήζε  ηεο  ηδηόηεηαο 

lnx xe   )  θαη  κεηά  λα  ππνινγηζηνύλ  κε  ηνπο  παξαπάλσ θαλόλεο  

5.  Ο  θαλόλαο  δελ  ππνινγίδεη  όξηα .Αλαγάγεη ηνλ  ππνινγηζκό  ελόο  νξίνπ 

ζε  έλα  άιιν  όξην , νπόηε  έρεη  λόεκα  λα εθαξκνζηεί  κόλν  όηαλ  ην  
θαηλνύξγην  όξην  είλαη  πην  εύθνιν. (π.ρ. ζε όξηα  κε  ξηδηθά  ζπλήζσο  
δελ  εθαξκόδνπκε  ηνλ θαλόλα)  

6.  Ο θαλόλαο  κπνξεί  λα  εθαξκνζηεί  πεξηζζόηεξεο  από  κία  θνξέο  αλ 

πιεξνύληαη  νη  πξνϋπνζέζεηο   
0 0 0

( ) ( ) ( )
lim lim lim ...

( ) ( ) ( )x x x x x x

f x f x f x

g x g x g x  

 
  

 
 

7.  Γηα  λα  εθαξκνζηεί  ν  θαλόλαο  πξέπεη  νη  ζπλαξηήζεηο  ,f g  λα  είλαη  

παξαγσγίζηκεο  θνληά  ζην  ρ ν (ρσξίο  λα  καο  ελδηαθέξεη  αλ  είλαη  

παξαγσγίζηκεο  ζην  ρ ν ) θαη  πξέπεη   ( ) 0g x    γηα  θάζε  ρ θνληά  ζην  ρ ν 



8.  Μπνξεί  λα  ππάξρεη  ην  
0

( )
lim

( )x x

f x

g x
  θαη  λα  κελ  ππάξρεη  ην  

0

( )
lim

( )x x

f x

g x




  ή  

λα  ππάξρεη  θαη  λα  κελ  ηζνύληαη .  Γηα  απηό  είλαη  απαξαίηεην  λα  

εμαζθαιίδεηαη  πξώηα  όηη  ην  
0

( )
lim

( )x x

f x

g x
  είλαη  ηεο  κνξθήο  

0

0
 ,   




   

9.  Πξνζνρή !!! Γηα  λα  κπνξέζνπκε  λα  γξάςνπκε όηη   
0

( )( )
lim

( ) ( )

o

x x
o

f xf x

g x g x




 
  

πξέπεη  λα  γλσξίδνπκε  όηη  νη  ζπλαξηήζεηο  ,f g    είλαη  ζπλερήο  ζην  ρν  

Όηαλ  δελ  δίλεηαη  όηη  είλαη  ζπλερείο ζην  ρν , ζα  πξέπεη     πξώηα  λα 

απνδεηθλύνπκε  κε  ηνλ  νξηζκό  ηεο  παξαγώγνπ όηη  
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 Μειέηε  θαη  ράξαμε  γξαθηθήο  παξάζηαζεο κηαο  ζπλάξηεζεο   

 

Η πνξεία ηελ νπνία αθνινπζνύκε ιέγεηαη κειέηε ηεο ζπλάξηεζεο  θαη 

πεξηιακβάλεη ηα παξαθάησ βήκαηα: 

1ν  Βξίζθνπκε ην πεδίν νξηζκνύ ηεο f .  

2o  Eμεηάδνπκε ηε ζπλέρεηα ηεο  f   ζην πεδίν νξηζκνύ ηεο.  

3ν  Βξίζθνπκε ηηο παξαγώγνπο f   θαη f   θαη θαηαζθεπάδνπκε ηνπο πίλαθεο 

ησλ πξνζήκσλ ηνπο. Με ηε βνήζεηα ηνπ πξνζήκνπ ηεο f   πξνζδηνξίδνπκε ηα  

δηαζηήκαηα κνλνηνλίαο θαη ηα ηνπηθά αθξόηαηα ηεο  f , ελώ κε ηε βνήζεηα ηνπ 

πξνζήκνπ ηεο f   θαζνξίδνπκε ηα  δηαζηήκαηα ζηα νπνία ε  f  είλαη θπξηή ή  

θνίιε θαη βξίζθνπκε ηα ζεκεία θακπήο.  

4ν  Μειεηνύκε ηε “ζπκπεξηθνξά” ηεο ζπλάξηεζεο ζηα άθξα ησλ δηαζηεκάησλ 
ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ ηεο (νξηαθέο ηηκέο, αζύκπησηεο, θηι.)  

5ν  Σπγθεληξώλνπκε ηα παξαπάλσ ζπκπεξάζκαηα ζ‟ έλα ζπλνπηηθό πίλαθα 

πνπ ιέγεηαη θαη πίλαθαο κεηαβνιώ λ ηεο  f  θαη κε ηε βνήζεηά ηνπ 
ραξάζζνπκε ηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο  f .  Γηα θαιύηεξε ζρεδίαζε ηεο fC  

θαηαζθεπάδνπκε έλαλ πίλαθα ηηκώλ ηεο  f .  

ΥΟΛΙΟ  

1) Όπσο είλαη γλσζηό, αλ κηα ζπλάξηεζε f  κε πεδίν νξηζκνύ ην Α είλαη             

ά ρ η  ι α, ηόηε ε fC  έρεη άμνλα ζπκκεηξίαο ηνλ άμνλα yy , ελώ αλ είλαη π ε ρ ιη  

η  ή, ε fC  έρεη θέληξν ζπκκεηξίαο ηελ αξρή ησλ αμόλσλ Ο .  Δπνκέλσο, γηα ηε  

κειέηε κηαο ηέηνηαο ζπλάξηεζεο κπνξνύκε λα πεξηνξηζηνύκε ζηα x , κε 

0x  .  

2) Αλ κηα ζπλάξηεζε  f   είλαη  π ε ρ ι ο  δ ι κ ή  κε πεξίνδν Τ, ηόηε 

πεξηνξίδνπκε ηε κειέηε ηεο fC  ζ‟ έλα δηάζηεκα πιάηνπο Τ.  

 
 


