
ΘΔΩΡΗΜΑ (Rolle) 

Αλ κηα ζπλάξηεζε  f  είλαη: 

         ζπλερήο ζην θιεηζηό δηάζηεκα ],[ βα  

         παξαγωγίζηκε ζην αλνηθηό δηάζηεκα ),( βα  θαη 

         ( ) ( )f f   

ηόηε ππάξρεη έλα, ηνπιάρηζηνλ, ( , )    ηέηνην, ώζηε:    ( ) 0f    

 

Γεωκεηξηθά, απηό ζεκαίλεη όηη ππάξρεη 

έλα, ηνπιάρηζηνλ, ),( βαξ   ηέηνην, ώζηε ε 

εθαπηνκέλε ηεο fC  ζην ))(,( ξfξM  λα είλαη 

παξάιιειε ζηνλ άμνλα ηωλ x.  

 

Παρατηρήσεις  

 

1. Τν  ζεώξεκα πξνθαλώο  ηζρύεη  θαη  γηα  ζπλαξηήζεηο  πνπ  είλαη 

παξαγωγίζκεο ζην [α,β].Αλ  όκωο  βάδακε  ωο  πξνϋπόζεζε  ηελ  

παξαγωγηζηκόηεηα  ζην [α,β] , ζα  ράλακε  θάπνηεο  ζπλαξηήζεηο  γηα  ηηο  

νπνίεο  ηζρύεη  ην  ζεώξεκα  θαη  είλαη παξαγωγίζηκεο  κόλν  ζην 

(α,β).Γεληθά  όηαλ  δηαηππώλνπκε  κηα  πξόηαζε  , βάδνπκε  ηηο  ιηγόηεξεο  

αλαγθαίεο  πξνϋπνζέζεηο  πνπ  απαηηνύληαη .  

 

2. Τν   αληίζηξνθν ηνπ ζεωξήκαηνο  δελ  ηζρύεη. Μπνξεί  δειαδή  λα  

ππάξρεη ( , )     κε  ( ) 0f    , ρωξίο  απαξαίηεηα  λα  πιεξνύληαη  όιεο  

νη  πξνϋπνζέζεηο  , όπωο  θαίλεηαη  ζηα  παξαθάηω ζρήκαηα .  

 
3. Τν  γηαηί  είλαη απαξαίηεηε  πξνϋπόζεζε ε παξαγωγηζηκόηεηα  ζην (α,β) 

θαίλεηαη ζην παξαθάηω ζρήκα   

 

 y

 O  x β ξ΄ ξ α

 Μ(ξ,f (ξ))

 Β(β,f (β))
 Α(α,f (α))
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4. Τν  γηαηί  είλαη απαξαίηεηε  πξνϋπόζεζε ε ζπλέρεηα  ζην [α,β] θαίλεηαη 

ζηα παξαθάηω ζρήκαηα  

 

 
5. Τν  ζεώξεκα  Rolle , κνηάδεη  κε ην  ζεώξεκα  Bolzano , ωο  πξνο  ην  όηη  

θαη ηα δύν εμαζθαιίδνπλ  κηα  ηνπιάρηζηνλ  ξίδα .Μόλν πνπ ην ζ.  Bolzano 

αλαθέξεηαη  ζε  ξίδεο  ηεο  f   ,  ελώ  ην   ζ. Rolle  ζε  ξίδεο  ηεο   f ΄.  

 

6. Αλ  αλαδεηνύκε  ξίδεο  ηεο     f ΄ κπνξνύκε  λα  εθαξκόζνπκε  ζ.  Rolle  

ζηελ  f      είηε   ζ. Bolzano  ζηελ   ηεο   f ΄.   

Αλ   αλαδεηνύκε  ξίδεο  ηεο     f  κπνξνύκε  λα  εθαξκόζνπκε   ζ.  Bolzano  

ζηελ  f      είηε   ζ. Rolle  ζηελ παξάγνπζα  ηεο   f  , δειαδή  ζε  κία  

ζπλάξηεζε  F   όπνπ   F f  .   

 

Βασικές    ευαρμογές  τοσ   θ. Rolle  .  

 

Αλ  f   παξαγωγίζηκε  ζπλάξηεζε ζην    ηζρύνπλ : 

 

1. κεηαμύ  δύν δηαδνρηθώλ ξηδώλ ηεο  f  ππάξρεη ηνπιάρηζηνλ κία ξίδα ηεο f           

2. κεηαμύ  δύν  δηαδνρηθώλ  ξηδώλ ηεο  f   , ππάξρεη κία ην πνιύ ηεο  f  

3. αλ  ε  f   έρεη  λ  ξίδεο , ηόηε  ε  f    έρεη  ηνπιάρηζηνλ  λ-1 ξίδεο , ε f   

έρεη ηνπιάρηζηνλ  λ - 2  θιπ (κε ηελ πξνϋπόζεζε όηη  νξίδνληαη  ε f   θιπ) 

 

 
4. αλ  ( ) 0f x    γηα  θάζε  x   ηόηε  ε  f  έρεη  κία ην  πνιύ  ξίδα  

5. αλ  ( ) 0f x    γηα  θάζε  x   ηόηε  ε   f    έρεη  κία ην  πνιύ  ξίδα  θαη  

ε  f   δύν  ην  πνιύ  ξίδεο   θιπ  

6. ν  ζπλδπαζκόο  ηνπ  ζ. Bolzano   θαη  ηνπ  ζ. Rolle  ζε  κία  ζπλάξηεζε  f  

εμαζθαιίδεη  ηελ  ύπαξμε  κηαο   αθξηβώο  ξίδαο  ηεο  f . Σπγθεθξηκέλα  

κε  ην  ζ. Bolzano   εμαζθαιίδνπκε  ηελ  ύπαξμε  κηαο  ηνπιάρηζηνλ  ξίδαο 

θαη  κε  ην  ζ. Rolle  απνθιείνπκε  λα  έρεη  παξαπάλω  από  κία  

δείρλνληαο  όηη  ε  f    δελ  έρεη  ξίδεο . Έηζη ζ έρεη αλαγθαζηηθά κία ξίδα .  

 

Γεληθεύεηαη  θαη γηα πεξηζζόηεξεο ξίδεο  .    Γειαδή :    

ηνπιάρηζηνλ θ ξίδεο  +   ην πνιύ θ ξίδεο  =  αθξηβώο  θ  ξίδεο   



ΘΔΩΡΗΜΑ (Μέσης Σιμής Γιαυορικού Λογισμού Θ.Μ.Σ.)  

Αλ κηα ζπλάξηεζε  f  είλαη: 

          ζπλερήο ζην θιεηζηό δηάζηεκα ],[ βα  θαη 

  παξαγωγίζηκε ζην αλνηθηό δηάζηεκα ),( βα  

ηόηε ππάξρεη έλα, ηνπιάρηζηνλ, ),( βαξ   ηέηνην, ώζηε:   
( ) ( )

( )
f f

f
 


 


 


 

 

Γραυική ερμηνεία  

Γεωκεηξηθά, απηό ζεκαίλεη όηη ππάξρεη 

έλα, ηνπιάρηζηνλ, ),( βαξ   ηέηνην, ώζηε ε 

εθαπηνκέλε ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο 

ηεο  f  ζην ζεκείν ))(,( ξfξM  λα είλαη 

παξάιιειε ηεο επζείαο ΑΒ.  

 

Παρατηρήσεις   

 

1. Τν  ζ. Rolle  απνηειεί  εηδηθή  πεξίπηωζε  ηνπ  Θ.Μ.Τ ζηελ πεξίπηωζε  

όπνπ ( ) ( )f f   . Σε  αληίζεζε    κε  ην  ζ. Rolle  πνπ  εμαζθαιίδεη  ξίδα  

ηεο  ( ) 0f x  ,  ην  Θ.Μ.Τ. εμαζθαιίδεη ξίδα  ηεο  ( ) 0f x    , αξθεί  λα  

βξνύκε  θαηάιιειν δηάζηεκα  [α,β]  ηέηνην  ώζηε  
( ) ( )f f 


 





 θαη λα 

πιεξνύληαη νη πξνϋπνζέζεηο ηνπ Θ.Μ.Τ.  

 

2. Αλ  ( ) ( )f f    ηόηε ππάξρεη έλα, ηνπιάρηζηνλ, ),( βαξ   ηέηνην, ώζηε:   

( ) ( )
( )

f f
f

 


 


 


 < 0 ,  ελώ   ( ) ( )f f   ηόηε ππάξρεη έλα, 

ηνπιάρηζηνλ, ),( βαξ   ηέηνην, ώζηε:   
( ) ( )

( )
f f

f
 


 


 


 > 0.Τν  Θ.Μ.Τ. 

ινηπόλ  εμαζθαιίδεη  ηελ  ύπαξμε  κηαο  ζεηηθήο ή  κηαο  αξλεηηθή  ηηκήο 

ηεο  f    , δειαδή  γξαθηθά ηελ  ύπαξμε  εθαπηνκέλεο  πνπ  ζρεκαηίδεη  κε  

ηνλ  ρρ΄  γωλία  νμεία  ή  ακβιεία  αληίζηνηρα .  

 

3. Τα  παξαπάλω ζπκπεξάζκαηα  κεηαθέξνληαη  θαη  γηα  ηελ  f    κε  

εθαξκνγή  ηνπ  Θ.Μ.Τ.  γηα  ηελ  f  .  

 

4. Τν  Θ.Μ.Τ. ηζρύεη  θαη  γηα  ζπλαξηήζεηο  πνπ  είλαη  παξαγωγίζηκεο  ζην 

[α,β] , ωζηόζν  ε  παξαγωγηζηκόηεηα  ζηα  άθξα  δελ  είλαη  απαξαίηεηε.  

 

5. Τν  αληίζηξνθν  ηνπ  ζεωξήκαηνο  δελ  ηζρύεη . Γειαδή  κπνξεί  λα  

ππάξρεη  ( , )    ηέηνην, ώζηε:   
( ) ( )

( )
f f

f
 


 


 


 , ρωξίο  ε  f   λα  

είλαη  απαξαίηεηα  ζπλερήο  ζην [α,β]  ή παξαγωγίζηκε  ζην (α,β) .  

 

 

 Β(β,f (β))

 β ξ΄ ξ a  x

 y

 Ο

 M(ξ,f (ξ))

 A(a,f (a))
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6. Τν  γηαηί ε παξαγωγηζηκόηεηα είλαη απαξαίηεηε θαίλεηαη ζην παξαθάηω 

ζρήκα , όπνπ  δελ  κπνξνύκε  λα βξνύκε  εθαπηνκέλε παξάιιειε  ζηελ 

ΑΒ , δηόηη  ζην  ζεκείν  πνπ  ζα  ηε  ζέιακε ε ζπλάξηεζε  δελ  είλαη 

παξαγωγίζηκε  θαη ιόγω  γωληαθνύ  ζεκείνπ  δελ  νξίδεηαη  εθαπηνκέλε . 

 

 
7. Τν  γηαηί  ε  ζπλέρεηα  είλαη  απαξαίηεηε θαίλεηαη  ζηα  παξαθάηω  

ζρήκαηα   

  
 

σνέπειες   τοσ   Θ.Μ.Σ   

 
ΘΔΩΡΗΜΑ 

Έζηω κηα ζπλάξηεζε f νξηζκέλε ζε έλα δηάζηεκα Γ. Αλ 

      ε  f   είλαη ζπλερήο ζην Γ θαη 

      ( ) 0f x   γηα θάζε ε σ ω τ ε ρ ι κ ό  ζεκείν x ηνπ Γ, 

ηόηε ε  f  είλαη ζηαζεξή ζε όιν ην δηάζηεκα Γ. 

 

Γραυική  ερμηνεία  

 

Αθνύ ( ) 0f x   γηα θάζε ε ζ ω η ε ξ η θ ό  ζεκείν x ηνπ Γ , ε γξαθηθή  

παξάζηαζε  ηεο  f   έρεη  ζε  θάζε  ζεκείν  ηεο  νξηδόληηα  εθαπηνκέλε (εθηόο  

ίζωο  από  ηα  άθξα  ηεο) . Τελ  ηδηόηεηα  απηή  ηελ  έρεη  κόλν  ε ζηαζεξή 

ζπλάξηεζε. 

 
 

 

 

 



ΠΟΡΙΜΑ 

Έζηω δπν ζπλαξηήζεηο gf ,  νξηζκέλεο ζε έλα δηάζηεκα Γ. Αλ 

     νη gf ,  είλαη ζπλερείο ζην Γ θαη 

     )()( xgxf   γηα θάζε  ε σ ω τ ε ρ ι κ ό  ζεκείν x ηνπ Γ,  

ηόηε ππάξρεη ζηαζεξά c ηέηνηα, ώζηε γηα θάζε Γx  λα ηζρύεη:   cxgxf  )()(  

 

Γραυική  ερμηνεία  

 

Αθνύ ( ) ( )f x g x   γηα θάζε ε ζ ω η ε ξ η θ ό  ζεκείν x ηνπ Γ , νη γξαθηθέο 

παξαζηάζεηο  ηωλ  f , g   έρνπλ  ζε  θάζε  ζεκείν  ηνπο  κε  ηελ  ίδηα  

ηεηκεκέλε  παξάιιειεο  εθαπηνκέλεο . Απηό  ζπκβαίλεη  κόλν  όηαλ  ε  κία  

θαηαθόξπθε  κεηαηόπηζε  ηεο  άιιεο . 

 

Παρατηρήσεις   

 

1. Τν παξαπάλω ζεώξεκα θαζώο θαη ην πόξηζκά ηνπ θαη  ε εθαξκνγή  

ηζρύνπλ ζε δηάζηεκα θαη όρη ζε έλωζε δηαζηεκάηωλ.  

Γηα παξάδεηγκα, έζηω ε ζπλάξηεζε    
1 , 0

( )
1 , 0

x
f x

x

 
 


.  

Παξαηεξνύκε όηη, αλ θαη ( ) 0f x   γηα θάζε ( , 0) (0, )x    , εληνύηνηο ε  

f  δελ είλαη ζηαζεξή ζην ( ,0) (0, )   . 

2. Αλ   ( ) 0f x    γηα  θάζε  
1 2x    ηόηε   

1 1

2 2

,
( )

,

c x
f x

c x


 


Αληίζηνηρα  

γηα   
1 2 3 ...     

3. Αλ  ( ) ( )f x g x   γηα  θάζε  
1 2x    ηόηε   

1 1

2 2

( ) ,
( )

( ) ,

g x c x
f x

g x c x

 
 

 
 

     Αληίζηνηρα  γηα   
1 2 3 ...     

 

4. Τηο  πξνϋπνζέζεηο πνπ  αλαθέξνληαη  ζηελ  παξάγωγν  ηηο  εμαζθαιίδνπκε  

ζηα  εζωηεξηθά  ζεκεία  ηνπ  Γ , πνπ  ζεκαίλεη  όηη  αθόκα θαη αλ  ην  Γ   

είλαη  θιεηζηό δελ  καο  ελδηαθέξεη ε ζπκπεξηθνξά ηεο παξαγώγνπ ζηα  

άθξα  ηνπ . Η  ζπλέρεηα  όκωο  αλαθέξεηαη  ζε  όιν  ην  Γ  άξα  θαη  ζηα  

άθξα  αλ  απηό  είλαη  θιεηζηό . 

5. Αλ δύν  παξαγωγίζηκεο  ζπλαξηήζεηο  είλαη  ίζεο  ηόηε  θαη νη παξάγωγνί 

ηνπο  ζα  είλαη ίζεο . Τν  αληίζηξνθν   δελ  ηζρύεη  , αθνύ όπωο  είδακε  

κπνξεί  λα  είλαη  δύν  νπνηεζδήπνηε ζπλαξηήζεηο πνπ  δηαθέξνπλ θαηά 

κία ζηαζεξά . 

 

6. Τν  ζεώξεκα  όπωο  θαη  ην πόξηζκα ηζρύνπλ  θαη  αληίζηξνθα .  



ΔΦΑΡΜΟΓΗ   

Αλ  γηα  κία ζπλάξηεζε  f  ηζρύεη  f x f x ( ) ( )    γηα θάζε   x , ηόηε  

( ) xf x ce   γηα θάζε  x  

Απόδεημε  

2
0 0 0

( ) ( )
0 ( ) ,

x x
x x

x

x

x x

e f x e f x
f x f x f x f x e f x e f x

e

f x f x
c f x c e c

e e

 
           

 
       

 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

 

Γενίκεσση  ευαρμογής   

 

Αλ  γηα  κία ζπλάξηεζε  f  ηζρύεη  ( )f x g x f x  ( ) ( )    γηα θάζε   x , ηόηε  
( )( ) g xf x ce   γηα θάζε  x  

Απόδεημε  

( ) ( )

( ) ( )
( )

2 ( ) ( ) ( )

( ) ( ) 0 0

( ) ( )
0 0 ( ) ,

g x g x

g x g x
g x

g x g x g x

f x g x f x f x g x f x e f x e f x

e f x e f x f x f x
c f x c e c

e e e

           

   
         

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )  

Αντιπαραγώγιση 

  

g   g  g   g  

1vx v    1

1

vx
c

v






 
( ) ( ) 1vf x f x v    1( )

1

vf x
c

v






 

1
, 0x

x
  ln x c  ( )

, ( ) 0
( )

f

f x
f x x D

f x


    ln ( )f x c  

*,axe a  axe

a
c  

( ) ( )f xe f x  
( )f xe c  

εκαρ x
c

a


   

2

( )
, ( ) 0

( )
f

f x
f x x D

f x


    

1

( )
c

f x
   

ζπλαρ x
c




  

( ) ( )xf x f x   ( )xf x c  

2

2

1
1 x

x



   

 

εθρ c  
( ) ( ) ( ) ( )f x h x f x h x   ( ) ( )f x h x c  

2

2

1
1 x

x



   

-ζθρ c  
2

( ) ( ) ( ) ( )
, ( ) 0

( )
h

f x h x f x h x
h x x D

h x

 
    

( )

( )

f x
c

h x
  

1
, 0

2
x

x
  x c  ( )

, ( ) 0
2 ( )

f

f x
f x x D

f x


    ( )f x c  



 


