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ΟΛΟΚΛΗΡΩΣΙΚΟ΢    ΛΟΓΙ΢ΜΟ΢ 

 
Αρτική ζσνάρηηζη  

ΟΡΙ΢ΜΟ΢ 

Έζησ  f  κηα ζπλάξηεζε νξηζκέλε ζε έλα δηάζηεκα Δ. Αρτική ζσνάρηηζη ή 

παράγοσζα ηης  f  ζηο Δ νλνκάδεηαη θάζε ζπλάξηεζε F πνπ είλαη 

παξαγσγίζηκε ζην Δ θαη ηζρύεη 

,  γηα θάζε  . 

 

Παραηήρηζη  

 

Απνδεηθλύεηαη όηη θάζε ζπλερήο ζπλάξηεζε ζε δηάζηεκα Δ έρεη παξάγνπζα 

ζην δηάζηεκα  απηό (δηόηη γεληθά δελ  έρεη θάζε ζπλάξηεζε παξάγνπζα ).  

 

ΘΔΩΡΗΜΑ 

Έζησ  f  κηα ζπλάξηεζε νξηζκέλε ζε έλα δηάζηεκα Δ. Αλ F είλαη κηα 

παξάγνπζα ηεο  f  ζην Δ, ηόηε 

    όιεο νη ζπλαξηήζεηο ηεο κνξθήο      ,    , 

        είλαη παξάγνπζεο ηεο f ζην Δ        θαη 

    θάζε άιιε παξάγνπζα  ηεο  f  ζην Δ παίξλεη ηε κνξθή 

,    . 

 

Παραηήρηζη  

Τν  ζεώξεκα ηζρύεη  ζε δηάζηεκα θαη  όρη  ζε έλσζε  δηαζηεκάησλ ,  γηαηί  

ηόηε  κπνξεί  λα  κε  δηαθέξνπλ θαηά κία  ζηαζεξά , αιιά θαηά  κία  ζηαζεξά  

αλά  δηάζηεκα .  

Οη ηύπνη ηνπ παξαθάησ  πίλαθα παξαγνπζώλ ζπλαξηήζεσλ ηζρύνπλ ζε  θάζε 

διάζηημα ηνπ ρ ζην νπνίν νη παξαζηάζεηο ηνπ ρ έρνπλ λόεκα. 

 

ΠΙΝΑΚΑ΢ ΠΑΡΑΓΟΤ΢ΩΝ ΢ΤΝΑΡΣΗ΢ΔΩΝ 
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Οριζμός εμβαδού  

Έζησ  f  κηα ζπλερήο ζπλάξηεζε ζε έλα 

δηάζηεκα , κε  γηα θάζε 

 θαη Ω ην ρσξίν πνπ νξίδεηαη 

από ηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο  f, ηνλ 

άμνλα ησλ x θαη ηηο επζείεο , . 

Γηα λα νξίζνπκε ην εκβαδόλ ηνπ ρσξίνπ 

Ω (Σρ. 9) εξγαδόκαζηε όπσο ζην 

πξνεγνύκελν παξάδεηγκα. Δειαδή:  

 Χσξίδνπκε ην δηάζηεκα  ζε ν 

ηζνκήθε ππνδηαζηήκαηα, κήθνπο 

, κε ηα ζεκεία . 

 Σε θάζε ππνδηάζηεκα  επηιέγνπκε απζαίξεηα έλα ζεκείν  θαη 

ζρεκαηίδνπκε ηα νξζνγώληα πνπ έρνπλ βάζε  θαη ύςε ηα . Τν 

άζξνηζκα ησλ εκβαδώλ ησλ νξζνγσλίσλ απηώλ είλαη  

. 

 Yπνινγίδνπκε ην . 

Απνδεηθλύεηαη όηη ην  ππάξρεη ζην  θαη είλαη αλεμάξηεην από ηελ 

επηινγή ησλ ζεκείσλ . Τν όξην απηό νλνκάδεηαη εμβαδόν ηνπ επηπέδνπ 

ρσξίνπ Ω θαη ζπκβνιίδεηαη κε . Είλαη θαλεξό όηη .  

Η έννοια ηοσ οριζμένοσ ολοκληρώμαηος 

Έζησ κηα ζπλάξηεζε  f  ζ υ ν ε χ ή ς  ζην . Με ηα ζεκεία 

 ρσξίδνπκε ην δηάζηεκα  ζε ν ηζνκήθε 

ππνδηαζηήκαηα κήθνπο .  

Σηε ζπλέρεηα επηιέγνπκε απζαίξεηα έλα , γηα θάζε , θαη 

 

ζρεκαηίδνπκε ην άζξνηζκα    

ην νπνίν ζπκβνιίδεηαη, ζύληνκα, σο εμήο:    
(1)

 . 

 

                                                             
(1) Το άθροισμα αυτό ονομάζεται ένα άθροισμα RIEMANN. 
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 Aπνδεηθλύεηαη όηη, 

“Τν όξην ηνπ αζξνίζκαηνο , δειαδή ην   (1) ππάξρεη ζην  

θαη είλαη αλεμάξηεην από ηελ επηινγή ησλ ελδηάκεζσλ ζεκείσλ ”.  

 

Τν παξαπάλσ όξην (1) νλνκάδεηαη οριζμένο ολοκλήρωμα ηεο ζπλερνύο 

ζπλάξηεζεο  f  από ην α ζην β, ζπκβνιίδεηαη κε  θαη δηαβάδεηαη    

 “νινθιήξσκα ηεο  f  από ην α ζην β”. Δειαδή,  

 

Τν ζύκβνιν νθείιεηαη ζηνλ Leibniz θαη νλνκάδεηαη ζύμβολο 

νινθιήξσζεο. Απηό είλαη επηκήθπλζε ηνπ αξρηθνύ γξάκκαηνο S ηεο ιέμεο 

Summa (άζξνηζκα). Οη αξηζκνί α θαη β νλνκάδνληαη όρια ηεο νινθιήξσζεο. 

Η έλλνηα “όξηα” εδώ δελ έρεη ηελ ίδηα έλλνηα ηνπ νξίνπ ηνπ 2νπ θεθαιαίνπ.  

 Σηελ έθθξαζε  ην γξάκκα x είλαη κηα κεηαβιεηή θαη κπνξεί λα 

αληηθαηαζηαζεί κε νπνηνδήπνηε άιιν γξάκκα. Έηζη, γηα παξάδεηγκα, νη 

εθθξάζεηο ,  ζπκβνιίδνπλ ην ίδην νξηζκέλν νινθιήξσκα 

θαη είλαη πξαγκαηηθόο αξηζκόο, ζε αληίζεζε κε ην  πνπ είλαη έλα 

ζύλνιν ζπλαξηήζεσλ.  

 Επεθηείλνπκε ηνλ παξαπάλσ νξηζκό θαη γηα ηηο πεξηπηώζεηο πνπ είλαη 

 ή , σο εμήο: 

  

          

 

 Από ηνπο νξηζκνύο ηνπ εκβαδνύ θαη ηνπ 

νξηζκέλνπ νινθιεξώκαηνο πξνθύπηεη 

όηη:  

Αλ  γηα θάζε , ηόηε ην 

νινθιήξσκα  δίλεη ην εκβαδόλ 

 ηνπ ρσξίνπ Ω πνπ πεξηθιείεηαη από 

ηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο  f  ηνλ άμνλα  θαη ηηο επζείεο  θαη  

(Σρ. 11).       Δειαδή,      .  

 Επνκέλσο,   αλ       ηόηε     
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Παραηηρήζεις  

 

1. Τν  νξηζκέλν  νινθιήξσκα κε άθξα ζηαζεξνύο αξηζκνύο  είλαη ζηαζεξόο 

πξαγκαηηθόο  αξηζκόο (ζεηηθόο , αξλεηηθόο  ή κεδέλ) 

2.  Τν  νξηζκέλν  νινθιήξσκα  παξηζηάλεη εκβαδόλ  κόλν  αλ  ε  ζπλάξηεζε  

 παίξλεη  κε  αξλεηηθέο  ηηκέο . Ωζηόζν  πθίζηαηαη  ην  νξηζκέλν  

νινθιήξσκα  αθόκα  θαη  ε  ζπλάξηεζε  παίξλεη  θαη  αξλεηηθέο ηηκέο .  

3. Τν  νξηζκέλν  νινθιήξσκα  εμαξηάηαη  κόλν  από  ηε ζπλάξηεζε   θαη  

από  ηα  άθξα  νινθιήξσζεο  α , β  θαη όρη  από  ηε κεηαβιεηή  

νινθιήξσζεο , δειαδή   

4. Όηαλ  γξάθνπκε    ελλνείηαη  όηη    θαη  ζπλερήο ζην 

[α,β] 

5. Αλ    ηόηε  δελ  ηζρύεη  απαξαίηεηα  όηη    γηα  θάζε  

  

6. Αλ    ηόηε  δελ  ηζρύεη  απαξαίηεηα    γηα  θάζε  

  νύηε  θπζηθά  όηη  α = β .  

ΕΦΑΡΜΟΓH   

 ,   γηα νπνηνδήπνηε    

΢ΥΟΛΙΟ 

Αλ , ηόηε ην  εθθξάδεη ην εκβαδόλ 

ελόο νξζνγσλίνπ κε βάζε  θαη ύςνο c 

(Σρ. 12). 

 

 

Ιδιόηηηες ηοσ οριζμένοσ ολοκληρώμαηος 

 

ΘΔΩΡΗΜΑ 1ο 

Έζησ   ζ υ ν ε χ ε ί ς  ζπλαξηήζεηο ζην  θαη . Τόηε ηζρύνπλ 

               

               

θαη γεληθά 

               
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ΘΕΩΡΗΜΑ 2ο 

Αλ ε  f  είλαη  ζ υ ν ε χ ή ς  ζε δηάζηεκα Δ θαη , ηόηε ηζρύεη 

 

Γηα παξάδεηγκα, αλ  θαη , ηόηε 

. 

 

΢ΗΜΔΙΩ΢Η 

Αλ  θαη  (Σρ. 13), ε 

παξαπάλσ ηδηόηεηα δειώλεη όηη:  
 

αθνύ  ,    

θαη    . 

 

ΘΕΩΡΗΜΑ 3ο 

Έζησ f κηα  ζ υ ν ε χ ή ς  ζπλάξηεζε ζε έλα δηάζηεκα . Αλ  γηα 

θάζε  θαη ε ζπλάξηεζε  f  δελ είλαη παληνύ κεδέλ ζην δηάζηεκα απηό, 

ηόηε  

. 

Παραηηρήζεις   

1. Τν  ζεώξεκα  2 ηζρύεη  αλεμάξηεηα  από ηε δηάηαμε  ησλ α,β,γ, .Η 

ζπλζήθε  α<γ<β  αθνξά  ηε  γξαθηθή  ηεο  εξκελεία  πνπ  αλαθέξεηαη ζηε 

ζεκείσζε .  

2. Αλ      γηα  θάζε    θαη    ηόηε    γηα  

θάζε    

3. Αλ γηα ηε ζπλερή ζπλάξηεζε  f   ηζρύνπλ   ,  γηα  

θάζε  θαη   f   δελ είλαη   παληνύ   κεδέλ   ηόηε   α = β . 
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Μονοηονία  ολοκληρώμαηος  

Αλ   γηα  θάζε    ηόηε   .  

Απόδεημε   

 

Παραηηρήζεις  

1. Τν  αληίζηξνθν δελ  ηζρύεη απαξαίηεηα . Δειαδή  κπνξεί  λα  ηζρύεη   

 ρσξίο λα ηζρύεη απαξαίηεηα όηη γηα θάζε  

 . 

2. Αλ επηπιένλ  ππάξρεη  κε  ηόηε  

3. Η  ηδηόηεηα  απηή  καο  επηηξέπεη  λα  νινθιεξώλνπκε  νξηζκέλα  

αληζόηεηεο  , κε  ηε  θνξά  λα  παξακέλεη  εθόζνλ ην  πάλσ  άθξν  

νινθιήξσζεο  είλαη  κεγαιύηεξν  από  ην  θάησ . Αλ ην  πάλσ  άθξν είλαη  

κηθξόηεξν  ηόηε ε  θνξά  αιιάδεη , ελώ  αλ  ηα  άθξα  ηζνύληαη  ηόηε  

κεδελίδνληαη  θαη  ηα  2  κέιε νπόηε  έρνπκε ηζόηεηα .  

4. Με  βάζε  ηελ  ηδηόηεηα  απηή  θαη  ηδηόηεηεο απνιύησλ  έρνπκε  όηη  

  γηα  θάζε   

Απόδεημε   

Ξέξνπκε  από   ηδηόηεηεο  απόιπησλ  όηη    νπόηε  από ηε  

κνλνηνλία  ηνπ  νινθιεξώκαηνο  αθνύ  α < β είλαη     

νπόηε       

Βαζική  εθαρμογή   

 

Αλ  ζπλάξηεζε  f  είλαη ζπλερήο ζην  , θαη     ε  ειάρηζηε  θαη  ε 

κέγηζηε  ηηκή  ηεο    f  ζην   ,  ηόηε  ( )m f x M   γηα θάζε    

νπόηε θαη ( )mdx f x dx Mdx
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  
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H ΢ΤΝΑΡΣΗ΢Η   

ΘΕΩΡΗΜΑ 

Αλ  f  είλαη κηα ζπλερήο ζπλάξηεζε ζε έλα δηάζηεκα Δ θαη α είλαη έλα ζεκείν 

ηνπ Δ, ηόηε ε ζπλάξηεζε       , , είλαη κηα παξάγνπζα ηεο 

f ζην Δ. 

 Δειαδή ηζρύεη:  ,    γηα θάζε    . 

Γραθική  ερμηνεία  

Επνπηηθά ην ζπκπέξαζκα ηνπ παξαπάλσ 

ζεσξήκαηνο πξνθύπηεη (Σρ. 14) σο εμήο: 

 

Εκβαδόλ ηνπ ρσξίνπ Ω. , γηα 

κηθξά . Άξα, γηα κηθξά  είλαη                    

,  νπόηε 

    

 Αλ    ηόηε   

 Από ην παξαπάλσ ζεώξεκα θαη ην ζεώξεκα παξαγώγηζεο ζύλζεηεο 

ζπλάξηεζεο πξνθύπηεη όηη:            , 

κε ηελ πξνϋπόζεζε όηη ηα ρξεζηκνπνηνύκελα ζύκβνια έρνπλ λόεκα. 

 Με  ζπλδπαζκό  ησλ  παξαπάλσ  έρνπκε : 

 

Παραηηρήζεις  

1. Τν  νξηζκέλν νινθιήξσκα παξηζηάλεη αξηζκό όηαλ θαη ηα δύν ηνπ άθξα  

είλαη ζηαζεξνί αξηζκνί .Αλ  έλα  ηνπιάρηζηνλ από ηα δύν  είλαη κεηαβιεηή 

ηόηε παξηζηάλεη ζπλάξηεζε . 

2. Η    είλαη  ζπλάξηεζε  σο  πξνο ρ  θαη  όρη  σο  πξνο  . 

Δελ πξέπεη  λα  ζπλδένπκε  ηε  κεηαβιεηή   νινθιήξσζεο  κε ηε  

κεηαβιεηή  ηεο  ζπλάξηεζεο . Δειαδή   .  
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F x f t dt


  x
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x

a
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
 Δx
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x h

x
F x h F x f t dt



   
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0h 0h
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xFhxF
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0
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h

xFhxF
xF

h






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x

x
F x f t dt f t dt




    ( ) ( )F x f x  

)())(()( xgxgfdttf
g(x)

α










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( )
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 
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 F(x)  f (x)

 y=f (x)

 y
14



 

8 
 

ΘΔΩΡΗΜΑ (Θεμελιώδες θεώρημα ηοσ ολοκληρωηικού λογιζμού)  

Έζησ  f  κηα ζπλερήο ζπλάξηεζε ζ’ έλα δηάζηεκα . Αλ G είλαη κηα 

παξάγνπζα ηεο  f  ζην , ηόηε         

Παραηηρήζεις  

1. Η  δηαθνξά    ζπκβνιίδεηαη  κε    

2. Τν   είλαη  αλεμάξηεην  από ηε  παξάγνπζα . Πξάγκαηη  αλ     

κηα  άιιε  πάξαγνπζα  ηεο  f    ηόηε    νπόηε  

   

3. Τν  ζεώξεκα  απηό  δελ  κπνξεί  λα  ρξεζηκνπνηεζεί  ζαλ  νξηζκόο  ηνπ  

νξηζκέλνπ  νινθιεξώκαηνο  

4. Πξνζέμηε  ηε  δηαθνξά  ησλ  παξαθάησ   

    ελώ    αθνύ   

είλαη  αξηζκόο  . Σπλεπώο      

   ελώ    νπόηε  

 

Μέθοδοι ολοκλήρωζης 

 Μέζνδνο νινθιήξσζεο θαηά παξάγνληεο  

, 

όπνπ  είλαη ζπλερείο ζπλαξηήζεηο ζην . 

 

Παραηηρήζεις  

1. Η  κέζνδνο  απηή  δελ  ππνινγίδεη  νινθιεξώκαηα . Αλαγάγεη ηνλ  

ππνινγηζκό  ελόο  νινθιεξώκαηνο  ζε έλα άιιν , νπόηε  έρεη  λόεκα  κόλν  

όηαλ  ην  θαηλνύξγην νινθιήξσκα  είλαη πην  εύθνιν. Εθαξκόδεηαη  ζε  

νινθιεξώκαηα  ηεο  κνξθήο  : 

],[ βα

],[ βα ( ) ( ) ( )f t dt G G



  

( ) ( )G G   ( )G x




( )f t dt


 G H

( ) ( )H x G x c 

( ) ( ) ( ) ( ( ) ) ( ) ( )H H G c G c G G           

 ( ) ( ) ( ) ( )f x dx f x f f
 


     ( ( ) ) 0f t dt




  ( )f x dx







( ( ) ) ( )f t dt f x dx







  

 ( ) ( ) ( ) ( )
x x

f t dt f t f x f


    ( ( ) ) ( )
x

f t dt f x


 

( ( ) ) ( )
x

x

f t dt f t dt




  

  
β

α

β

α

β

α dxxgxfxgxfdxxgxf )()()]()([)()(

gf , ],[ βα
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  ,    ,   ,  

    ,    

όπνπ  πνιπώλπκν ηνπ x θαη .  

Έρνπκε  ππνγξακκίζεη ηε  ζπλάξηεζε  πνπ  ζα  ζέηνπκε  ζε  παξάγσγν.  

   

2. Η κέζνδνο  απηή  κπνξεί  λα  εθαξκνζηεί  δηαδνρηθά  πεξηζζόηεξεο  

από  κία  θνξέο  

  

 Μέζνδνο νινθιήξσζεο κε αιιαγή κεηαβιεηήο  

, 

όπνπ  είλαη ζπλερείο ζπλαξηήζεηο, ,  

θαη  , . 

 

Ο παξαπάλσ ηύπνο ρξεζηκνπνηείηαη κε ηελ πξνϋπόζεζε όηη ην νινθιήξσκα  

ηνπ δεπηέξνπ κέινπο ππνινγίδεηαη επθνιόηεξα.  

 

 

 Οινθιήξσκα  αληίζηξνθεο   

 

Αλ  f   παξαγσγίζηκε   θαη   1-1  ζπλάξηεζε   ζην [α,β] ηόηε  ζεσξώληαο  όηη  

ε     είλαη  ζπλερήο  έρνπκε :  

 

  

 

Επνκέλσο  αληίζηνηρα  έρνπκε :        

 

Με  ηνλ  ηξόπν απηό  αλαγάγνπκε  ηνλ  ππνινγηζκό  ελόο  νινθιεξώκαηνο 

ηεο  αληίζηξνθεο κηαο   ζπλάξηεζεο  , ζηνλ  ππνινγηζκό  ηνπ  αληίζηνηρνπ 

νινθιεξώκαηνο  ηεο  ίδηαο  ηεο  ζπλάξηεζεο , πξάγκα πνιύ  ρξήζηκν  εηδηθά  

όηαλ  δελ  είλαη  εθηθηή  ε  εύξεζε  ηνπ  ηύπνπ ηεο  αληίζηξνθεο .  

 

 

 

 

 

 

( ) xP x e dx







 ( ) ( )P x x dx





  ( ) ( )P x x dx





  ( ) ln( )P x x dx







( )xe x dx







  ( )xe x dx







 

( )P x *, 

 
β
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u
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duufdxxgxgf

2

1
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1f 

 
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1

( )
( )
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x f tf
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dx f t dt
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  
 


  

   






        

1

1

( )

1 1 1

( )

( ) ( ) ( ) ( )

f

f

f x dx f f f t dt







   





     
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EΜΒΑΓΟΝ  ΔΠΙΠΔΓΟΤ  ΥΩΡΙΟΤ 

 

Αλ κηα ζπλάξηεζε  f  είλαη ζπλερήο ζε έλα 

δηάζηεκα  θαη  γηα θάζε , 

ηόηε ην εκβαδόλ ηνπ ρσξίνπ Ω πνπ νξίδεηαη 

από ηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο  f , ηηο επζείεο 

,  θαη ηνλ άμνλα  (Σρ. 16) είλαη    

 

 

 Έζησ, ηώξα, δπν ζπλαξηήζεηο  f  θαη g, ζπλερείο ζην δηάζηεκα  κε 

 γηα θάζε  θαη Ω ην ρσξίν πνπ πεξηθιείεηαη από ηηο 

γξαθηθέο παξαζηάζεηο ησλ  θαη ηηο επζείεο  θαη  (Σρ. 18α). 

       

Παξαηεξνύκε όηη   . 

Επνκέλσο,  (1) 

 

 Ο ηύπνο (1) βξέζεθε κε ηελ πξνϋπόζεζε όηη:  

(i)   γηα θάζε   θαη  (ii)  νη  είλαη κε αξλεηηθέο ζην . 

Θα απνδείμνπκε, ηώξα, όηη ν ηύπνο (1) ηζρύεη θαη ρσξίο ηελ ππόζεζε (ii). 

Πξάγκαηη, επεηδή νη ζπλαξηήζεηο  είλαη ζπλερείο ζην , ζα ππάξρεη 

αξηζκόο  ηέηνηνο ώζηε , γηα θάζε . Είλαη θαλεξό 

όηη ην ρσξίν Ω (Σρ. 20α) έρεη ην ίδην εκβαδόλ κε ην ρσξίν  (Σρ. 20β).  

                        

Επνκέλσο, ζύκθσλα κε ηνλ ηύπν (1), έρνπκε: 

. Άξα,  

],[ βα 0)( xf ],[ βαx

αx  βx  xx


β

α
dxxfΩE )()(

],[ βα

0)()(  xgxf ],[ βαx

gf , αx  βx 

 Ω

 (α)
 O  x

 y=g(x)

 y=f (x)
 y

 Ω1

 (β)
 O  x

 y=f (x)
 y

 Ω2

 (γ)
 O  x

 y=g(x)

 y
18

   
β

α

β

α

β

α
dxxgxfdxxgdxxfΩΕΩΕΩΕ ))()(()()()()()( 21

 
β

α
dxxgxfΩE ))()(()(

)()( xgxf  ],[ βαx gf , ],[ βα

gf , ],[ βα

c 0)()(  cxgcxf ],[ βαx

Ω 

 β α

 (α)

 Ω

 O  x

 y

 y=g (x)

 y=f (x)

 β α

 (β)

 Ω

 O  x

 y

 y=f (x)+c

 y=g (x)+c

20

  
β

α

β

α
dxxgxfdxcxgcxfΩΕΩΕ ))()(()])(())([()()(  

β

α
dxxgxfΩE ))()(()(
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 Ω 

 α  O 
 x 

 y=f (x) 

 y 
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 Με ηε βνήζεηα ηνπ πξνεγνύκελνπ ηύπνπ 

κπνξνύκε λα ππνινγίζνπκε ην εκβαδόλ ηνπ 

ρσξίνπ Ω πνπ πεξηθιείεηαη από ηνλ άμνλα 

, ηε γξαθηθή παξάζηαζε κηαο 

ζπλάξηεζεο g, κε  γηα θάζε  

θαη ηηο επζείεο  θαη  (Σρ. 21). 

Πξάγκαηη, επεηδή ν άμνλαο  είλαη ε 

γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο 

, έρνπκε 

 . 

Επνκέλσο, αλ γηα κηα ζπλάξηεζε g ηζρύεη  γηα θάζε , ηόηε 

 

 

 

 Όηαλ ε δηαθνξά  δελ 

δηαηεξεί ζηαζεξό πξόζεκν ζην , 

όπσο ζην Σρήκα 23, ηόηε ην εκβαδόλ 

ηνπ ρσξίνπ Ω πνπ πεξηθιείεηαη από ηηο 

γξαθηθέο παξαζηάζεηο ησλ  θαη ηηο 

επζείεο  θαη  είλαη ίζν κε ην 

άζξνηζκα ησλ εκβαδώλ ησλ ρσξίσλ 

 θαη . Δειαδή,  

  

Επνκέλσο,    

΢ΥΟΛΙΟ 

Σύκθσλα κε ηα παξαπάλσ ην  

είλαη ίζν κε ην άζξνηζκα ησλ εκβαδώλ 

ησλ ρσξίσλ πνπ βξίζθνληαη πάλσ από ηνλ 

άμνλα  κείνλ ην άζξνηζκα ησλ 

εκβαδώλ ησλ ρσξίσλ πνπ βξίζθνληαη 

θάησ από ηνλ άμνλα  (Σρ. 25) 

 

 

 

 

xx

0)( xg ],[ βαx

αx  βx 

xx

0)( xf

 
β

α
dxxgxfΩE ))()(()(  

β

α

β

α
dxxgdxxg )()]([

0)( xg ],[ βαx


β

α
dxxgΩE )()(

)()( xgxf 

],[ βα

gf ,

αx  βx 

21 , ΩΩ 3Ω

)()()()( 321 ΩΕΩΕΩΕΩΕ   
γ

α
dxxgxf ))()((   

δ

γ

β

δ
dxxgxfdxxfxg ))()(())()((

   
γ

α

δ

γ

β

δ
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β
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dxxgxf |)()(|

( ) | ( ) ( ) |E f x g x dx



  


β

α
dxxf )(

xx

xx
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 O
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 Ω3
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 Ω2
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 y

 x δ  β α  γ
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 x 
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 +  β
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 y
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Παραηηηρήζεις  

1. Αλ  δεηείηαη  ην  εκβαδόλ πνπ  πεξηθιείεηαη κεηαμύ  ηεο    θαη  ηνπ ρρ΄, 

ηόηε  ζαλ  άθξα  νινθιήξσζεο  παίξλνπκε  ηε  κηθξόηεξε  θαη  ηε  

κεγαιύηεξε  ξίδα  ηεο  εμίζσζεο     

2. Αλ  δεηείηαη ην  εκβαδόλ  πνπ  πεξηθιείεηαη  από ηηο   ,  ηόηε  ζαλ  

άθξα  νινθιήξσζεο  παίξλνπκε  ηε  κηθξόηεξε  θαη  ηε  κεγαιύηεξε  ξίδα  

ηεο  εμίζσζεο     

3. Αλ  δεηείηαη  ην  εκβαδόλ πνπ  πεξηθιείεηαη κεηαμύ  ηεο     ηνπ ρρ΄ θαη  

ηεο  επζείαο  ρ = θ  ,  ηόηε ην  ρσξίν νξίδεηαη  όηαλ  ην  θ είλαη  

κεγαιύηεξν ή ίζνλ ηεο κεγαιύηεξεο  ξίδαο  ηεο  εμίζσζεο     ή 

κηθξόηεξν ή ίζνλ ηεο  κηθξόηεξεο  ηεο  εμίζσζεο     .Σαλ  άθξα 

νινθιήξσζεο παίξλνπκε  ην  θ  θαη ηελ πην καθξηλή από ην θ ξίδα .   

4. Αλ  δεηείηαη ην  εκβαδόλ  πνπ  πεξηθιείεηαη  από ηηο   ,  θαη  ηεο  

επζείαο  ρ = θ  ,  ηόηε ην  ρσξίν νξίδεηαη  όηαλ  ην  θ είλαη  κεγαιύηεξν ή 

ίζνλ ηεο κεγαιύηεξεο  ξίδαο  ηεο  εμίζσζεο     ή κηθξόηεξν ή 

ίζνλ ηεο  κηθξόηεξεο  ηεο  εμίζσζεο     .Σαλ  άθξα 

νινθιήξσζεο παίξλνπκε  ην  θ  θαη  πην καθξηλή από ην θ ξίδα .   

5. Όηαλ  ζέινπκε  λα  βξνύκε  ην  εκβαδόλ πνπ  πεξηθιείεηαη κεηαμύ  ηεο  

  ,  ηνπ ρρ΄  θαη  ησλ  επζεηώλ ρ = α  θαη  ρ = β , ηόηε   

 Απνδεηθλύνπκε  όηη είλαη  ζπλερήο  ζην [α,β] 

 Λύλνπκε  ηελ  εμίζσζε    

 Αλ  βγεη  αδύλαηε  ηόηε  ε    δηαηεξεί  πξόζεκν  πνπ  ην  

βξίζθνπκε  , βξίζθνληαο  κηα  ηηκή  ηεο   θαη  αλ    ηόηε   

                  ελώ  αλ    ηόηε      

 Αλ  έρεη  ξίδεο  ηόηε  πξέπεη  λα πξνζδηνξίζνπκε  ην  

πξόζεκν  ηεο  ζε  θαζέλα  από  ηα  δηαζηήκαηα  πνπ  νξίδνπλ  νη  

ξίδεο ηεο  θαη        

6. Αληίζηνηρε  δηαδηθαζία  όηαλ  ζέινπκε  λα  βξνύκε  ην  εκβαδόλ πνπ  

πεξηθιείεηαη κεηαμύ ηεο   ,  ηεο    θαη  ησλ  επζεηώλ ρ = α  θαη  ρ = β 

, κόλν  πνπ  ε  εμίζσζε     αληηθαζίζηαηαη  από  ηε   

fC

( ) 0f x 

fC gC
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( ) 0f x 

( ) 0f x 

fC gC
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f
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



   ( ) 0f x  ( )f x dx





  

1 2, ,..., v  

f

1 2

1

( ) ( ) ... ( )

v

f x dx f x dx f x dx

  

  

      

fC gC
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θαη   ή 

 

 
 

( ) ( )f x g x dx





  

1 2

1

( ) ( ) ( ) ( ) ... ( ) ( )

v

f x g x dx f x g x dx f x g x dx

  

  

         


