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ςναπηήζειρ  

ΟΡΙΜΟ 

Έζησ Α έλα ππνζύλνιν ηνπ . Ολνκάδνπκε ππαγμαηική ζςνάπηηζη  κε 

πεδίο οπιζμού ηο Α κηα δηαδηθαζία (θαλόλα) f , κε ηελ νπνία θάζε ζηνηρείν 

Ax  αληηζηνηρίδεηαη ζε έλα κόλν πξαγκαηηθό αξηζκό y. Τν y νλνκάδεηαη 

ηιμή ηηρ  f  ζηο x θαη ζπκβνιίδεηαη κε )(xf . 

Γηα λα εθθξάζνπκε ηε δηαδηθαζία απηή, γξάθνπκε:  :f A   ,      )(xfx  . 

— Τν γξάκκα x, πνπ παξηζηάλεη νπνηνδήπνηε ζηνηρείν ηνπ Α ιέγεηαη 

ανεξάπηηηη μεηαβληηή, ελώ ην γξάκκα y, πνπ παξηζηάλεη ηελ ηηκή ηεο f 

ζην x, ιέγεηαη εξαπηημένη μεηαβληηή. 

— Τν πεδίν νξηζκνύ Α ηεο ζπλάξηεζεο f ζπλήζσο ζπκβνιίδεηαη κε fD . 

— Τν ζύλνιν πνπ έρεη γηα ζηνηρεία ηνπ ηηο ηηκέο ηεο f ζε όια ηα Ax , 

ιέγεηαη ζύνολο ηιμών ηεο f θαη ζπκβνιίδεηαη κε )(Af . Δίλαη δειαδή: 

)(|{)( xfyyAf    γηα θάπνην  }Ax . 

Γεληθά   αλ  έρνπκε κηα  ζπλάξηεζε  f  από έλα  ζύλνιν Α ζε έλα ζύλνιν Β  

γξάθνπκε      f   Α  Β        θαη       ρ  f (ρ) 

 

 Τν  ζύλνιν  Α  ιέγεηαη   πεδίο  οπιζμού . 

  Τν  ζύλνιν  Β  ιέγεηαη    ζύνολο  αθίξεωρ  . 

  Τν ζύλνιν πνπ  απνηειείηαη  από όια ηα ζηνηρεία  ηνπ  Β  ηα  νπνία  απνηεινύλ  

θαη ηηκή  ηεο  ζπλάξηεζεο  f   ζπκβνιίδεηαη  κε  f (Α) θαη ιέγεηαη   ζύνολο  ηιμών  . 

 

f (Α) =  ς  Β / ππάξρεη ρ  Α  κε  f (ρ) = ς         θαη        f(Α)  Β 

ΠΡΟΟΥΗ 

Σηα επόκελα θαη ζε όιε ηελ έθηαζε ηνπ βηβιίνπ : 

— Θα αζρνιεζνύκε κόλν κε ζπλαξηήζεηο πνπ έρνπλ πεδίν νξηζκνύ  

διάζηημα ή  ένωζη διαζηημάηων. 

— ΄Οηαλ ζα ιέκε όηη “Η ζςνάπηηζη f είναι οπιζμένη ζ’ ένα ζύνολο Β”,  ζα 

ελλννύκε όηη ην Β είλαη ππνζύλνιν ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ ηεο. Σηελ 

πεξίπησζε απηή κε )(Bf  ζα ζπκβνιίδνπκε ην ζύλνιν ησλ ηηκώλ ηεο f ζε 

θάζε Bx . Δίλαη δειαδή:   )(|{)( xfyyBf    γηα θάπνην  }Bx . 

Σσντομογραυία σσνάρτησης  

Δίδακε παξαπάλσ όηη γηα λα νξηζηεί κηα ζπλάξηεζε, f αξθεί λα δνζνύλ δύν 

ζηνηρεία: 

 ην πεδίν νξηζκνύ ηεο θαη 

 ε ηηκή ηεο, )(xf , γηα θάζε x ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ ηεο.  

Σπλήζσο, όκσο, αλαθεξόκαζηε ζε κηα ζπλάξηεζε f δίλνληαο κόλν ηνλ ηύπν κε 

ηνλ νπνίν εθθξάδεηαη ην )(xf . Σε κηα ηέηνηα πεξίπησζε ζα ζ ε σ ξ ν ύ κ ε   

ζ πκ β α η η θ ά  όηη ην πεδίν νξηζκνύ ηεο  f είλαη ην ζύλνιν όισλ ησλ 

πξαγκαηηθώλ αξηζκώλ x, γηα ηνπο νπνίνπο ην )(xf  έρεη λόεκα. 
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Έηζη  ινηπόλ  αλ  ζέινπκε  λα  βξνύκε  ην  πεδίν  νξηζκνύ  κηαο  ζπλάξηεζεο  

,  παίξλνπκε  όινπο  ηνπο  πεξηνξηζκνύο  πνπ  πξνθύπηνπλ  από  ηνλ  ηύπν  

ηεο  ζπλάξηεζεο  ,  εμαηξνύκε  ηηο  ηηκέο  απηέο  θαη  έηζη  πεδίν  νξηζκνύ  

είλαη  όιν  ην    εθηόο  από  ηηο  ηηκέο  πνπ  εμαηξέζακε .  

Θπκίδνπκε  όηη  πεξηνξηζκνί  γηα  ηνλ  ηύπν  κηαο  ζπλάξηεζεο  έρνπκε  ζηηο  

παξαθάησ  πεξηπηώζεηο :  

1. Ο παξνλνκαζηήο  ελόο  θιάζκαηνο  δελ  κπνξεί  λα  γίλεη 0 .  

2. Η  πνζόηεηα  πνπ  είλαη  θάησ  από  κηα  ξίδα  δελ  κπνξεί  λα  είλαη  

αξλεηηθή .  

3. Όηαλ  έρνπκε  κηα  δύλακε   

Ερώτηςη  :   Για ποιεσ τιμζσ του  χ  ορίηεται θ δφναμθ  ; 

Απάντηςη:  εξαρτάται από το α  

Αν      φυςικοί χωρίσ το 0  Τότε     

Αν     ακζραιοι  Τότε   0     

Αν      ρθτοί Τότε  (0, )    

Αν      θετικοί ρθτοί Τότε  [0, )   

Αν     πραγματικοί Τότε  (0, )    

Αν      θετικοί πραγματικοί Τότε  [0, )   

 

4. Όηαλ  έρνπκε  ινγάξηζκν  πξέπεη  ε  βάζε  λα   είλαη  ζεηηθή  θαη  

δηαθνξεηηθή  ηνπ  1  θαη  ε  πνζόηεηα  κέζα  ζηνλ  ινγάξηζκν  λα  είλαη  

ζεηηθή .  

 

 

Γπαθική παπάζηαζη ζςνάπηηζηρ  

Έζησ f κηα ζπλάξηεζε κε πεδίν νξηζκνύ Α θαη Oxy  έλα ζύζηεκα 

ζπληεηαγκέλσλ ζην επίπεδν. Τν ζύλνιν ησλ ζεκείσλ ),( yxM  γηα ηα νπνία 

ηζρύεη )(xfy  , δειαδή ην ζύλνιν ησλ ζεκείσλ ))(,( xfxM , Ax , ιέγεηαη 

γπαθική παπάζηαζη ηεο f θαη ζπκβνιίδεηαη ζπλήζσο κε fC .  Η εμίζσζε, 

ινηπόλ, )(xfy   επαιεζεύεηαη κόλν από ηα ζεκεία ηεο fC . Δπνκέλσο, ε 

)(xfy   είλαη ε εμίζσζε ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο  f. 

Δπεηδή θάζε Ax  αληηζηνηρίδεηαη ζε έλα κόλν y , δελ ππάξρνπλ ζεκεία 

ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο  f  κε ηελ ίδηα ηεηκεκέλε. Απηό ζεκαίλεη όηη 

θάζε θαηαθόξπθε επζεία έρεη κε ηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο  f  ην πνιύ έλα 

θνηλό ζεκείν (Σρ. 7α). 

Έηζη, ν θύθινο δελ απνηειεί γξαθηθή παξάζηαζε ζπλάξηεζεο (Σρ. 7β).  
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΄Οηαλ δίλεηαη ε γξαθηθή παξάζηαζε fC  κηαο ζπλάξηεζεο  f, ηόηε: 

α) Τν πεδίν νξηζκνύ ηεο  f  είλαη ην ζύλνιν Α ησλ ηεηκεκέλσλ ησλ ζεκείσλ 

ηεο fC . 

β) Τν ζύλνιν ηηκώλ ηεο  f  είλαη ην ζύλνιν )(Af  ησλ ηεηαγκέλσλ ησλ ζεκείσλ 

ηεο fC . 

γ) Η ηηκή ηεο  f  ζην Ax 0  είλαη ε ηεηαγκέλε ηνπ ζεκείνπ ηνκήο ηεο επζείαο 

0xx    θαη ηεο fC  (Σρ. 8). 
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 Δύξεζε  ζεκείσλ  ηνκήο  κηαο  γξαθηθήο  παξάζηαζεο  κε  ηνπο  άμνλεο .  

 

Τν  1
ν
  πξάγκα  πνπ  θάλνπκε  είλαη  λα  βξνύκε  ην  πεδίν  νξηζκνύ .  

 

Γηα  λα  βξνύκε  πνπ  ηέκλεη  ην  ςς΄  βάδνπκε    ζηνλ  ηύπν  ηεο  ζπλάξηεζεο  

όπνπ  ρ = 0   θαη  βξίζθνπκε ην f (0). Δπνκέλσο  ην δεηνύκελν ζεκείν  ζα έρεη  

ζπληεηαγκέλεο  ( 0, f (0) )  

 Αλ  ην  0  δελ  αλήθεη  ζην Π.Ο. ηόηε  δελ  ηέκλεη   ηνλ  άμνλα  ς΄ς .   Μηα  

γξαθηθή παξάζηαζε  δελ  κπνξεί  λα ηέκλεη  ηνλ άμνλα  ς΄ς    ( όπσο  θαη  

θάζε  άιιε θαηαθόξπθε  γξακκή )  ζε  παξαπάλσ      από  έλα  ζεκεία .  

Γηα  λα  βξνύκε  πνπ  ηέκλεη  ην  ρρ΄   ιύλνπκε ηελ εμίζσζε  f (ρ ) = 0 . 

Οη  ιύζεηο  ηεο  εμίζσζεο  είλαη θαη νη  ηεηκεκέλεο  ησλ δεηνύκελσλ   

ζεκείσλ  θαη  νη  ηεηαγκέλεο  ηνπο  θπζηθά  0 .  Όζν  είλαη   ην  πιήζνο  ησλ  

ιύζεσλ  πνπ  ζα έρεη  ε  εμίζσζε   ζα   είλαη  θαη  ην πιήζνο  ησλ ζεκείσλ 

ηνκήο  κε ηνλ άμνλα ρ΄ρ  

(ηώξα  ζε  αληίζεζε κε πξηλ κπνξεί λα έρσ θαη παξαπάλσ από  έλα  ζεκεία 

,αθόκα  θαη άπεηξα).  Αλ ε εμίζσζε  είλαη  αδύλαηε  ηόηε  δελ  ηέκλεη  ηνλ  

άμνλα  ρ΄ρ.  

Αλ  θάπνηεο  από  ηηο  ιύζεηο  ηεο  εμίζσζεο  δελ  αλήθνπλ  ζην πεδίν   

νξηζκνύ ,  απνξξίπηνληαη . 

 

 Σρεηηθή  ζέζε  ηεο  γξαθηθήο  παξάζηαζεο  κε  ηνλ  ρ΄ρ   

Τα  δηαζηήκαηα  ηνπ  ρ  γηα  ηα  νπνία  ε γξαθηθή  παξάζηαζε  κηαο  

ζπλάξηεζεο  είλαη  πάλσ από  ηνλ  ρρ΄ , είλαη  νη  ιύζεηο  ηεο  αλίζσζεο  

( ) 0f x   . Αληίζηνηρα  θάησ  από  ηνλ  ρρ΄ ηεο  αλίζσζεο  ( ) 0f x   
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 Δύξεζε  ζεκείσλ  ηνκήο  δύν γξαθηθώλ  παξαζηάζεσλ  

Έζησ  f (ρ ) ,  g (ρ )  δύν ζπλαξηήζεηο ησλ  νπνίσλ  αλαδεηνύκε  ηα  θνηλά  

ζεκεία  ησλ  γξαθηθώλ  ηνπο  παξαζηάζεσλ  .  

 

1. Βξίζθνπκε  ηα  πεδία  νξηζκνύ  ησλ   f (ρ ) ,  g (ρ )  . 

2. Οη ιύζεηο  ηεο  εμίζσζεο  f (ρ ) = g (ρ )  ζα  είλαη νη ηεηκεκέλεο  ησλ  

ζεκείσλ ηνκήο  πνπ  κπνξεί λα είλαη παξαπάλσ από έλα .  

3. Γηα λα βξνύκε  θαη  ηηο  αληίζηνηρεο  ηεηαγκέλεο  ζα  

αληηθαηαζηήζνπκε  ηηο ηηκέο  πνπ βξήθακε από ηελ εμίζσζε ζε κηα  

από ηηο    f  , g . 

4. Τν  πιήζνο  ησλ  ιύζεσλ ηεο εμίζσζεο  είλαη  θαη ην πιήζνο  ησλ  

ζεκείσλ ηνκήο . 

5. Αλ  ε  εμίζσζε  είλαη  αδύλαηε  ηόηε  νη γξαθηθέο  παξαζηάζεηο δελ  

ηέκλνληαη . 

6. Αλ  ε  εμίζσζε  είλαη  αόξηζηε  ηόηε νη δύν γξαθηθέο παξαζηάζεηο  

ηαπηίδνληαη .   

7. Αλ  θάπνηα  από  ηηο  ιύζεηο  ηεο  εμίζσζεο  δελ  αλήθεη  ζε  έλα  από  

ηα  πεδία  νξηζκνύ  ,  απνξξίπηεηαη .  

 

 Σρεηηθή  ζέζε  ησλ  γξαθηθώλ  παξαζηάζεσλ δύν  ζπλαξηήζεσλ    

Τα  δηαζηήκαηα  ηνπ  ρ  γηα  ηα  νπνία  ε γξαθηθή  παξάζηαζε  κηαο  

ζπλάξηεζεο  f είλαη  πάλσ από  ηε  γξαθηθή  παξάζηαζε  κηαο  ζπλάξηεζεο 

g   , είλαη  νη  ιύζεηο  ηεο  αλίζσζεο  ( ) ( )f x g x  . Αληίζηνηρα  θάησ  ηεο  

αλίζσζεο  ( ) ( )f x g x  

 

ςμμεηπίερ  ηηρ    γπαθικήρ  παπάζηαζηρ  

 

 Άπηια  -  Πεπιηηή  ζςνάπηηζη  

 

Μηα  ζπλάξηεζε  κε  πεδίν  νξηζκνύ   Α  ιέγεηαη    άξηηα    αλ  θαη  κόλν  αλ  γηα  

θάζε  ρ    θαη   -ρ      θαη   ( ) ( )f x f x   Η γξαθηθή  παξάζηαζε  κηαο  

άξηηαο  ζπλάξηεζεο  έρεη  άμνλα  ζπκκεηξίαο  ηνλ  ς΄ς .  

 

Μηα  ζπλάξηεζε  κε  πεδίν  νξηζκνύ   Α  ιέγεηαη    πεξηηηή    αλ  θαη    κόλν  αλ  

γηα  θάζε  ρ    θαη   -ρ      θαη   ( ) ( )f x f x    Η γξαθηθή  παξάζηαζε  

κηαο  πεξηηηήο  ζπλάξηεζεο  έρεη  θέληξν  ζπκκεηξίαο  ηελ  αξρή  ησλ  αμόλσλ  . 

 

 Αλ  κία  ζπλάξηεζε  είλαη  πεξηηηή  f θαη   ην  0  αλήθεη  ζην  πεδίν  νξηζκνύ  

ηεο ,  ηόηε  (0) 0f   .  

Πξάγκαηη  αθνύ  ( ) ( )f x f x    αλ  βάινπκε  όπνπ  ρ = 0  έρνπκε  

( 0) (0) 2 (0) 0 (0) 0f f f f        
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Μεηαηοπίζειρ γπαθικήρ παπάζηαζηρ 

 Γίλεηαη κηα ζπλάξηεζε  f ( ρ ) .  

 

Η  γξαθηθή παξάζηαζε  ηεο  θ(ρ) =  f ( ρ - α )  πξνθύπηεη  από  κηα  νξηδόληηα  

κεηαηόπηζε  ηεο  γξαθηθήο  παξάζηαζεο ηεο  f ( ρ )  θαηά   α κνλάδεο  πξνο  

ηα  δεμηά  αλ  α > 0   ή πξνο  ηα   αξηζηεξά  αλ   α < 0 .  

 

Η  γξαθηθή παξάζηαζε  ηεο  θ(ρ) =  f ( ρ ) +α   πξνθύπηεη  από  κηα  

θαηαθόξπθε  κεηαηόπηζε  ηεο  γξαθηθήο  παξάζηαζεο ηεο  f ( ρ )  θαηά   α 

κνλάδεο  πξνο  ηα  πάλσ  αλ  α > 0   ή  πξνο  ηα  θάησ  αλ   α < 0 .  

 

 Όηαλ δίλεηαη ε γξαθηθή παξάζηαζε fC , κηαο ζπλάξηεζεο f κπνξνύκε, 

επίζεο, λα ζρεδηάζνπκε θαη ηηο γξαθηθέο παξαζηάζεηο ησλ 

ζπλαξηήζεσλ f  θαη || f . 

 

α) Η γξαθηθή παξάζηαζεο ηεο ζπλάξηεζεο 

f  είλαη ζπκκεηξηθή, σο πξνο ηνλ άμνλα 

xx , ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο f, 

γηαηί απνηειείηαη από ηα ζεκεία 

))(,( xfxM   πνπ είλαη ζπκκεηξηθά ησλ 

))(,( xfxM , σο πξνο ηνλ άμνλα xx . (Σρ. 

9). 

 

 

 

 

β) Η γξαθηθή παξάζηαζε ηεο || f  

απνηειείηαη από ηα ηκήκαηα ηεο fC  

πνπ βξίζθνληαη πάλσ από ηνλ άμνλα 

xx  θαη από ηα ζπκκεηξηθά, σο πξνο 

ηνλ άμνλα xx , ησλ ηκεκάησλ ηεο fC  

πνπ βξίζθνληαη θάησ από ηνλ άμνλα 

απηόλ. (Σρ. 10). 
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Μεπικέρ βαζικέρ ζςναπηήζειρ  

 

Η πολςωνςμική ζςνάπηηζη βαxxf )(  

    

  11

  a>0

 O  x

 y

 a<0

 O  x

 y

 a=0

 O  x

 y

 

 

Η πολςωνςμική ζςνάπηηζη 2)( αxxf  ,  0α . 
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Η πολςωνςμική ζςνάπηηζη 3)( αxxf  ,  0α . 
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Η πηηή ζςνάπηηζη 
x

α
xf )( ,  0α . 
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Οι ζςναπηήζειρ xxf )( ,  |x|xg )( . 

 

 

y x
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y x | |

 O  x

 y   15

 

Δπεηδή 
0

0

,

,

)(











 


x

x

x

x
xg , ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο || xy   απνηειείηαη απν 

δύν θιάδνπο. Ο έλαο είλαη ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο xy   θαη ν άιινο ε 

ζπκκεηξηθή ηεο σο πξνο ηνλ άμνλα yy . 

 

Οι ηπιγωνικέρ ζςναπηήζειρ : xxf ημ)(  ,  xxf ζςν)(  , xxf εθ)(   
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Υπελζπκίδνπκε όηη, νη ζπλαξηήζεηο xxf εκ)(   θαη ζπλx)( xf  είλαη πεξηνδηθέο κε 

πεξίνδν πT 2 , ελώ ε ζπλάξηεζε xxf εθ)(   είλαη πεξηνδηθή κε πεξίνδν πT  . 

 

 



3ο ΠΡΟΣΤΠΟ ΛΤΚΕΙΟ ΙΛΙΟΤ 

 

Επιμέλεια : Άπηρ Αεπάκηρ 

Η εκθεηική ζςνάπηηζη xαxf )( ,   10  α . 

 

 

 α

 1

 1 O  x

 y

 (α) α>1

 O  x

 y

 (β) 0<α<1

 α

 1

 1

  17

 

 

Υπελζπκίδνπκε όηη: 

     αν  1α ,           ηόηε:    21
21 xxαα
xx   

     ελώ 

     αν  10  α ,      ηόηε:    21
21 xxαα
xx  . 

 

 

Η λογαπιθμική ζςνάπηηζη xxf αlog)(  , 10  α  

 

 α

 1

 1 O  x

 y

 (α) α>1

 α

 1

 1

 O  x

 y

 (β) 0<α<1

  18

 

Υπελζπκίδνπκε όηη: 

1)   xαyx y

α log     4)  2121 loglog)(log xxxx ααα   

2)   xα x

α log   και  xα
xα 

log    5) 21

2

1 logloglog xx
x

x
ααα 










 

3)   1log αα      και   01log α   6)  11 loglog xκx α

k

α   

7)   αν 1α ,       ηόηε:  2121 loglog xxxx αα           ελώ 

      αν 10  α ,  ηόηε : 2121 loglog xxxx αα  . 

8)  αxx eα ln ,   αθού   αeα ln . 

Οη παξαπάλσ ηύπνη ηζρύνπλ κε ηελ πξνϋπόζεζε όηη ηα ρξεζηκνπνηνύκελα 

ζύκβνια έρνπλ λόεκα. 



3ο ΠΡΟΣΤΠΟ ΛΤΚΕΙΟ ΙΛΙΟΤ 

 

Επιμέλεια : Άπηρ Αεπάκηρ 

OΡΙΜΟ 

Γύν ζπλαξηήζεηο f θαη g ιέγνληαη ίζερ όηαλ: 

          έρνπλ  ην  ίδην  πεδίν νξηζκνύ  Α θαη 

          γηα θάζε Ax  ηζρύεη )()( xgxf  . 

Γηα λα δειώζνπκε όηη δύν ζπλαξηήζεηο f θαη g είλαη ίζεο γξάθνπκε gf  . 

 

Έζησ ηώξα f, g δύν ζπλαξηήζεηο κε πεδία νξηζκνύ Α, Β αληηζηνίρσο θαη Γ έλα 

ππνζύλνιν ησλ Α θαη Β. Αλ γηα θάζε Γx  ηζρύεη )()( xgxf  , ηόηε ιέκε όηη νη 

ζπλαξηήζεηο  f  και  g  είναι ίζερ ζηο ζύνολο Γ. (Σρ. 22) 

 



 x

 y

 Ο

 Γ

 A
 B

22

 

 

Πράξεις με σσναρτήσεις 

Οξίδνπκε σο άθποιζμα gf  , διαθοπά g-f , γινόμενο fg  θαη πηλίκο 
g

f
 δύν 

ζπλαξηήζεσλ f, g ηηο ζπλαξηήζεηο κε ηύπνπο 

)()())(( xgxfxgf    ,  )()())(( xgxfxgf  , )()())(( xgxfxfg   ,   
)(

)(
)(

xg

xf
x

g

f









. 

Τν πεδίν νξηζκνύ ησλ gf  , gf   θαη fg  είλαη ε ηνκή BA  ησλ πεδίσλ νξηζκνύ Α 

θαη Β ησλ ζπλαξηήζεσλ f θαη g αληηζηνίρσο, ελώ ην πεδίν νξηζκνύ ηεο 
g

f
 είλαη ην 

BA , εμαηξνπκέλσλ ησλ ηηκώλ ηνπ x πνπ κεδελίδνπλ ηνλ παξνλνκαζηή )(xg , δειαδή 

ην ζύλνιν     Axx |{    θαη   Bx ,   κε   }0)( xg . 

 

ύνθεζη ζςναπηήζεων 

ΟΡΙΜΟ 

Αλ  f, g  είλαη δύν ζπλαξηήζεηο κε πεδίν νξηζκνύ Α, Β αληηζηνίρσο, ηόηε νλνκάδνπκε 

ζύνθεζη ηηρ f με ηην g, θαη ηε ζπκβνιίδνπκε κε gof , ηε ζπλάξηεζε κε ηύπν 

))(())(( xfgxgof  . 



3ο ΠΡΟΣΤΠΟ ΛΤΚΕΙΟ ΙΛΙΟΤ 

 

Επιμέλεια : Άπηρ Αεπάκηρ 

 
g f

 g(B) A

  g

 B f (A)

 f

 A1

 g( f (x))

 f (x)

 x

 24

 

Τν πεδίν νξηζκνύ ηεο gof  απνηειείηαη από όια ηα ζηνηρεία x ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ ηεο  

f  γηα ηα νπνία ην )(xf  αλήθεη ζην πεδίν νξηζκνύ ηεο g. Γειαδή είλαη ην ζύλνιν 

})(|{1 BxfAxA  . 

Δίλαη θαλεξό όηη ε gof  νξίδεηαη αλ 1A , δειαδή αλ BAf )( . 

ΠΡΟΟΥΗ 

Σηε ζπλέρεηα θαη ζε όιε ηελ έθηαζε ηνπ βηβιίνπ, ζα αζρνιεζνύκε κόλν κε 

ζπλαξηήζεηο πνπ νη ζπλζέζεηο ηνπο έρνπλ πεδίν νξηζκνύ διάζηημα ή ένωζη 

διαζηημάηων. 

 

ΥΟΛΙΑ 

 Σηελ παξαπάλσ εθαξκνγή παξαηεξνύκε όηη foggof  . Γεληθά, αλ  f, g  είλαη δύν 

ζπλαξηήζεηο θαη νξίδνληαη νη gof  θαη fog , ηόηε απηέο δελ  είλαη  ππνρξεσηηθά  ίζεο. 

 Αλ hgf ,,  είλαη ηξεηο ζπλαξηήζεηο θαη νξίδεηαη ε )(gofho , ηόηε νξίδεηαη θαη ε 

ofhog)(  θαη ηζρύεη     ofhoggofho )()(  .Τε ζπλάξηεζε απηή ηε ιέκε ζύλζεζε ησλ f, g 

θαη h θαη ηε ζπκβνιίδνπκε κε hogof . Η ζύλζεζε ζπλαξηήζεσλ γεληθεύεηαη θαη γηα 

πεξηζζόηεξεο από ηξεηο ζπλαξηήζεηο. 

Παπαηηπήζειρ   

 

1. Αλ   
gD    ηόηε   

g f fD D   

Πξάγκαηη       / ( ) / ( )g f f g f f fD x D f x D x D f x x D D          

2. Οκνίσο αλ  ( )f gf D D   ηόηε   g f fD D .  

 

3. Αλ  
1 2x x  ηόηε από  ηνλ  νξηζκό  ηεο  ζπλάξηεζεο ( ζε  θάζε  ρ έλα θαη κόλν ς )  

έρνπκε όηη  
1 2( ) ( )f x f x  

Αλ  όκσο   1 2( ) ( )f x f x   ηόηε  δεν  είλαη  απαξαίηεην  όηη   
1 2x x  

Αλ  όκσο   1 2( ) ( )f x f x   ηόηε  ζίγνπξα  
1 2x x    

 

4. Αλ   
1 2( ) ( )f x f x   ηόηε  δεν  είλαη  απαξαίηεην  όηη   

1 2( ( )) ( ( ))f f x f f x   γηαηί  

κπνξεί  ηα   1 2( ( )) , ( ( ))f f x f f x   λα  κελ  νξίδνληαη   

Αλ  όκσο   1 2( ) ( )f x f x   θαη   1 2( ) , ( ) ff x f x D  ηόηε ζίγνπξα  είλαη  θαη    

1 2( ( )) ( ( ))f f x f f x  

 

5. Έζησ όηη    έρνπκε κηα  ζπλάξηεζε  f   Α  Β   κε  ζύλνιν  ηηκώλ  

      f (Α) =  ς  Β / ππάξρεη ρ  Α  κε  f (ρ) = ς     



3ο ΠΡΟΣΤΠΟ ΛΤΚΕΙΟ ΙΛΙΟΤ 

 

Επιμέλεια : Άπηρ Αεπάκηρ 

 αλ    f (Α)   Α   ηόηε  ( ( ))f f x  έρεη  λόεκα  γηα  θάζε  ρΑ  

 αλ   ςν  f (Α)  ηόηε  ππάξρεη  έλα  ηνπιάρηζηνλ  ρνΑ  κε  f (ρν) = ςν 

 αλ   ςν  f (Α) ηόηε  ε  εμίζσζε  f (ρ) = ςν έρεη  κία  ηνπιάρηζηνλ  ιύζε  ζην Α 

 αλ   0  f (Α) ηόηε  ε  εμίζσζε  f (ρ) = 0 έρεη  κία  ηνπιάρηζηνλ  ιύζε  ζην Α 

δειαδή  ε  γξαθηθή  παξάζηαζε  ηεο f  ηέκλεη  ηνπιάρηζηνλ  κία  θνξά  ηνλ ρρ΄ 

 

5. Έζησ  νη  ζπλαξηήζεηο  ,f g   νξηζκέλεο  ζην  Α  .  

Αλ  γηα  θάζε   ρΑ    ηζρύεη  όηη   ( ) ( ) 0f x g x     ηόηε   δεν  είλαη  απαξαίηεην  όηη    

( ) 0f x    γηα    θάζε   ρΑ      ή   ( ) 0g x    γηα    θάζε   ρΑ     

 

Μπνξεί  π.ρ.  λα  είλαη   
0

0

0 ,
( )

1 ,

x x
f x

x x


 


   θαη   

0

0

5 ,
( )

0 ,

x x
f x

x x


 


  γηα  θάπνην 

ρνΑ      νπόηε  ηζρύεη  όηη    ( ) ( ) 0f x g x   γηα  θάζε   ρΑ     ρσξίο  όκσο  λα  

ηζρύεη  ( ) 0f x    γηα    θάζε   ρΑ      ή   ( ) 0g x    γηα    θάζε   ρΑ 

 

Πποζοσή  :   Αλ   
1 1( ) ( ) 0f x g x    ηόηε   ππνρξεσηηθά   

1( ) 0f x    ή    
1( ) 0g x   

δηόηη   ηα  
1 1( ), ( )f x g x   είλαη  ζπγθεθξηκέλνη  πξαγκαηηθνί  αξηζκνί  ,  ζε  αληίζεζε  

κε  ηα  ( ), ( )f x g x   πνπ  είλαη  ζπλαξηήζεηο  θαη  θαη νπζία αληηπξνζσπεύνπλ  ζύλνια  

ηηκώλ  

 

6. Έζησ  νη  ζπλαξηήζεηο  ,f g   νξηζκέλεο  ζην  Α  .  

Αλ  γηα  θάζε   ρΑ    ηζρύεη  όηη   2 2( ) ( )f x g x    ηόηε   δεν  είλαη  απαξαίηεην  όηη    

( ) ( )f x g x   γηα    θάζε   ρΑ      ή   ( ) ( )f x g x    γηα    θάζε   ρΑ     

 

Μπνξεί  π.ρ.  λα  είλαη   
0

0

( ) ,
( )

( ) ,

g x x x
f x

g x x x


 

 
   γηα  θάπνην ρνΑ      νπόηε  ηζρύεη  

όηη    2 2( ) ( )f x g x  γηα  θάζε   ρΑ     ρσξίο  όκσο  λα  ηζρύεη  ( ) ( )f x g x   γηα    

θάζε   ρΑ      ή   ( ) ( )f x g x    γηα    θάζε   ρΑ 

 

Πποζοσή  :   Αλ   2 2

1 1( ) ( )f x g x  ηόηε  ππνρξεσηηθά  
1 1( ) ( )f x g x   ή    

1 1( ) ( )f x g x 
 
δηόηη   ηα  

1 1( ), ( )f x g x   είλαη  ζπγθεθξηκέλνη  πξαγκαηηθνί  αξηζκνί   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



3ο ΠΡΟΣΤΠΟ ΛΤΚΕΙΟ ΙΛΙΟΤ 

 

Επιμέλεια : Άπηρ Αεπάκηρ 

Μονοηονία ζςνάπηηζηρ 

ΟΡΙΜΟ 

Μηα ζπλάξηεζε  f  ιέγεηαη
(1)

 : 

 γνηζίωρ αύξοςζα ζ’ έλα δ ι ά σ τ η μ α  Γ ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ ηεο, όηαλ γηα 

νπνηαδήπνηε Γxx 21 ,  κε 21 xx   ηζρύεη:  )()( 21 xfxf        (Σρ. α) 

 γνηζίωρ θθίνοςζα ζ’ έλα δ ι ά σ τ η μ α  Γ ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ ηεο, όηαλ γηα 

νπνηαδήπνηε Γxx 21 ,  κε 21 xx   ηζρύεη:   )()( 21 xfxf         (Σρ. β) 

 

  
  Δ

  Ο

  (a)

  x2  x1   x

  y

  f (x2)

  f (x1)

                       
 

  
  Δ

  Ο   x2  x1

  f (x1)

  f (x2)

  x

 25  y

  (β)  

Γηα λα δειώζνπκε όηη ε  f  είλαη γλεζίσο αύμνπζα (αληηζηνίρσο γλεζίσο 

θζίλνπζα) ζε έλα δηάζηεκα Γ, γξάθνπκε   f Γ (αληηζηνίρσο  f Γ). 

 

1. Αλ κηα ζπλάξηεζε  f  είλαη γλεζίσο αύμνπζα ή γλεζίσο θζίλνπζα ζ’ έλα 

δηάζηεκα Γ ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ ηεο, ηόηε ιέκε όηη ε  f  είλαη γνηζίωρ μονόηονη 

ζηο Δ. Σηελ πεξίπησζε πνπ ην πεδίν νξηζκνύ ηεο  f  είλαη έλα δηάζηεκα Γ θαη ε  f  

είλαη γλεζίσο κνλόηνλε ζ’ απηό, ηόηε ζα ιέκε, απιώο, όηη ε  f  είλαη γλεζίσο 

κνλόηνλε. 

2. Υπάξρνπλ  ζπλαξηήζεηο  πνπ  ζε  θάπνην  δηάζηεκα  ηνπ  Π.Ο.  είλαη    γλεζίσο  

αύμνπζεο  θαη  ζε  άιιν  γλεζίσο  θζίλνπζεο .Απηέο  θπζηθά  δελ  είλαη  γλεζίσο  

κνλόηνλεο . 

 

3. Τε κνλνηνλία κηαο ζπλάξηεζεο ηε κειεηάκε ζε δηαζηήκαηα θαη όρη ζε ελώζεηο 

δηαζηεκάησλ . Αλ κία ζπλάξηεζε έρεη πεδίν νξηζκνύ έλσζε δηαζηεκάησλ ηόηε 

κειεηάκε ηε κνλνηνλία ζε θάζε δηάζηεκα μερσξηζηά.  

      Π.ρ.  ε  ζπλάξηεζε  ( ) , ( ,0) (0, )f


 


      ε νπνία : 

 Αλ α > 0  είλαη γλεζίσο θζίλνπζα ζε θαζέλα από ηα  ( ,0) θαη (0, )  

 Αλ α < 0  είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζε θαζέλα από ηα  ( ,0) θαη (0, )  

 
                                                
(1) Μηα ζπλάξηεζε f  ιέγεηαη , απιώο,:  

     αύξοςζα ζ’ έλα δηάζηεκα Γ,  όηαλ γηα νπνηαδήπνηε Γxx 21,  κε 21 xx   ηζρύεη  )()( 21 xfxf  .  

     θθίνοςζα  ζ’ έλα δηάζηεκα Γ , όηαλ γηα νπνηαδήπνηε Γxx 21,  κε 21 xx   ηζρύεη )()( 21 xfxf  . 



3ο ΠΡΟΣΤΠΟ ΛΤΚΕΙΟ ΙΛΙΟΤ 

 

Επιμέλεια : Άπηρ Αεπάκηρ 

1. Αλ  ε   f    είλαη  γλεζίσο  κνλόηνλε  ζε  έλα  δηάζηεκα  Γ   ηόηε  :  

 ε  εμίζσζε   f  (ρ) = 0  έρεί  κία  ην  πνιύ   ξίδα  ζην  Γ  θαη  άξα  ε  γξαθηθή  

ηεο  παξάζηαζε  ηέκλεη  κία  ην  πνιύ  θνξά  ην  ρρ΄ ( αλ επηπιένλ μέξνπκε  

όηη  0 ( )f   ηόηε  ηέκλεη  αθξηβώο κηα θνξά  ην  ρρ΄ )  

 ε  εμίζσζε   f  (ρ) = θ  έρεί  κία  ην  πνιύ   ξίδα  ζην  Γ  θαη  άξα  ε  γξαθηθή  

ηεο  παξάζηαζε  ηέκλεη  κία  ην  πνιύ  θνξά  ηελ  επζεία  ς = θ  ( αλ επηπιένλ 

μέξνπκε  όηη  ( )f    ηόηε  ηέκλεη  αθξηβώο κηα θνξά  ηελ  επζεία  ς = θ  )  

 αλ  επηπιένλ  βξνύκε  θάπνηα   
1 2,x x    κε   

1 2x x    γηα  ηα  νπνία  λα  

ηζρύεη  όηη  
1 2( ) ( )f x f x    ηόηε  ε      f    είλαη  γλεζίσο  αύμνπζα  ζην  Γ   

( πξνζνρή  αλ  δελ  έρνπκε  ην  δεδνκέλν  όηη  ε   f    είλαη  γλεζίσο  κνλόηνλε  

, δελ  αξθεί  λα  ην  δείμνπκε  γηα  θάπνηα  
1 2,x x   , αιιά   γηα  θάζε  

1 2,x x  )  

 αλ  επηπιένλ  βξνύκε  θάπνηα   
1 2,x x    κε   

1 2x x    γηα  ηα  νπνία  λα  

ηζρύεη  όηη  
1 2( ) ( )f x f x    ηόηε  ε      f    είλαη  γλεζίσο  θζίλνπζα  ζην  Γ   

( πξνζνρή  αλ  δελ  έρνπκε  ην  δεδνκέλν  όηη  ε   f    είλαη  γλεζίσο  κνλόηνλε  

, δελ  αξθεί  λα  ην  δείμνπκε  γηα  θάπνηα  
1 2,x x   , αιιά   γηα  θάζε  

1 2,x x  )  

 Αλ  δύν  ζπλαξηήζεηο  έρνπλ  ην  ίδην  είδνο  κνλνηνλίαο  θαη  νξίδεηαη  ε  

ζύλζεζή  ηνπο , ηόηε  απηή  ζα  είλαη  γλεζίσο  αύμνπζα ( αλεμάξηεηα  από  ην  

πην  είδνο  κνλνηνλίαο  έρνπλ νη απηέο  ζπλαξηήζεηο )  

 Αλ  δύν  ζπλαξηήζεηο  έρνπλ  δηαθνξεηηθό  είδνο  κνλνηνλίαο  θαη  νξίδεηαη  ε  

ζύλζεζή  ηνπο , ηόηε  απηή  ζα  είλαη  γλεζίσο  θζίλνπζα  

Ακπόηαηα ζςνάπηηζηρ 

ΟΡΙΜΟ 

Μηα ζπλάξηεζε  f  κε πεδίν νξηζκνύ Α ζα ιέκε όηη: 

 Παξνπζηάδεη ζην Ax 0  (νιηθό) μέγιζηο, ην )( 0xf , όηαλ 

)()( 0xfxf    γηα θάζε  Ax      (Σρ. 27α) 

 Παξνπζηάδεη ζην Ax 0  (νιηθό) ελάσιζηο, ην )( 0xf , όηαλ 

)()( 0xfxf      γηα θάζε  Ax      (Σρ. 27β).  

 (a)
 C f

 f (x0)

 f (x)

 O

 x

 y

 x0 x

             (β)

 C f

 f (x0)

 f (x)

 O

 x

 y

 x0  x

 27

 
Τν (νιηθό) κέγηζην θαη ην (νιηθό) ειάρηζην κηαο ζπλάξηεζεο  f  ιέγνληαη (νιηθά) 

ακπόηαηα ηεο  f. 



3ο ΠΡΟΣΤΠΟ ΛΤΚΕΙΟ ΙΛΙΟΤ 

 

Επιμέλεια : Άπηρ Αεπάκηρ 

Παπαηηπήζειρ   

 

1. Υπάξρνπλ  ζπλαξηήζεηο  πνπ  παξνπζηάδνπλ  θαη  κέγηζην  θαη  ειάρηζην , άιιεο  

πνπ  παξνπζηάδνπλ  κόλν  ην  έλα   από  ηα  δύν  θαη  άιιεο  πνπ  δελ  

παξνπζηάδνπλ  θαλέλα  από  ηα  δύν  

2. Η  ζρέζε  ( )f x M   γηα  θάζε  ρΑ   , δελ  ζεκαίλεη  απαξαίηεηα  όηη  ν  

αξηζκόο  Μ  απνηειεί  κέγηζην . Πξέπεη  επίζεο  λα  ππάξρεη  θάπνην  ρνΑ     κε  

( )of x M  .  Αληίζηνηρα  γηα  ηε  ζρέζε  ( )f x m  

3. Αλ   ,f     ηόηε  έρεη  κέγηζην  ην  ( )f    θαη  ειάρηζην  ην  ( )f   

4. Αλ   ,f     ηόηε  έρεη  κέγηζην  ην  ( )f    θαη  ειάρηζην  ην  ( )f   

5. Αλ   1,f x   θαη   1,f x    ηόηε  έρεη  κέγηζην  ην  
1( )f x   θαη  ειάρηζην  ην      

    κηθξόηεξν  εθ  ησλ  ( )f   , ( )f   

6. Αλ   1,f x   θαη   1,f x    ηόηε  έρεη  ειάρηζην  ην  
1( )f x   θαη  κέγηζην  ην      

κεγαιύηεξν  εθ  ησλ  ( )f   , ( )f   

7. Αλ   ην  ζύλνιν  ηηκώλ  ηεο  f   είλαη  ην   [γ,δ]  ηόηε  έρεη  ειάρηζην  ην  γ  θαη  

κέγηζην  ην  δ   

8. Αλ   ην  ζύλνιν  ηηκώλ  ηεο  f   είλαη  ην   [γ,δ)  ηόηε  έρεη  ειάρηζην  ην  γ  θαη  

κέγηζην  δελ  έρεη  

9. Αλ   ην  ζύλνιν  ηηκώλ  ηεο  f   είλαη  ην   (γ,δ]  ηόηε  έρεη  κέγηζην ην   θαη  

ειάρηζην  δελ  έρεη  

10. Αλ   ην  ζύλνιν  ηηκώλ  ηεο  f   είλαη  ην   (γ,δ)  ηόηε δελ  έρεη  νύηε  ειάρηζην  

νύηε  κέγηζην  

 ςνάπηηζη 11      ΟΡΙΜΟ 

Μηα ζπλάξηεζε :f A  ιέγεηαη ζςνάπηηζη 11 , όηαλ γηα νπνηαδήπνηε 

Axx 21 ,  ηζρύεη ε ζπλεπαγσγή: 

αλ   21 xx  ,    ηόηε    )()( 21 xfxf  . 

Με απαγσγή ζε άηνπν απνδεηθλύεηαη όηη: 

Μηα ζπλάξηεζε :f A  είλαη ζςνάπηηζη 11 , αλ θαη κόλν αλ γηα 

νπνηαδήπνηε Axx 21 ,  ηζρύεη ε ζπλεπαγσγή:  

αλ   )()( 21 xfxf  ,    ηόηε    21 xx  . 

Μηα ζπλάξηεζε :f A  δεν ζα ιέγεηαη ζςνάπηηζη 11 , όηαλ ππάξρνπλ   

Axx 21 ,  κε   21 xx  ,    θαη   
1 2( ) ( )f x f x . 

ΥΟΛΙΑ 

 Από ηνλ παξαπάλσ νξηζκό πξνθύπηεη όηη κηα ζπλάξηεζε  f  είλαη 11 , αλ 

θαη κόλν αλ: 

— Γηα θάζε ζηνηρείν y ηνπ ζπλόινπ ηηκώλ ηεο ε εμίζσζε yxf )(  έρεη 

αθξηβώο κηα ιύζε σο πξνο x. 
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— Γελ ππάξρνπλ ζεκεία ηεο γξαθηθήο ηεο παξάζηαζεο κε ηελ ίδηα 

ηεηαγκέλε. Απηό ζεκαίλεη όηη θάζε νξηδόληηα επζεία ηέκλεη ηε γξαθηθή 

παξάζηαζε ηεο  f  ην πνιύ ζε έλα ζεκείν (Σρ.  33α). 

 x

 y

 συνάρτηση 1-1

 O

                 

 O  x2 x1

 B A

 x

 y

 συνάρτηση όχι 1-1

 33

 

 

Παπαηηπήζειρ 

 

1. Απηό  πνπ  ιέεη  πξαθηηθά  ν  νξηζκόο  ηεο  1-1  είλαη  όηη  δελ  κπνξνύλ 

δύν  δηαθνξεηηθά  ρ  λα  πάλε  ζην  ίδην  ς , θάηη  πνπ  γεληθά  δελ  

απαγνξεύεηαη  από  ηνλ  νξηζκό  ηεο  ζπλάξηεζεο  . Έηζη ελώ  γενικά  αλ 

1 2( ) ( )f x f x   ηόηε  δεν  είλαη  απαξαίηεην  όηη   
1 2x x  , αλ   ε  ζπλάξηεζε  

είλαη 1 -1  θαη  ηζρύεη  
1 2( ) ( )f x f x   ηόηε  ςποσπεωηικά  είλαη θαη 

1 2x x  

 

2. Αλ  κία ζπλάξηεζε  είλαη  γλεζίσο  κνλόηνλε  ηόηε  είλαη  θαη  1-1  

Τν  αληίζηξνθν  δελ  ηζρύεη  απαξαίηεηα . Μπνξεί  δειαδή  λα  είλαη  κία  

ζπλάξηεζε  1-1  ρσξίο  λα  είλαη  απαξαίηεηα  θαη  γλεζίσο  κνλόηνλε. (Αξγόηεξα  

ζα  κάζνπκε  όηη  αλ  κία  ζπλάξηεζε  είλαη  1-1  θαη  ζπλερήο  ηόηε  ζα  είλαη  θαη  

ππνρξεσηηθά  γλεζίσο  κνλόηνλε)  

 

Ανηίζηποθη ζςνάπηηζη  

 Έζησ κηα ζπλάξηεζε :f A . Αλ 

ππνζέζνπκε όηη απηή είλαη 11 , ηόηε γηα θάζε 

ζηνηρείν y ηνπ ζπλόινπ ηηκώλ, )(Af , ηεο  f  

ππάξρεη κνλαδηθό ζηνηρείν x ηνπ πεδίνπ 

νξηζκνύ ηεο Α γηα ην νπνίν ηζρύεη yxf )( . 

Δπνκέλσο νξίδεηαη κηα ζπλάξηεζε 
: ( )g f A   

κε ηελ νπνία θάζε )(Afy  αληηζηνηρίδεηαη ζην 

κνλαδηθό Ax  γηα ην νπνίν ηζρύεη yxf )( . 

Από ηνλ ηξόπν πνπ νξίζηεθε ε g πξνθύπηεη όηη:  

— έρεη πεδίν νξηζκνύ ην ζύλνιν ηηκώλ ( )f   ηεο  f, 

— έρεη ζύλνιν ηηκώλ ην πεδίν νξηζκνύ Α ηεο  f  θαη  

— ηζρύεη ε ηζνδπλακία:   ( ) ( )f x y g y x   . 

 

 O  x

 x

 y=f (x)

 y
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Απηό ζεκαίλεη όηη, αλ ε  f  αληηζηνηρίδεη ην x 

ζην y, ηόηε ε g αληηζηνηρίδεη ην y ζην x θαη 

αληηζηξόθσο. Γειαδή ε g είλαη ε 

αληίζηξνθε δηαδηθαζία ηεο  f. Γηα ην ιόγν 

απηό ε g ιέγεηαη ανηίζηποθη ζςνάπηηζη  

ηεο  f  θαη ζπκβνιίδεηαη κε 1f . Δπνκέλσο 

έρνπκε 

xyfyxf   )()( 1  

νπόηε      Axxxff  ,))((1        θαη      )(,))(( 1 Afyyyff  . 

 

Οη γξαθηθέο παξαζηάζεηο C  θαη C   ησλ ζπλαξηήζεσλ  f  θαη 1f  είλαη 

ζπκκεηξηθέο σο πξνο ηελ επζεία xy   πνπ δηρνηνκεί ηηο γσλίεο xOy  θαη 

yOx  . 

Παπαηηπήζειρ   

1. Αλ  ε  f   δελ  είλαη αληηζηξέςηκε  ηόηε  δελ  είλαη  θαη  1-1 νπόηε  

ππάξρνπλ  21 xx    κε  )()( 21 xfxf   

2. Αλ  ε  f   δελ  είλαη αληηζηξέςηκε  ηόηε  δελ  είλαη  θαη  γλεζίσο κνλόηνλε  

3. Αλ  ε  f   είλαη  γλεζίσο  κνλόηνλε  ζην  Γ , ηόηε  νξίδεηαη  ε  f 
-1

  θαη  

είλαη  γλεζίσο  κνλόηνλε  κε  ην  ίδην  είδνο  κνλνηνλίαο  ζην  f (Γ)   

4. Αλ  κία  εθ  ησλ  γξαθηθώλ  παξαζηάζεσλ  ησλ  f   θαη  f 
-1

    ηέκλεη  ηελ  

επζεία  ς = ρ  ζε  θάπνηα  ζεκεία  , ηόηε  ζίγνπξα  ιόγσ  ζπκκεηξίαο  ζηα  

ίδηα  ζεκεία   ζα  ηέκλεη  ηελ  ς = ρ  θαη  ε  άιιε . Γειαδή  νη  εμηζώζεηο  

   ( )f x x   θαη   1( )f x x    είλαη  ηζνδύλακεο  , πνπ  ζεκαίλεη  όηη  έρνπλ  αθξηβώο   

     ηηο  ίδηεο  ιύζεηο  θαη  άξα κπνξνύκε λα ιύζνπκε όπνηα από ηηο δύν ‘βνιεύεη’ 

5. Πποζοσή : Η  πξνεγνύκελε  παξαηήξεζε  δε  ζεκαίλεη  όηη  νη  γξαθηθέο 

παξαζηάζεηο  ησλ  f   θαη  f 
-1

   αλ ηέκλνληαη  ζα  ηέκλνληαη  ππνρξεσηηθά  

πάλσ  ζηελ  επζεία ς = ρ . Υπάξρνπλ ζπλαξηήζεηο   όπσο  ε 3( )f x x    ,    

πνπ  ηέκλνληαη  κε ηελ αληηζηξνθή  ηνπο  θαη  εθηόο  ηεο  επζείαο  ς = ρ .  Γηα  ηελ  

εύξεζε ησλ θνηλώλ  ζεκείσλ  ησλ  1,f f
C C    ιύλνπκε  έλα από  ηα παξαθάησ 

ηζνδύλακα  ζπζηήκαηα      
1

1 1

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

y f x y f x y f x

y f x x f y x f y



 

      
      

       
 

6. Αλ όκσο   ε  f  είλαη  γλεζίσο  αύμνπζα  ( όρη  κόλν  ηόηε)   νη  γξαθηθέο 

παξαζηάζεηο  ησλ  f   θαη  f 
-1

  αλ ηέκλνληαη ζα ηέκλνληαη  ππνρξεσηηθά  

πάλσ  ζηελ  επζεία ς = ρ , πνπ  ζεκαίλεη  όηη  γηα  ηελ  εύξεζε ησλ θνηλώλ  

ζεκείσλ  ησλ  1,f f
C C    κπνξνύκε  λα  ιύζνπκε  όπνηα  από  ηηο παξαθάησ 

ηζνδύλακεο εμηζώζεηο καο βνιεύεη  ( )f x x    ή  1( )f x x      ή  1( ) ( )f x f x    

 g

 f

 f(A) A

 y=f(x) g(y)=x
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7. Αλ  μέξνπκε  κία εθ  ησλ  γξαθηθώλ  παξαζηάζεσλ  1,f f
C C   ηόηε  κπνξνύκε  λα  

ζρεδηάζνπκε  θαη  ηελ  άιιε ,  αθνύ  ζα  είλαη  ε  ζπκκεηξηθήο  ηεο  1
εο

  σο  πξνο  

ηελ  επζεία  ς = ρ  

8. Γηα  ηελ  εύξεζε  ηνπ  πεδίνπ  νξηζκνύ  ηεο   1f    πνπ  είλαη  ην  ζύλνιν  ηηκώλ  

ηεο  f αιιά  θαη  ηνπ  ηύπνπ  ηεο  1f   , αθνινπζνύκε  ηα  παξαθάησ  βήκαηα :  

 Βξίζθνπκε  ην  πεδίν  νξηζκνύ  ηεο  f  

 Θεσξνύκε ηελ εμίζσζε  ( )y f x  θαη  ηε  ιύλνπκε σο  πξνο  ρ , ζέηνληαο  

όπνπ  ρξεηάδεηαη  πεξηνξηζκνύο  γηα  ην   y  

 Απαηηνύκε  ε  ιύζε  ρ  πνπ  βξήθακε παξαπάλσ  λα  αλήθεη  ζην  πεδίν  νξηζκνύ 

ηεο f  

 Σπλαιεζεύνπκε  ηνπο  πεξηνξηζκνύο  πνπ  έρνπλ πξνθύςεη  γηα  ην  y  θαη  

βξίζθνπκε  έηζη  ην  ζύλνιν  ηηκώλ  ηεο   f   θαη  άξα  θαη  ην  πεδίν  νξηζκνύ  

ηεο   1f     

 Αλ  ε  ιύζε  ηεο  εμίζσζεο  ( )y f x σο  πξνο  ρ  είλαη  ε  ( )x g y   ηόηε  

έρνπκε  όηη   1( ) ( )f y g y  . Θέηνπκε  όπνπ  y   ην  ρ   θαη  έρνπκε  ηνλ  ηύπν  

ηεο   1f   


