
Θζματα Προςανατολιςμοφ Γ΄ Λυκείου τράπεηασ κεμάτων ανά κεφάλαιο 

  ( μζχρι 21/5/2023) 

 

 Μζχρι ςυναρτιςεισ  

 

ΘΕΜΑ 1  

Δίνεται θ ςυνάρτθςθ :f    και θ ςυνάρτθςθ 
1

( ) ln
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x
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x





 . 

α) Να αποδείξετε ότι το πεδίο οριςμοφ τθσ ςυνάρτθςθσ g  είναι το διάςτθμα (-1, 1).  

β) Να βρείτε το πεδίο οριςμοφ τθσ ςυνάρτθςθσ f g . 

γ) Αν επιπλζον ιςχφει 
1

( )( )f g x
x

  , να αποδείξετε ότι  
1

1

x

x

e
f x
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, x  . 

ΘΕΜΑ 2 

Δίνονται οι ςυναρτιςεισ f, g και h ϊςτε : 

f(x) = ln(1+   ) , g(x) = 2lnx και  h(x) = ln(1 +      

α) Να βρείτε τα πεδία οριςμοφ των ςυναρτιςεων f και  g.  

β) Να ορίςετε τθ ςυνάρτθςθ f   g.  

γ) Nα εξετάςετε αν οι ςυναρτιςεισ f   g και h είναι ίςεσ. 

 

ΘΕΜΑ 3 

Δίνεται οι ςυναρτιςεισ  
1
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 και 
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( ) ln
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x
g x
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 . 

α) Να αποδείξετε ότι το πεδίο οριςμοφ τθσ ςυνάρτθςθσ f  είναι το   και τθσ g  το 

διάςτθμα (-1, 1).  

β) Να βρείτε το πεδίο οριςμοφ τθσ ςυνάρτθςθσ f g .                                  

γ) Να βρείτε τον τφπο τθσ ςυνάρτθςθσ ( )( )f g x .  

 

 



ΘΕΜΑ 4 

Δίνονται οι ςυναρτιςεισ 2( ) 9f x x   και 
24

( )
x

g x
x


 . 

α) Να βρείτε τα πεδία οριςμοφ των ςυναρτιςεων f  και g . 

β) Να ορίςετε τισ ςυναρτιςεισ: 

i. f g  

ii. 
f

g
 

 

ΘΕΜΑ 5 

Η γραφικι παράςταςθ μιασ πολυωνυμικισ ςυνάρτθςθσ      , διζρχεται από τα ςθμεία 

       ,          και         . Ζςτω επίςθσ θ ςυνάρτθςθ g     με         .   

α) Να βρείτε τισ τιμζσ     ,        και     .                                                                    

β) Να βρείτε τισ τιμζσ          ,            και          .                                       

γ) Η γραφικι παράςταςθ τθσ ςυνάρτθςθσ    φαίνεται παρακάτω. Να ςχεδιάςετε τθ γραφικι 

παράςταςθ τθσ ςυνάρτθςθσ     .                                                                                

 

 

 

 



ΘΕΜΑ 6 

Δυο εταιρείεσ Ε1 και Ε2 δραςτθριοποιοφνται ςτο χϊρο τθσ γεϊτρθςθσ νεροφ. Η πολιτικι 

των χρεϊςεων προσ τουσ πελάτεσ τουσ είναι διαφορετικι. Η εταιρεία Ε1 χρεϊνει 1500 ευρϊ 

για τθν εκπόνθςθ τθσ αρχικισ μελζτθσ και 200 ευρϊ για κάκε μζτρο βάκουσ μζχρι τα 15 

πρϊτα μζτρα. Αν δεν βρεκεί νερό μζχρι τα 15 μζτρα, τότε αλλάηει τθ χρζωςθ από 200 ςε 

250 ευρϊ για κάκε μζτρο βάκουσ μετά τα 15 πρϊτα. Η Ε2 χρεϊνει 300 ευρϊ για κάκε μζτρο 

βάκουσ.  

α) Αν f(x) είναι το ποςό που χρεϊνει θ εταιρεία Ε1 για γεϊτρθςθ x μζτρων βάκουσ, να 

βρείτε: 

i. Τον τφπο τθσ ςυνάρτθςθσ f.  

ii. Το ποςό που κα χρεϊςει θ εταιρεία Ε1 ςε πελάτθ που χρειάςτθκε να φτάςει ςε 

βάκοσ 12 μζτρων μζχρι να βρει νερό.  

iii. Αν κάποιοσ πελάτθσ ξόδεψε για τθ γεϊτρθςι του 5050 ευρϊ, ςε ποιο βάκοσ ζφταςε; 

β) Αν g(x) είναι το ποςό που χρεϊνει θ εταιρεία Ε2 για γεϊτρθςθ x μζτρων βάκουσ, να 

βρείτε τον τφπο τθσ ςυνάρτθςθσ g.  

γ) Σε ποιο βάκοσ ςταμάτθςαν τθ γεϊτρθςι τουσ δυο γείτονεσ  που ςυνεργάςτθκαν με 

διαφορετικι εταιρεία ο κακζνασ τουσ, βρικαν νερό ςτο ίδιο βάκοσ και  πλιρωςαν ακριβϊσ 

το ίδιο ποςό;  

δ) Να βρείτε για ποιεσ τιμζσ τθσ μεταβλθτισ x (μζτρα βάκουσ) ςυμφζρει θ επιλογι τθσ 

εταιρείασ Ε1;  

 

ΘΕΜΑ 7 

Δίνονται οι ςυναρτιςεισ      √  και          . 

α) Να  ορίςετε τθ ςυνάρτθςθ     .                                                                        

β) Να ορίςετε  τθ ςυνάρτθςθ 
 

 
 .                                                                             

γ) Να βρεκοφν οι τετμθμζνεσ των ςθμείων τομισ των γραφικϊν παραςτάςεων των 

ςυναρτιςεων     και 
 

 
 , που ορίςατε ςτα ερωτιματα (α) και (β).         

 



 

 

ΘΕΜΑ 8 

Στο ςχιμα δίνεται θ γραφικι παράςταςθ μιασ ςυνάρτθςθσ f. 

 

α) Nα βρείτε το πεδίο οριςμοφ και το ςφνολο τιμϊν τθσ ςυνάρτθςθσ f.  

β) Να προςδιορίςετε τον τφπο τθσ ςυνάρτθςθσ f.   

γ) Ποιεσ είναι οι ςυντεταγμζνεσ του ςθμείου Γ;   

 

 Μζχρι αντίςτροφθ  

 

ΘΕΜΑ 9 

Δίνονται οι ςυναρτιςεισ ( ) 1 1f x x    και ( ) 2g x x  . 

α) Να βρείτε το πεδίο οριςμοφ των ςυναρτιςεων  f  και g .   

β) Να αποδείξετε ότι για ( ,3]x   θ ( )( ) 3 1f g x x   .                                                                          

γ) Να αποδείξετε ότι θ ςυνάρτθςθ ( ) ( )( )x f g x   είναι αντιςτρζψιμθ και να ορίςετε τθν 

αντίςτροφό τθσ.          

 

 

 



 ΘΕΜΑ 10 

Δίνεται θ ςυνάρτθςθ   με      √    , x[0,2] 

α) Να μελετιςετε τθν   ωσ προσ τθ μονοτονία ςτο *0,2+ (Μονάδεσ 10) 

β) Να αποδείξετε ότι: 

i. Το ςφνολο τιμϊν τθσ   είναι το *0, 2+.  (Μονάδεσ 05) 

ii. Ορίηεται θ αντίςτροφθ ςυνάρτθςθ     τθσ   .  (Μονάδεσ 03) 

iii. Οι ςυναρτιςεισ   και    είναι ίςεσ. (Μονάδεσ 07) 

 

ΘΕΜΑ 11 

Δίνονται οι ςυναρτιςεισ  g και h ϊςτε : 

g(x) = 2lnx , x>0  και  h(x) = ln(1 +      x . 

α) Να αποδείξετε ότι : 

i. H ςυνάρτθςθ g είναι αντιςτρζψιμθ (Μονάδεσ 5)  

ii.        =   
 

 , με x . (Μονάδεσ 10) 

β) Να ορίςετε τθ ςυνάρτθςθ h     . (Μονάδεσ 10) 

 

ΘΕΜΑ 12 

Δίνονται οι ςυναρτιςεισ f και g ϊςτε: 

f(x) = ln(1+   )  και  g(x) = 2lnx . 

α) Να βρείτε τα πεδία οριςμοφ των ςυναρτιςεων f και  g . (Μονάδεσ 8) 

β) Να ορίςετε τθ ςυνάρτθςθ f + g. (Μονάδεσ 8) 

γ) Να μελετιςετε τθ ςυνάρτθςθ f + g ωσ προσ τθ μονοτονία. (Μονάδεσ 9) 

 

ΘΕΜΑ 13 

Δίνονται οι ςυναρτιςεισ f και g με f(x) = ln(x-2) + 5 για κάκε x > 2 και  g(x) = 2x-1 με x .  

α)  

i. Να αποδείξετε ότι θ ςυνάρτθςθ g είναι αντιςτρζψιμθ. (Μονάδεσ 6) 

ii. Nα βρείτε τθ ςυνάρτθςθ    . (Μονάδεσ 7) 

β)  

i. Να προςδιορίςετε το πεδίο οριςμοφ τθσ ςυνάρτθςθσ f     . (Μονάδεσ 6) 

ii. Να βρείτε  τον τφπο τθσ ςυνάρτθςθσ f     . (Μονάδεσ 6) 



  

ΘΕΜΑ 14 

Δίνεται θ ςυνάρτθςθ f  με πεδίο οριςμοφ το [0, ) , ςφνολο τιμϊν το 
1

[ ,1)
2

 και τφπο 

3
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2
f x

x
 


.  

Δίνεται επίςθσ θ ςυνάρτθςθ g  με πεδίο οριςμοφ το 
1

[ ,1)
2

 , ςφνολο τιμϊν το [0, ) και 

τφπο 
2

1 2
( )

1

x
g x

x

 
  

 
. Με δεδομζνο ότι θ ςυνάρτθςθ f  είναι 1-1,  

α) Να αποδείξετε ότι θ ςυνάρτθςθ g  είναι θ αντίςτροφθ τθσ ςυνάρτθςθσ f . 

β) Να αποδείξετε ότι ( ) 0f x   και ( ) 0g x   για κάκε x  που ανικει ςτο [0,1) .  

γ) Να αποδείξετε ότι  οι γραφικζσ παραςτάςεισ 
fC , 

gC  των ςυναρτιςεων f  , g αντίςτοιχα 

δεν ζχουν κοινά ςθμεία.                                                               

 

ΘΕΜΑ 15 

Δίνεται θ ςυνάρτθςθ    xf(x) ln 1 e  . 

α) Να βρείτε το πεδίο οριςμοφ τθσ και να αποδείξετε ότι αντιςτρζφεται. 

(Μονάδεσ 14) 

β) Να βρείτε τθν 1f . 

(Μονάδεσ 11) 

 

ΘΕΜΑ 16 

Δίνονται οι ςυναρτιςεισ f και  , με       
    

   
  και          .  

α) Να εξετάςετε αν οι ςυναρτιςεισ   και   είναι ίςεσ και να δικαιολογιςετε τθν απάντθςι 

ςασ. (Μονάδεσ 8) 

β) Να ςχεδιάςετε τισ γραφικζσ παραςτάςεισ των ςυναρτιςεων f και h, με h(x) =       

 (Μονάδεσ 7) 

γ) Με τθ βοικεια των γραφικϊν παραςτάςεων των ςυναρτιςεων ι με όποιο άλλο τρόπο 

κζλετε, να μελετιςετε ωσ προσ τθ μονοτονία και τα ακρότατα τισ ςυναρτιςεισ f και h. 

 (Μονάδεσ 10) 

 

 



ΘΕΜΑ 17 

Ζςτω μια ςυνάρτθςθ   τθσ οποίασ θ γραφικι παράςταςθ φαίνεται ςτο παρακάτω ςχιμα. 

Μελετϊντασ τθ γραφικι παράςταςθ τθσ   να βρείτε: 

α) το πεδίο οριςμοφ και το ςφνολο τιμϊν τθσ  ,                 (Μονάδεσ 6) 

β) τισ τιμζσ       ,      και     ,                 (Μονάδεσ 6) 

γ) το ολικό μζγιςτο και το ολικό ελάχιςτο τθσ  , εφόςον υπάρχουν,                        (Μονάδεσ 7) 

δ) τθν τιμι τθσ ςφνκεςθσ  ο  ςτο   .                                                                              (Μονάδεσ 6)                                      

 

  

ΘΕΜΑ 18 

Δίνεται θ ςυνάρτθςθ   f(x) x 1, x 0 . 

α) Να αποδείξετε ότι αντιςτρζφεται. 

(Μονάδεσ 7) 

β) Να βρείτε τθν 1f . 

(Μονάδεσ 9) 

Ζςτω    1 2f (x) (x 1) , x 1  

γ) Να ςχεδιάςετε ςτο ίδιο ςφςτθμα αξόνων τισ γραφικζσ παραςτάςεισ των 1f, f . 

(Μονάδεσ 9) 

 



 

 

ΘΕΜΑ 19 

Ζςτω μια ςυνάρτθςθ   με πεδίο οριςμοφ το   [     ] και με γραφικι παράςταςθ    που 

φαίνεται ςτο παρακάτω ςχιμα. Μελετϊντασ τθ    :  

α) να δικαιολογιςετε ότι ορίηεται θ αντίςτροφθ ςυνάρτθςθ       τθσ    ,               (Μονάδεσ 8)        

β) να βρείτε τα ςθμεία τομισ τθσ    με τθν ευκεία    ,                                          (Μονάδεσ 8)   

γ) να ςχεδιάςετε τθ γραφικι παράςταςθ τθσ    .                                                       (Μονάδεσ 9)   

 

ΘΕΜΑ 20 

Δίνεται θ ςυνάρτθςθ      √  √    . 

α) Να αποδείξετε ότι το πεδίο οριςμοφ τθσ ςυνάρτθςθσ είναι το    [   ]. 

(Μονάδεσ 05) 

β)  

i. Να αποδείξετε ότι θ ςυνάρτθςθ   είναι “1 – 1”. 

(Μονάδεσ 10) 

ii. Να λφςετε τθν εξίςωςθ  (    )      [   ]. 

(Μονάδεσ 10) 

 

 



ΘΕΜΑ 21 

Στο παρακάτω ςχιμα φαίνεται θ γραφικι παράςταςθ τθσ αντίςτροφθσ μιασ  ςυνάρτθςθσ f. 

Με τθ βοικεια του ςχιματοσ να απαντιςετε ςτα παρακάτω ερωτιματα, δικαιολογϊντασ τισ 

απαντιςεισ ςασ. 

α) Να βρείτε το πεδίο οριςμοφ και το ςφνολο τιμϊν τθσ ςυνάρτθςθσ f. (Μονάδεσ 10) 

β) Να βρείτε τισ τιμζσ f(2) και f-1(f(6)). (Μονάδεσ 8) 

γ) Στο ςφςτθμα αξόνων που ακολουκεί να χαράξετε τθν γραφικι παράςταςθ τθσ f.                                                                                                                    

(Μονάδεσ 7) 

 

ΘΕΜΑ 22 

Ζςτω ςυνάρτθςθ f  γνθςίωσ μονότονθ ςτο  τθσ οποίασ θ γραφικι τθσ παράςταςθ 

διζρχεται από τα ςθμεία (3,0) και (0,8) . 

α) Να αποδείξετε ότι θ f  είναι γνθςίωσ φκίνουςα ςτο . 

β) Να βρείτε για ποιεσ τιμζσ του x  θ fC  είναι κάτω από τον άξονα xx  και για ποιεσ είναι 

πάνω από τον xx . 

γ) Να λφςετε τθν ανίςωςθ (ln ) 0f x   

 



 

ΘΕΜΑ 23 

Δίνεται θ ςυνάρτθςθ   , με τφπο        √     ,     . 

α) Να δείξετε ότι θ    είναι     .  

(Μονάδεσ 07) 

β) Να βρείτε το ςφνολο τιμϊν κακϊσ και τθν αντίςτροφθ τθσ   . 

(Μονάδεσ 10) 

γ) Στο παρακάτω ςχιμα δίνεται θ γραφικι παράςταςθ τθσ ςυνάρτθςθσ   κακϊσ και θ 

διχοτόμοσ      τθσ γωνίασ    . Αφοφ μεταφζρετε το ςχζδιο ςτθν κόλλα ςασ, να 

ςχεδιάςετε τθν γραφικι παράςταςθ τθσ       και με βάςθ το ςχιμα ι με οποιονδιποτε 

άλλο τρόπο κζλετε, να βρείτε τα κοινά ςθμεία των γραφικϊν παραςτάςεων
 
των 

ςυναρτιςεων  , 

      . 

(Μονάδεσ 08) 

 

 



ΘΕΜΑ 24 

Δίνεται θ ςυνάρτθςθ       με τφπο            . 

α) Να αποδείξετε ότι θ   είναι γνθςίωσ αφξουςα ςτο πεδίο οριςμοφ τθσ. 

β) Ζνα από τα παρακάτω ςχιματα παριςτάνει τθν γραφικι παράςταςθ τθσ ςυνάρτθςθσ  . 

Να βρείτε ποιο είναι και να δικαιολογιςετε τθν απάντθςι ςασ. 

                     

 

γ)  

i. Να παραςτιςετε γραφικά τθν ςυνάρτθςθ    . 

ii. Με τθ βοικεια τθσ γραφικισ παράςταςθσ τθσ ςυνάρτθςθσ    , να βρείτε το πλικοσ 

των ριηϊν τθσ εξίςωςθσ              . 

 

 

 Μζχρι όλα τα όρια 

 

ΘΕΜΑ 25 

Δίνονται οι ςυναρτιςεισ     με                και          . 

α) Να βρείτε το πεδίο οριςμοφ τθσ  .                                                                

β) Να βρείτε τθν ςυνάρτθςθ    . 

γ) Αν  (    )           τότε να υπολογίςετε το  

   
   

               

 
 

 

 



ΘΕΜΑ 26 

Δίνεται θ γνθςίωσ αφξουςα ςυνάρτθςθ      .  

α) Να λφςετε τθν ανίςωςθ            . 

β) Αν     , τότε να αποδείξετε ότι 

   
    

 [            ]       

γ) Να λφςετε τθν εξίςωςθ             . 

 

ΘΕΜΑ 27 

Θεωροφμε τισ ςυναρτιςεισ με τφπουσ    2f(x) x x 1και  g(x) 4x 3 . 

α) Να αποδείξτε ότι για κάκε x  ιςχφει 
3

f(x)
4

.  

β) Να βρείτε τθ ςυνάρτθςθ h g f .  

γ) Αν  h(x) |2x 1| είναι θ ςφνκεςθ του ερωτιματοσ β), να υπολογίςετε το όριο  





 x 0

h(x) 1
lim

x 1 1
 

 

ΘΕΜΑ 28 

Δίνεται θ ςυνάρτθςθ   xf(x) e 1, x . 

 

α) Να αποδείξετε ότι αντιςτρζφεται. 

β) Να βρείτε τθν 1f . 

γ) Στο διπλανό ςχιμα δίνεται θ γραφικι 

παράςταςθ τθσ ςυνάρτθςθσ f και τθσ 

ευκείασ y=x, θ οποία εφάπτεται τθσ Cf 

ςτο μοναδικό κοινό τουσ ςθμείο, τθν 

αρχι των αξόνων. Να ςχεδιάςετε τθ 

γραφικι παράςταςθ τθσ ςυνάρτθςθσ  

1f . 

 

 

    



ΘΕΜΑ 29 

Δίνονται οι ςυναρτιςεισ ( ) ln( 1)f x x   και 
1

( )
1

g x
x




. 

α) Να εξετάςετε αν υπάρχουν τα παρακάτω όρια αιτιολογϊντασ τθν απάντθςι ςασ. 

i. 
1

lim ( )
x

f x
               

ii.
1

lim ( )
x

g x


 

β) Να βρείτε  

i. το πεδίο οριςμοφ τθσ f g                  ii.το 1
lim( ( ) ( ))
x

f x g x


 . 

 

ΘΕΜΑ 30  

Στο παρακάτω ςχιμα δίνεται θ γραφικι παράςταςθ μιασ ςυνάρτθςθσ  , για τθν οποία 

γνωρίηουμε ότι είναι ςυνεχισ και τζμνει τον άξονα xϋx ςε ζνα μόνο ςθμείο με τετμθμζνθ     

και τον άξονα y’y ςε ζνα μόνο ςθμείο με τεταγμζνθ 2.  

 

 α) Από τθν γραφικι παράςταςθ ι με οποιονδιποτε άλλο τρόπο, να προςδιορίςετε τα όρια:   

         i)     
   

                ii)     
     

                   iii)    
     

     

   β) Να βρείτε τα όρια: 

     i)    
     

  
 

    
             ii)    

     
           

και να αιτιολογιςετε τθν απάντθςι ςασ.   



 Μζχρι ςυνζχεια 

 

ΘΕΜΑ 31 

Στο παρακάτω ςχιμα δίνονται οι γραφικζσ παραςτάςεισ 2 ςυνεχϊν ςυναρτιςεων των   και 

 , οι οποίεσ εφάπτονται του άξονα     ςτο ςθμείο του Α(6,0). 

 

 

α) Να βρείτε το πεδίο οριςμοφ κάκε μίασ από τισ ςυναρτιςεισ   και  . (Μονάδεσ 06) 

β) Να εξετάςετε για ποια ι ποιεσ από τισ παραπάνω ςυναρτιςεισ: 

i. Ιςχφουν οι προχποκζςεισ του κεωριματοσ Bolzano ςτο πεδίο οριςμοφ τουσ. 

 (Μονάδεσ 10)   

ii. Παίρνουν τθν τιμι 0 ςε ζνα εςωτερικό ςθμείο του πεδίου οριςμοφ τουσ.  

 (Μονάδεσ 09) 

 

 

 

 

 



ΘΕΜΑ 32 

Στο παρακάτω ςχιμα δίνεται θ γραφικι παράςταςθ μιασ ςυνάρτθςθσ f. Γνωρίηουμε ότι θ f 

παίρνει  κετικζσ τιμζσ κοντά ςτο ζξι και ο οριηόντιοσ άξονασ εφάπτεται ςτθ γραφικι τθσ 

παράςταςθ ςτο ςθμείο αυτό. 

 

α) Να βρείτε το πεδίο οριςμοφ και το ςφνολο τιμϊν τθσ. (Μονάδεσ 06) 

β) Να εξετάςετε αν υπάρχουν και να βρείτε τα παρακάτω όρια: 

i.              

ii.              

iii.              

iv.              

v.       
 

    
  

Για τα όρια που δεν υπάρχουν να αιτιολογιςετε τθν απάντθςι ςασ. 

 (Μονάδεσ 12) 

γ) Να βρείτε τα ςθμεία ςτα οποία θ f δεν είναι ςυνεχισ. Να αιτιολογιςετε τθν απάντθςι 

ςασ. (Μονάδεσ 07) 

 

 

 

 

 



 

ΘΕΜΑ 33 

Δίνεται θ ςυνάρτθςθ 2 5
( ) 9 16 ln(8 1)

2
f x x x    . 

α) Να βρείτε το πεδίο οριςμοφ τθσ f  και να αποδείξετε ότι είναι ςυνεχισ ςτο πεδίο 

οριςμοφ τθσ. 

β) Να αποδείξετε ότι (0) 0f   και (1) 0f  . 

γ) Να αποδείξετε ότι θ εξίςωςθ ( ) 0f x   ζχει μία τουλάχιςτον ρίηα ςτο διάςτθμα (0,1) . 

 

ΘΕΜΑ 34 

Ζςτω :f   μία ςυνάρτθςθ για τθν οποία ιςχφει 2( ) 2 ( 1)f x x x    για κάκε x . 

Να αποδείξετε ότι : 

α) (1) 2f  . 

β) 
1

lim ( ) 2
x

f x


 . 

γ) θ f  είναι ςυνεχισ ςτο 1. 

ΘΕΜΑ 35 

Δίνεται θ ςυνάρτθςθ  
x

1
f(x) , x

e 1
.  

α) Να αποδείξετε ότι είναι γνθςίωσ φκίνουςα και να βρείτε το ςφνολο τιμϊν τθσ.  

β) Να αιτιολογιςετε γιατί αντιςτρζφεται και να βρείτε τθν 1f . 

 

ΘΕΜΑ 36 

Δίνεται θ ςυνάρτθςθ 
2023 , 0

( )

, 0

x
x

f x x

x






 

 
 

, θ οποία είναι ςυνεχισ ςτο . 

α) Να δείξετε ότι 2022  . 

β) Να βρείτε το lim ( )
x

f x


. 

γ) Να λφςετε τθν εξίςωςθ ( ) 2022f x  . 

 

 

 



 

ΘΕΜΑ 37 

Στο παρακάτω ςχιμα δίνεται θ γραφικι παράςταςθ μιασ ςυνάρτθςθσ f  με πεδίο οριςμοφ 

το [0,2) (2,3) (3,5]fD    , θ οποία τζμνει τον άξονα xϋx ςε δφο μόνο ςθμεία, με 

ςυντεταγμζνεσ (0,0) και (4,0). Επίςθσ, δίνεται ότι f(1)=1. 

Με βάςθ το παρακάτω ςχιμα: 

α) να βρείτε τα ςθμεία αςυνζχειασ τθσ f αιτιολογϊντασ τθν απάντθςι ςασ.  

β) να εξετάςετε αν θ f  είναι ςυνεχισ ςτο [0,1]αιτιολογϊντασ τθν απάντθςι ςασ. 

γ) να βρείτε τα παρακάτω όρια  

i. 
4

lim ( )
x

f x
  

ii.
4

1
lim

( )x f x
 

 

 

 

 

 

 

 



ΘΕΜΑ 38 

Θεωροφμε τθ ςυνάρτθςθ                     . 

α) Να αποδείξετε ότι θ   είναι γνθςίωσ φκίνουςα ςτο διάςτθμα      ]. 

β) Να βρείτε το ςφνολο τιμϊν τθσ  . 

γ) Να αποδείξετε ότι υπάρχει θ ςυνάρτθςθ     και να μεταφζρετε ςτθν κόλλα ςασ ι ςτο 

φφλλο απαντιςεων το παρακάτω ςχιμα με τθν γραφικι παράςταςθ τθσ   και το οποίο να 

ςυμπλθρϊςετε με τθν γραφικι παράςταςθ τθσ ςυνάρτθςθσ    . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ΘΕΜΑ 39 

Δίνεται θ ςυνεχισ ςυνάρτθςθ      , τζτοια ϊςτε                        

Αν επιπλζον ιςχφει ότι            για κάκε    , τότε 

α) Να αποδείξετε ότι    
   

    

 
   

β) Να αποδείξετε ότι    . 

γ) Να βρείτε το     . 

δ) Να ελζγξετε τθν αλικεια του παρακάτω ιςχυριςμοφ:  

“ |     
   

 
|        

   

 
  κοντά ςτο   ” 

Να δικαιολογιςετε τον ιςχυριςμό ςασ. 

 



ΘΕΜΑ 40 

Δίνεται θ ςυνεχισ ςυνάρτθςθ :f  , για τθν οποία για κάκε 0x   ιςχφει:  

2 1
( ) 1xf x x x

x
    . 

α) Να αποδείξετε ότι:  

i. 
1

lim 0
x

x

x





  

ii. lim ( ) 1
x

f x


  . 

β) Να αποδείξετε ότι (0) 0f  . 

γ) Να αποδείξετε ότι θ εξίςωςθ ( ) 0f x  ζχει μία τουλάχιςτον ρίηα ςτο διάςτθμα
1

,


 
 

 
.        

ΘΕΜΑ 41  

Δίνεται θ ςυνάρτθςθ                .      

α) Να αποδείξετε ότι θ ςυνάρτθςθ   είναι γνθςίωσ αφξουςα.                      

β) Να αιτιολογιςετε  γιατί θ ςυνάρτθςθ f αντιςτρζφεται και να αποδείξετε ότι ζχει ςφνολο 

τιμϊν το  .                                                                                                      

γ) Να αποδείξετε ότι θ αντίςτροφθ ςυνάρτθςθ τθσ f  είναι επίςθσ γνθςίωσ αφξουςα.  

δ) Να λυκεί θ εξίςωςθ         .                                                                  

 

ΘΕΜΑ 42 

Δίνεται θ ςυνάρτθςθ   με       √         [    ] και θ ςυνεχισ ςυνάρτθςθ  , 

οριςμζνθ ςτο [   ], με  (
 

 
)   , τζτοιεσ ϊςτε: 

               , για κάκε   [   ]. 

α)  

i. Να αποδείξετε ότι             . 

ii. Να βρείτε τισ ρίηεσ τθσ εξίςωςθσ       . 

β) Να βρείτε τθν ςυνάρτθςθ  . 

γ) Δίνεται θ ςυνάρτθςθ       ]    με      
 

        
 , όπου   είναι θ ςυνάρτθςθ του 

προθγοφμενου ερωτιματοσ. Να υπολογίςετε το παρακάτω όριο:  

   
   

      



 Μζχρι τθν ζννοια τθσ παραγώγου 

 

ΘΕΜΑ 43 

Στο παρακάτω ςχιμα δίνονται οι γραφικζσ παραςτάςεισ 2 παραγωγίςιμων ςυναρτιςεων 

των   και    Και οι 2 γραφικζσ παραςτάςεισ εφάπτονται του άξονα     ςτο ςθμείο του 

Α(6,0). Γνωρίηουμε ότι θ   παίρνει κετικζσ τιμζσ κοντά ςτο 6 και θ   παίρνει αρνθτικζσ τιμζσ 

αριςτερά του 6 και κετικζσ τιμζσ δεξιά του 6.  

 

 

 

α) Να βρείτε το πεδίο οριςμοφ κάκε μίασ από τισ ςυναρτιςεισ   και    (Μονάδεσ 06) 

β) Να βρείτε, αν υπάρχουν, τα παρακάτω όρια, δικαιολογϊντασ τθν απάντθςι ςασ.  

i.       
 

    
        (Μονάδεσ 07) 

ii.       
 

    
          (Μονάδεσ 07) 

iii.       
    

   
                (Μονάδεσ 05) 

  

 



ΘΕΜΑ 44 

Στο παρακάτω ςχιμα δίνονται οι γραφικζσ παραςτάςεισ  μιασ πολυωνυμικισ ςυνάρτθςθσ   

τρίτου βακμοφ, θ οποία είναι οριςμζνθ ςτο κλειςτό διάςτθμα [   ], και τθσ παραγϊγου τθσ, 

  . 

α) Να βρείτε τθν κλίςθ τθσ ςυνάρτθςθσ   ςτο     . 

β) Να βρείτε τθν εξίςωςθ τθσ εφαπτομζνθσ ( ) τθσ γραφικισ παράςταςθσ τθσ   ςτο     . 

γ) Να υπολογίςετε τθ γωνία που ςχθματίηει θ ευκεία ( ) με τον άξονα    .  

 

 

ΘΕΜΑ 45 

Δίνεται θ ςυνάρτθςθ 

 f   x = {
 x               , αν x   0
1                 , αν x = 0
ςυνx           , αν x > 0

 

α) Να αποδείξετε ότι θ ςυνάρτθςθ f  να είναι ςυνεχισ ςτο x0= 0.  

β) Να εξετάςετε αν θ ςυνάρτθςθ f  είναι παραγωγίςιμθ ςτο x0= 0.  

γ) Να βρείτε τθν εξίςωςθ τθσ εφαπτομζνθσ, τθσ γραφικισ παράςταςθσ τθσ f  ςτο ςθμείο 

τθσ με τετμθμζνθ x =  
 

 
 . 

 

 

 



 

ΘΕΜΑ 46 

Δίνεται θ ςυνάρτθςθ 
  

 


2x x, x 0
f(x)

θμx, x 0
. 

α) Να αποδείξετε ότι είναι ςυνεχισ ςτο ox 0 . 

β) Να αποδείξετε ότι θ f είναι παραγωγίςιμθ ςτο ox 0  και  f (0) 1 . 

γ) Να βρείτε τθν εξίςωςθ τθσ  εφαπτομζνθσ τθσ γραφικισ παράςταςθσ τθσ f ςτο ςθμείο τθσ  

Ο(0, 0). 

ΘΕΜΑ 47 

Θεωροφμε τθν παραγωγίςιμθ ςυνάρτθςθ   [        και τθν ςυνάρτθςθ 

      
 

 
  

 

 
    . Οι γραφικζσ παραςτάςεισ       των ςυναρτιςεων     αντίςτοιχα, 

φαίνονται ςτο παρακάτω ςχιμα. Γνωρίηουμε ότι: 

 οι       τζμνονται ςτο ςθμείο       . 

 θ    διζρχεται από τθν αρχι των αξόνων. 

 θ    δεν ζχει άλλα κοινά ςθμεία με τον άξονα     εκτόσ από τα ςθμεία   και  . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

α) Να υπολογίςετε το        
 

    
. 

β) Αν είναι       
    

 
  , να υπολογίςετε το      . 

γ) Να υπολογίςετε το        
    

    
. 



 

ΘΕΜΑ 48 

Ζςτω ςυνάρτθςθ f  παραγωγίςιμθ ςτο . Η εφαπτομζνθ τθσ 
fC  ςτο ςθμείο τθσ (0,1)  

ςχθματίηει με τον xx  γωνία 45 . 

α) Να αποδείξετε ότι (0) 1f   .  

β) Να γράψετε τθν εξίςωςθ τθσ εφαπτομζνθσ τθσ 
fC  ςτο ςθμείο τθσ (0,1) . 

γ) Να αποδείξετε ότι 
0

( ) 1
lim 1
x

f x

x


  . 

ΘΕΜΑ 49 

Ζςτω ςυνάρτθςθ :f   με (0) 0f   και για τθν οποία ιςχφει ότι 
0

( )
lim 2
x

f x

x
 . 

α) Να αποδείξετε ότι (0) 2f   . 

β) Να βρείτε το 
0

lim ( )
x

f x


 . 

γ) Να βρείτε το 
0

( )
lim
x

f x

x
 . 

ΘΕΜΑ 50 

Δίνεται θ ςυνάρτθςθ 
1 , 0

( )

, 0

x
x

f x x

x






 

 
 

, θ οποία είναι ςυνεχισ ςτο . 

α) Να αποδείξετε ότι 0  . 

β) Να αποδείξετε ότι (0) 0f   . 

γ) Να γράψετε τθν εξίςωςθ τθσ εφαπτομζνθσ τθσ fC  ςτο ςθμείο (0, (0))f . 

 

 Μζχρι κανόνεσ παραγώγιςθσ 

 

ΘΕΜΑ 51  

Δίνεται θ ςυνάρτθςθ 
 

 
  

x

2

e , x 0
f(x)

x 1, x 0
  

α) Να αποδείξετε ότι είναι ςυνεχισ ςτο ox 0  και να  ςχεδιάςτε τθ γραφικι τθσ 

παράςταςθ.   

β) Να εξετάςετε αν  ορίηεται θ εφαπτομζνθ τθσ γραφικισ τθσ παράςταςθσ ςτο ςθμείο 
A(0, f(0)) . 

 



ΘΕΜΑ 52 

Δίνονται οι ςυναρτιςεισ ( ) ln 2f x x x  , 0x   και 2( ) xg x e  , x . 

α) Να ορίςετε τθ ςυνάρτθςθ f g  .    

β) Να βρείτε τθν παράγωγο τθσ ςυνάρτθςθσ g  και να αποδείξετε ότι θ g  είναι 1-1. 

γ) Να ορίςετε τθν αντίςτροφο ςυνάρτθςθ τθσ g . 

 

ΘΕΜΑ 53 

Δίνεται θ ςυνάρτθςθ :f   με τφπο ( ) 4f x x x   για κάκε x . 

α) Να βρείτε τθν παράγωγο τθσ f  και να υπολογίςετε τισ τιμζσ '(0)f  και '
2

f
 
 
 

 . 

β) Να αποδείξετε ότι για τθ ςυνάρτθςθ  , με 
1

( ) '( )
3

x f x   , x  ιςχφουν (0) 0   και 

( ) 0
2


  . 

γ) Να αποδείξετε ότι θ εξίςωςθ ( ) 0x  , ζχει μία τουλάχιςτον ρίηα ςτο διάςτθμα (0, )
2


. 

 

ΘΕΜΑ 54 

Ζςτω       μια παραγωγίςιμθ ςυνάρτθςθ με          και         . Ζςτω επίςθσ οι 

ςυναρτιςεισ g     με          και        . 

α) Να βρείτε τθν τιμι          .                                                                                      

β) Να βρείτε τθν παράγωγο       .   

γ) Να βρείτε τθν παράγωγο τθσ     ςτο       .                                                          

δ) Να βρείτε τθν εξίςωςθ τθσ εφαπτομζνθσ τθσ γραφικισ παράςταςθσ τθσ     ςτο ςθμείο 

με τετμθμζνθ     .                                                                                                        

             

 

 

 

 

 



ΘΕΜΑ 55 

Δίνεται θ ςυνάρτθςθ  

2x   αν   4

2x  αν   
2

4

2

2






















,ax

,
x

x

)x(f με α  R.  

α) Να βρείτε τα πλευρικά όρια τθσ f  ςτο x0 =2, δθλαδι τα            
 
 και            . 

β) Να βρείτε τθν τιμι του α, ϊςτε θ ςυνάρτθςθ f να είναι ςυνεχισ ςτο x0 =2. 

γ) Αν α = 2, να βρείτε όπου ορίηεται τθν παράγωγο τθσ ςυνάρτθςθσ   .  

ΘΕΜΑ 56 

Ζςτω μια ςυνάρτθςθ             θ οποία είναι παραγωγίςιμθ ςτο       και θ 

ςυνάρτθςθ       με          . Δίνεται ότι θ εφαπτομζνθ τθσ γραφικισ 

παράςταςθσ τθσ   ςτο ςθμείο             , ζχει εξίςωςθ       . 

α) Να βρείτε το       και το        .                                                                              

β) Να βρείτε: 

i. το πεδίο οριςμοφ των ςυναρτιςεων     και    ,                

ii. τισ παραγϊγουσ           και            .                  

γ) Να αποδείξετε ότι θ εφαπτομζνθ τθσ      ςτο ςθμείο τθσ με τετμθμζνθ      και θ 

εφαπτομζνθ τθσ       ςτο ςθμείο τθσ με τετμθμζνθ      , ταυτίηονται.             

 Μζχρι ρυκμό μεταβολισ 

ΘΕΜΑ 57 

Ζςτω   μια ςυνεχισ ςυνάρτθςθ ςτο διάςτθμα [    ], για τθν οποία ιςχφει  

                      [    ] 

α) Να βρείτε τισ ρίηεσ τθσ εξίςωςθσ       . 

β) Αν θ γραφικι παράςταςθ τθσ   διζρχεται από το ςθμείο       , τότε να βρείτε τον τφπο 

τθσ  .  

γ) Να ςχεδιάςετε τθ γραφικι παράςταςθ τθσ  .  

δ) Ζνα κινθτό κινείται κατά μικοσ τθσ καμπφλθσ τθσ  . Κακϊσ περνάει από το ςθμείο 

     √  , θ τεταγμζνθ του   αυξάνεται με ρυκμό   μονάδεσ το δευτερόλεπτο. Να βρείτε 

τον ρυκμό μεταβολισ τθσ τετμθμζνθσ   του κινθτοφ τθ χρονικι ςτιγμι που περνάει από το 

 .  

 



 

ΘΕΜΑ 58 

Στο διπλανό ςχιμα φαίνεται ζνα παράκυρο το οποίο 

αποτελείται από το ορκογϊνιο   και το ιςοςκελζσ 

τρίγωνο  . Είναι 0,8  m, 1,6 m,  mx , 

1  m. Το ορατό κάτω μζροσ   μιασ θλεκτροκίνθτθσ 

ςίτασ, κατεβαίνει παράλλθλα προσ τθν αρχικι τθσ κζςθ 

 , με ςτακερό ρυκμό, ϊςτε το   να διαγράφει το 

ευκφγραμμο τμιμα   (με 0 ). Αν  x   είναι 

το εμβαδό του παρακφρου που καλφπτει θ ςίτα, τότε: 

α) Να αποδείξετε ότι για το εμβαδό  , ιςχφει 

 

2 4
           ,  αν 0,

5

8 16 4 9
,  αν ,

5 25 5 5

x x

x

x x

  
 

  
  

      

 , ςε 2m . 

β) Να αποδείξετε ότι ο ρυκμόσ μεταβολισ του εμβαδοφ   ωσ προσ ,x  όταν 
4

 m
5

x  ,  

είναι ίςοσ με  24 8
 m / m

5 5

 
  
 

. 

γ) Να βρείτε το ρυκμό μεταβολισ του εμβαδοφ   ωσ προσ τον χρόνο t , τθ χρονικι 

ςτιγμι για τθν οποία ιςχφει 
4

   m
5

x  , αν δίνεται επιπλζον ότι     0,08 m/sx t   

για κάκε 0t  . 

 

 

 

                                                                        

 

 

 

 

 



ΘΕΜΑ 59 

Δίνεται θ ςυνάρτθςθ        με          
 

 
 .         

α) Να αποδείξετε ότι θ εφαπτομζνθ τθσ γραφικισ παράςταςθσ τθσ   ςτο ςθμείο             

ζχει εξίςωςθ   (    
 

 
)      .                                                                               

β) Ζνα αυτοκίνθτο κινείται τθ νφχτα, κατά μικοσ ενόσ επίπεδου δρόμου. Θεωριςτε το 

αυτοκίνθτο ωσ ςθμείο ςτο επίπεδο     και τθ γραφικι παράςταςθ τθσ ςυνάρτθςθσ  , ωσ 

τον δρόμο που αυτό κινείται, όπωσ φαίνεται ςτο παρακάτω ςχιμα. Σε μια ςυγκεκριμζνθ 

χρονικι ςτιγμι   , που το αυτοκίνθτο βρίςκεται ςτο ςθμείο   , οι προβολείσ του φωτίηουν 

μια πινακίδα που βρίςκεται ςτο ςθμείο  (   
 

 
 ).   

i. Να βρείτε τισ ςυντεταγμζνεσ του ςθμείου   .                  

ii. Αν ο ρυκμόσ μεταβολισ τθσ τετμθμζνθσ του αυτοκινιτου τθ χρονικι ςτιγμι   , είναι 

 , να βρείτε τον ρυκμό μεταβολισ τθσ τεταγμζνθσ του αυτοκινιτου, τθ χρονικι 

ςτιγμι   .                 

  

 

 

 

 

 



 

 Μζχρι Θεώρθμα Μζςθσ Τιμισ Διαφορικοφ Λογιςμοφ 

 

ΘΕΜΑ 60 

Δίνεται θ ςυνάρτθςθ  

 
 
 

2  3,    αν 1,2

1,    αν 2,5

x x
f x

x x

   
 

 
 

α) Να αποδείξετε ότι θ ςυνάρτθςθ f  είναι ςυνεχισ. 

β) Να αποδείξετε ότι θ ςυνάρτθςθ f  δεν είναι παραγωγίςιμθ ςτθ κζςθ 0 2x  . 

γ) Να εξετάςετε ποιεσ από τισ υποκζςεισ του κεωριματοσ μζςθσ τιμισ, ικανοποιεί θ 

ςυνάρτθςθ f  ςτο διάςτθμα  1,5 . 

 

ΘΕΜΑ 61 

Δίνεται θ ςυνάρτθςθ                      [   ]. 

α) Να εξετάςετε αν θ ςυνάρτθςθ ικανοποιεί τισ υποκζςεισ του κεωριματοσ Rolle ςτο 

διάςτθμα [   ]. 

β) Να αποδείξετε ότι θ εξίςωςθ              ζχει μία, τουλάχιςτον, ρίηα ςτο 

διάςτθμα      . 

 

ΘΕΜΑ 62 

Δίνεται  θ ςυνάρτθςθ f με       {
                  

                
 

 

α) Να εξετάςετε αν θ ςυνάρτθςθ f είναι ςυνεχισ ςτο 0.  

β) Να εξετάςετε αν θ ςυνάρτθςθ f είναι παραγωγίςιμθ ςτο 0.  

γ) Να δικαιολογιςετε γιατί μποροφμε να εφαρμόςουμε το κεϊρθμα Rolle ςτο διάςτθμα 

[-1,1+ και να βρείτε ζνα τουλάχιςτον x0  (-1,1)  για το οποίο ιςχφει        = 0. 

  

 

 

 



 

ΘΕΜΑ 63 

Στο παρακάτω ςχιμα δίνονται οι γραφικζσ παραςτάςεισ 3 παραγωγίςιμων ςυναρτιςεων 

των  ,   και  , οι οποίεσ εφάπτονται του άξονα     ςτο ςθμείο του       . 

 

 

 

α) Να βρείτε το πεδίο οριςμοφ κάκε μίασ από τισ ςυναρτιςεισ  ,   και  .  

β) Να εξετάςετε για ποια ι ποιεσ από τισ παραπάνω ςυναρτιςεισ:  

i. Ιςχφουν οι προχποκζςεισ του κεωριματοσ Rolle ςτο πεδίο οριςμοφ τουσ. 

ii. Υπάρχει μία τουλάχιςτον ρίηα τθσ παραγϊγου τθσ.  



 

ΘΕΜΑ 64 

Η ςυνάρτθςθ     
2

2 1x t t t    (ςε m), για κάκε χρονικι ςτιγμι t  (ςε sec), κακορίηει τθ 

κζςθ ενόσ κινθτοφ Α, που κινικθκε πάνω ςτον άξονα x x  ςτο χρονικό διάςτθμα από 0  sec 

ζωσ 3  sec.  

α) i. Να βρείτε πότε το κινθτό Α είχε ταχφτθτα μθδζν. 

ii. Να βρείτε τα χρονικά διαςτιματα κατά τα οποία το κινθτό Α κινικθκε προσ τα 

δεξιά και αυτά που κινικθκε προσ τα αριςτερά. 

β) Να βρείτε το ςυνολικό διάςτθμα S  που διινυςε το κινθτό Α. 

γ) Να αποδείξετε ότι κατά τθ διάρκεια τθσ κίνθςθσ του κινθτοφ Α, από τθ χρονικι 

ςτιγμι 1 sec ζωσ τθ χρονικι ςτιγμι 
5

3
 sec, υπάρχει τουλάχιςτον μια χρονικι ςτιγμι 

κατά τθν οποία θ ςτιγμιαία ταχφτθτα του Α ιταν ίςθ με τθ μζςθ ταχφτθτα που είχε 

το Α ςτο διάςτθμα αυτό. 

 

 Μζχρι ςυνζπειεσ του Θ.Μ.Τ. 

ΘΕΜΑ 65 

Δίνεται θ ςυνάρτθςθ   3 1, .f x x x x     

α) Να αποδείξετε ότι θ ςυνάρτθςθ f  είναι γνθςίωσ αφξουςα.   

β) Να βρείτε το ςφνολο τιμϊν τθσ f .       

γ) Να βρείτε τθν εξίςωςθ τθσ εφαπτομζνθσ τθσ γραφικισ παράςταςθσ τθσ ςυνάρτθςθσ f , 

ςτο ςθμείο τθσ   1, 1f .     

ΘΕΜΑ 66 

Δίνεται θ ςυνάρτθςθ:                 ]  

α) Να αποδείξετε ότι θ      είναι γνθςίωσ φκίνουςα. 

β) Να αποδείξετε ότι θ   αντιςτρζφεται και να βρείτε το πεδίο οριςμοφ τθσ αντίςτροφθσ 

ςυνάρτθςθσ. 

γ) Να βρείτε τον τφπο τθσ αντίςτροφθσ ςυνάρτθςθσ       



ΘΕΜΑ 67 

Στο παρακάτω ςχιμα δίνεται θ γραφικι παράςταςθ τθσ παραγϊγου    μιασ πολυωνυμικισ 

ςυνάρτθςθσ   τρίτου βακμοφ θ οποία είναι οριςμζνθ ςτο κλειςτό διάςτθμα [   ]. 

α) Ποια είναι θ κλίςθ τθσ   ςτο     ; 

β) Να αποδείξετε ότι θ   είναι γνθςίωσ αφξουςα ςτο [   ]. 

      ςυγκρίνετε τουσ αρικμοφσ              . 

      υπολογίςετε το ολοκλιρωμα ∫         
 

 
. 

 

 

 

ΘΕΜΑ 68 

Δίνεται θ ςυνάρτθςθ 

                      

α) Να βρείτε τα διαςτιματα μονοτονίασ τθσ  .  

β) Να αποδείξετε ότι το ςφνολο τιμϊν τθσ   ςτο διάςτθμα [      είναι το διάςτθμα 

[      . 

γ) Να αποδείξετε ότι θ εξίςωςθ        ζχει μια ακριβϊσ πραγματικι ρίηα ςτο διάςτθμα 

[     . 

 



 

ΘΕΜΑ 69 

Δίνεται θ ςυνάρτθςθ             
 

       . 

α) Να αποδείξετε ότι θ ςυνάρτθςθ   είναι γνθςίωσ φκίνουςα ςτο πεδίο οριςμοφ τθσ. 

β) Να βρείτε το ςφνολο τιμϊν τθσ  . 

γ)  

i. Να αποδείξετε ότι θ   είναι “1 – 1”. 

ii. Να βρείτε τθν αντίςτροφθ τθσ ςυνάρτθςθσ  , τθν    . 

 

ΘΕΜΑ 70 

Δίνεται θ ςυνάρτθςθ    f(x) lnx 3x 2, x 0 .  

α) Να τθν μελετιςετε ωσ προσ τθ μονοτονία. 

β) i. Να βρείτε το ςφνολο τιμϊν τθσ ςυνάρτθςθσ. 

    ii. Να αιτιολογιςετε γιατί θ εξίςωςθ  f(x) 2023 0  ζχει κετικι λφςθ.   

 

ΘΕΜΑ 71 

Ζςτω  f : (1, )  μια παραγωγίςιμθ ςυνάρτθςθ ϊςτε για κάκε x 1να ιςχφει  

 
1

xf(x)f (x)
2

 και f(e) 1 . 

α) Να αποδείξετε ότι θ ςυνάρτθςθ   2g(x) f (x) lnx, x 1είναι ςτακερι και να βρείτε τον 

τφπο τθσ f.  

Ζςτω  f(x) lnx , x 1 . 

β) Να αποδείξετε ότι θ ευκεία που διζρχεται από τα ςθμεία A( e, 0)  και B(e, 1)  εφάπτεται 

ςτθ γραφικι παράςταςθ τθσ f ςτο Β.  

γ) Να αποδείξετε ότι για κάκε x 1  ιςχφει    


2 21 1
f (x 1) f (x)

x 1 x
. 

 

 

 

 

 



ΘΕΜΑ 72 

Ζςτω f :  μια γνθςίωσ μονότονθ ςυνάρτθςθ τθσ οποίασ θ γραφικι παράςταςθ τζμνει 

τον άξονα y y  ςτο ςθμείο με τεταγμζνθ 3 και διζρχεται από το ςθμείο A(1, ln2) .  

α) Να βρείτε τθ μονοτονία τθσ. 

β) Να αποδείξετε ότι για οποιοδιποτε κετικό αρικμό α ιςχφει  

f(αlnα) f(lnα)   

γ) Να λφςετε τθν εξίςωςθ    x 1f e lnx ln2 . 

δ) Θεωροφμε τθ ςυνάρτθςθ     g(x) f(x) (3 ln2)x 3, x . Να αιτιολογιςετε γιατί θ 

ςυνάρτθςθ g  δεν αντιςτρζφεται.  

 

ΘΕΜΑ 73 

Δίνεται θ ςυνάρτθςθ  2( ) ln 1f x x x   , x . 

α) Να αποδειχκεί ότι για κάκε x  είναι 
2

1
( )

1
f x

x
  


. 

β) Αφοφ πρϊτα δικαιολογιςετε ότι θ ςυνάρτθςθ f  αντιςτρζφεται, να αποδειχκεί ότι το  

πεδίο οριςμοφ τθσ αντίςτροφθσ είναι το . 

γ) Να λυκεί θ ανίςωςθ   1 ,  f x f x x x    . 

 

ΘΕΜΑ 74 

Δίνονται οι ςυναρτιςεισ: 

    2 1 , f x x x x     και 

    lng x x ,  0,x  . 

Αν γνωρίηουμε ότι θ γραφικι παράςταςθ τθσ f  βρίςκεται πάνω από τον άξονα x x  για 

κάκε x , τότε: 

α) Να προςδιορίςετε τθ ςυνάρτθςθ h g f . 

β) Να αποδείξετε ότι: 

iii. θ ςυνάρτθςθ h  είναι περιττι.               

iv. θ ςυνάρτθςθ h  είναι “1-1”.               

γ) Να λυκεί θ εξίςωςθ  
1

1 ln 0, 0h x h x
x

 
    

 
. 



 

ΘΕΜΑ 75 

Δίνεται ςυνεχισ ςυνάρτθςθ f     →   για τθν οποία ιςχφουν : 

   (x) - 5 =    για κάκε x    

        

α) Να αποδείξετε ότι : 

i. f(x)  0 για κάκε x    .  

ii. f(x) = √               x   .  

β  Δίνεται θ ςυνάρτθςθ g με g(x) =   – ςυνx, με x   . Nα αποδείξετε ότι: 

i. Η ςυνάρτθςθ g είναι γνθςίωσ φκίνουςα ςτο διάςτθμα (-   ] και γνθςίωσ αφξουςα 

ςτο διάςτθμα *0,       

ii. Η εξίςωςθ   (x)  = 5 + ςυνx ζχει ακριβϊσ δυο ρίηεσ, αντίκετεσ μεταξφ τουσ, οι οποίεσ 

ανικουν ςτο διάςτθμα (-π,π). 

ΘΕΜΑ 76 

Δίνεται θ ςυνάρτθςθ f με                      , x(0, +) 

α) Να αποδείξετε ότι θ γραφικι παράςταςθ τθσ   τζμνει τον άξονα x’x ςε ζνα τουλάχιςτον 

ςθμείο με τετμθμζνθ x0 ςτο διάςτθμα (1,2). 

β) Να βρείτε τθν παράγωγο ςυνάρτθςθ    (Μον. 3) και να αποδείξετε ότι υπάρχει μοναδικό 

ςθμείο τθσ γραφικισ παράςταςθσ τθσ   ςτο οποίο θ εφαπτομζνθ τθσ είναι οριηόντια. 

γ) Ζνασ μακθτισ ςχεδίαςε ςε ζνα λογιςμικό τθ γραφικι παράςταςθ τθσ   και διαπίςτωςε 

ότι θ γραφικι τθσ παράςταςθ τζμνει τον x’x ςτο ςθμείο x0 του α) ερωτιματοσ αλλά και ςε 

ζνα ακόμθ ςθμείο. Βοθκιςτε το μακθτι να αποδείξει ότι πράγματι θ     τζμνει τον άξονα 

x’x ςε δφο ακριβϊσ ςθμεία. 

ΘΕΜΑ 77 

Δίνεται θ ςυνάρτθςθ   2f x x x   για κάκε x . 

α) Να αποδείξετε ότι θ ςυνάρτθςθ f  αντιςτρζφεται. 

β) i. Να βρείτε τθν εξίςωςθ εφαπτομζνθσ τθσ fC  ςτο ςθμείο τθσ , 1
2




 
  
 

.               

ii. Να δείξετε ότι θ ευκεία 2 1y x   εφάπτεται τθσ  fC  ςε άπειρα ςθμεία.  

γ)  Να δείξετε ότι:   i.   3f x    για κάκε x .  

                          ii.     3f f      , για κάκε ,    με   . 



 

ΘΕΜΑ 78 

Δίνεται θ ςυνάρτθςθ f : (0, 1)  ( 1,   )      με   f(x) = 
 

   
 . 

α) Να βρείτε τα όρια :             ,             ,               και                 

β) i. Να μελετιςετε τθν f ωσ προσ τθ μονοτονία και τα ακρότατα.  

ii.  Να βρείτε το ςφνολο τιμϊν τθσ f.  

γ)  Δίνεται θ εξίςωςθ     =    (1) με x >0. Να αποδείξετε ότι θ (1) είναι ιςοδφναμθ με τθν 

εξίςωςθ f(x) = α και να βρείτε το πλικοσ των λφςεων τθσ εξίςωςθσ αυτισ, για τισ διάφορεσ 

τιμζσ του πραγματικοφ αρικμοφ α.  

ΘΕΜΑ 79 

Δίνονται οι ςυναρτιςεισ       με      {
      

          
  και  

           με      =   
 

 
          

α) Να μελετιςετε ωσ προσ τθ μονοτονία: 

i. τθ ςυνάρτθςθ    και να αποδείξετε ότι         για κάκε    .  

ii. τθ ςυνάρτθςθ    και να βρείτε το ςφνολο τιμϊν τθσ.  

β) Να δικαιολογιςετε γιατί θ γραφικι παράςταςθ τθσ   βρίςκεται πάνω από τθ γραφικι 

παράςταςθ τθσ   για κάκε    . (Μονάδεσ 04) 

γ) Δίνεται ο ιςχυριςμόσ:  

«Αν           κοντά ςτο   , τότε και        
     >        

    .» 

Να εξετάςετε αν είναι αλθκισ ι ψευδισ ο παραπάνω ιςχυριςμόσ  και να δικαιολογιςετε 

τθν απάντθςι ςασ. 

ΘΕΜΑ 80 

Ζςτω θ ςυνάρτθςθ  : 0,g    με   ln
e

g x x
x

  . 

α) Να μελετιςετε τθ ςυνάρτθςθ g  ωσ προσ τθ μονοτονία.  

β) Να αποδείξετε ότι θ εξίςωςθ  1 lne x x x   ζχει ακριβϊσ μία λφςθ τθν 1x  . 

γ) Δίνεται θ ςυνάρτθςθ  
2

ln

x x
f x

e x x ex




 
. 

i. Να βρείτε το πεδίο οριςμοφ τθσ ςυνάρτθςθσ f . 

ii. Να δείξετε ότι  
1

lim
x

f x


 . 



 

ΘΕΜΑ 81 

α) Να αποδείξετε ότι θ εξίςωςθ                      ζχει μοναδικι ρίηα τθν    . 

β) Ζνα κινθτό   ξεκινά από το ςθμείο        και κινείται κατά μικοσ τθσ καμπφλθσ 

         ζτςι ϊςτε θ τετμθμζνθ του να αυξάνεται με ρυκμό        . 

 

i. Να αποδείξετε ότι το εμβαδόν   του τριγϊνου    , όπου 

                         είναι      
 

 
       . 

ii. Να βρείτε τθ κζςθ του κινθτοφ, τθ χρονικι ςτιγμι   , κατά τθν οποία ο ρυκμόσ 

μεταβολισ του εμβαδοφ   είναι           . 

ΘΕΜΑ 82 

Θεωροφμε τισ ςυναρτιςεισ              
 

 
       και                  . 

α) Να αποδείξετε ότι θ   ζχει μοναδικι ρίηα τθν    . 

β) Ζςτω     θ εφαπτομζνθ τθσ γραφικισ παράςταςθσ τθσ   ςτο ςθμείο          . Να 

εξετάςετε αν υπάρχει ςθμείο τθσ γραφικισ παράςταςθσ τθσ   ςτο  οποίο θ εφαπτομζνθ να 

είναι παράλλθλθ τθσ    . 

γ) Υποκζτουμε ότι           για κάκε    . Ζνα ςθμείο        κινείται με ςτακερι 

ταχφτθτα          πάνω ςτον κετικό θμιάξονα, προσ τα δεξιά. Θεωροφμε τα ςθμεία 

 (       )           . Να βρεκεί ο ρυκμόσ μεταβολισ του εμβαδοφ του τριγϊνου     

τθ χρονικι ςτιγμι που το     βρίςκεται ςτθ κζςθ        . 



 

ΘΕΜΑ 83 

Ζνα γαλλικό μπιλιάρδο ζχει μικοσ 3,1  μζτρα και πλάτοσ 1,7  μζτρα. Ζνασ παίκτθσ χτυπάει 

τθν άςπρθ μπάλα με τζτοιο τρόπο ϊςτε αυτι να χτυπιςει πρϊτα ςτο ςθμείο Α, μετά να 

κινθκεί ευκφγραμμα μζχρι το ςθμείο Β και από εκεί να ςυνεχίςει ευκφγραμμα μζχρι το 

ςθμείο Γ, όπωσ φαίνεται ςτο παρακάτω ςχιμα. Δίνονται τα μικθ x , 1,7 , 

1,5  ,   και L  που εκφράηονται ςε μζτρα.  

 
 

α) Να αποδείξετε ότι    
22 22,25 1,7L L x x x       , 

17
0,

10
x

 
 
 

. 

β) Δίνεται ακόμθ ότι το L  γίνεται ελάχιςτο μόνο όταν το Β απζχει 1,02  μζτρα από το Δ. 

i. Αν  
 

 

22

22 2

1,7

2,25 1,7

xx
L x

x x 


  

  
, 

17
0,

10
x

 
 
 

 να δείξετε ότι 1  . 

ii. Αν   0L x   για κάκε 
17

0,
10

x
 

 
 

, να υπολογίςετε το όριο 
 1,02

1
lim
x L x 

, εφόςον 

υπάρχει.  

 

 

 

 



 Μζχρι τοπικά ακρότατα ςυνάρτθςθσ 

ΘΕΜΑ 84 

 

Δίνεται θ ςυνάρτθςθ   2f(x) x 2x, x . 

α) Να βρείτε δυο διαφορετικοφσ αρικμοφσ α, β ϊςτε f(α) f(β) . Κατόπιν να αιτιολογιςετε 

γιατί θ ςυνάρτθςθ f δεν αντιςτρζφεται.  

β) Να μελετιςετε τθ ςυνάρτθςθ, με τθ βοικεια τθσ παραγϊγου ι με οποιονδιποτε άλλο 

τρόπο, ωσ προσ τθ μονοτονία και τα ακρότατα. 

γ) Να ςχεδιάςετε τθ γραφικι παράςταςθ fC τθσ f.  

 

ΘΕΜΑ 85 

Δίνεται θ ςυνάρτθςθ    f(x) x(lnx 1) 1, x 0 . 

α) Να τθν μελετιςετε ωσ προσ τθ μονοτονία και τα ακρότατα.  

β) Να λφςετε τθν εξίςωςθ  xlnx 1 x . 

 

ΘΕΜΑ 86 

Δίνεται θ ςυνάρτθςθ 
 

 


3

ln(x 1), x 0
f(x)

x , x 0
. 

α) Να εξετάςετε αν είναι ςυνεχισ ςτο ox 0 . 

β) Να αποδείξετε ότι θ f είναι γνθςίωσ αφξουςα ςτο .  

 

ΘΕΜΑ 87 

Δίνεται θ ςυνάρτθςθ                [   ]. 

α) Να βρείτε τα κρίςιμα ςθμεία τθσ ςυνάρτθςθσ. 

β) Να βρείτε τα ολικά ακρότατα τθσ ςυνάρτθςθσ. 

 

 

 

 

 



ΘΕΜΑ 88 

Στο παρακάτω ςχιμα δίνεται θ γραφικι παράςταςθ τθσ παραγϊγου    μιασ πολυωνυμικισ 

ςυνάρτθςθσ   τρίτου βακμοφ θ οποία είναι οριςμζνθ ςτο κλειςτό διάςτθμα [   ]. 

α) Ποιεσ είναι οι ρίηεσ τθσ εξίςωςθσ        ; 

β) Να αποδείξετε ότι θ   είναι γνθςίωσ φκίνουςα ςτο [   ] και γνθςίωσ αφξουςα ςτο [   ]. 

γ) Να βρείτε το είδοσ ακροτάτου που παρουςιάηει θ   ςτο     . Να αιτιολογιςετε τθν 

απάντθςι ςασ.  

 

ΘΕΜΑ 89 

Δίνεται θ ςυνάρτθςθ ( ) lnf x x  και το ςθμείο (0,2) . Αν ( ,ln )x x  με 0x   τυχαίο 

ςθμείο τθσ 
fC και ( ,ln )x x   με 0x   το ςθμείο εκείνο τθσ 

fC  που απζχει τθν ελάχιςτθ 

απόςταςθ από το ςθμείο  , να αποδείξετε ότι:  

α) θ απόςταςθ   ςυναρτιςει του 0x   είναι 2 2( ) ln 4ln 4d x x x x    . 

β) 2 ln 2 0x x    . 

γ) θ εφαπτομζνθ τθσ fC  ςτο Μ  

i. είναι κάκετθ ςτθν ΑΜ. 

ii. τζμνει τον άξονα xx΄  ςτο ςθμείο 3( ,0)o ox x . 

 

 



ΘΕΜΑ 90 

Στο παρακάτω ςχιμα δίνονται οι γραφικζσ παραςτάςεισ  1C , 2C  , 3C  τριϊν ςυναρτιςεων 

f , f ΄  και F  , όπου F μία αρχικι τθσ  f   ςτο   .  Με δεδομζνο ότι θ γραφικι 

παράςταςθ  τθσ ςυνάρτθςθσ f  είναι θ 2C ,  

 

α)  

i. Να μεταφζρετε τον παρακάτω πίνακα ςτθν κόλλα ςασ και να τον ςυμπλθρϊςετε με το 

πρόςθμο τθσ f  κακϊσ και τθν μονοτονία τθσ F .  

x                  1x            0             2x                      

F΄ f                         0              0                0         

F   

ii. να βρείτε το πλικοσ κακϊσ και το είδοσ των τοπικϊν ακροτάτων τθσ F .  

β) να δικαιολογιςετε γιατί οι γραφικζσ παραςτάςεισ  1C , 3C  με τθν ςειρά που δίνονται 

αντιςτοιχοφν ςτισ ςυναρτιςεισ  f ΄   και F . 

 

 



ΘΕΜΑ 91 

Θεωροφμε ςυνάρτθςθ        δφο φορζσ παραγωγίςιμθ ςτο  R  και ςτο παρακάτω ςχιμα 

δίνεται θ γραφικι παράςταςθ τθσ παραγϊγου ςυνάρτθςθσ      .  

 

 

 

 

 

 

Γνωρίηουμε ότι: 

                               ,  

 τα      είναι οι τετμθμζνεσ των μοναδικϊν δφο ςθμείων ςτα οποία τζμνει τον 

άξονα     θ γραφικι παράςταςθ τθσ παραγϊγου ςυνάρτθςθσ      .  

               . 

 θ γραφικι παράςταςθ τθσ       παρουςιάηει ολικό ακρότατο ςτθ κζςθ   . 

α) Να μελετθκεί ωσ προσ τθ μονοτονία και τα τοπικά ακρότατα θ     . 

β) Να αποδείξετε ότι θ εξίςωςθ        ζχει τρεισ ακριβϊσ πραγματικζσ ρίηεσ. 

γ) Να αποδείξετε ότι για κάκε    , ιςχφει              . 

 

ΘΕΜΑ 92 

Ζςτω f:  μια  παραγωγίςιμθ ςυνάρτθςθ για τθν οποία  f(0) 1 και για κάκε x 

ιςχφει     2f(x) 2x f (x) x  

α) Να αποδείξετε ότι αν   2g(x) f(x) x , τότε ιςχφει 

i.  g (x) g(x)  για κάκε x   

ii.   x 2f(x) e x , x    

β) Να αποδείξετε ότι  

i. Υπάρχει μοναδικό ςθμείο  o o oM(x , f(x )), x ( 1, 0)  ςτο οποίο θ εφαπτομζνθ τθσ fC

είναι οριηόντια.  

ii. H f παρουςιάηει ελάχιςτο ςτο ox  και για τθν ελάχιςτθ τιμι m τθσ ςυνάρτθςθσ ιςχφει

  1e m 2 . 

 

𝒙𝟎 α 
β 

2 

𝑶 

𝑪𝒇  



ΘΕΜΑ 93 

Θεωροφμε ορκογϊνιο τρίγωνο με άκροιςμα κακζτων  πλευρϊν ίςο με  . Αν θ μία κάκετθ 

πλευρά του ζχει μικοσ   , τότε:  

α) Να βρείτε τθν ςυνάρτθςθ που εκφράηει το εμβαδόν του τριγϊνου ςυναρτιςει  του     και  

να τθν εξετάςετε ωσ προσ τα ακρότατα.     

β) Να βρείτε τθν ςυνάρτθςθ που εκφράηει τθν υποτείνουςα του τριγϊνου ςυναρτιςει του   

και να τθν εξετάςετε ωσ προσ τα ακρότατα.  

γ) Να αποδείξετε ότι θ μζγιςτθ τιμι του φψουσ   που αντιςτοιχεί ςτθν υποτείνουςα του 

τριγϊνου είναι ίςθ με 
4

2
, όταν    

2

1
.                             

δ) Αν    θ οξεία γωνία που βρίςκεται απζναντι από τθν πλευρά  , να βρείτε το ρυκμό 

μεταβολισ τθσ   τθ χρονικι ςτιγμι    κατά τθν οποία        
2

1
, δεδομζνου ότι θ πλευρά 

  αυξάνεται με ςτακερό ρυκμό          .   

 

ΘΕΜΑ 94 

Δίνεται θ ςυνάρτθςθ              με τφπο             και θ ευκεία      . 

Γνωρίηουμε ότι θ απόςταςθ ενόσ ςθμείου          τθσ γραφικισ παράςταςθσ τθσ 

ςυνάρτθςθσ   από τθν ευκεία  , είναι        √           . 

α) Να αποδείξετε ότι θ απόςταςθ του ςθμείου          τθσ γραφικισ παράςταςθσ τθσ 

ςυνάρτθςθσ   από τθν ευκεία      , είναι        √             

β)  

i. Να βρείτε το ςθμείο τθσ   , το οποίο απζχει τθν ελάχιςτθ απόςταςθ από τθν ευκεία 

 . 

ii. Να βρείτε τθν ελάχιςτθ απόςταςθ. 

γ) Να βρείτε το ςθμείο τθσ    ςτο οποίο θ εφαπτομζνθ τθσ είναι παράλλθλθ με τθν ευκεία 

    και ςτθ ςυνζχεια να βρείτε τθν εξίςωςθ τθσ εφαπτομζνθσ.  

 

 

 

 



ΘΕΜΑ 95 

Με ςυρματόπλεγμα μικουσ 400 μζτρων, ζχουμε περιφράξει μια περιοχι ςχιματοσ 

ορκογωνίου, από τισ τρείσ πλευρζσ τθσ, όπωσ φαίνεται ςτο παρακάτω ςχιμα. Η τζταρτθ 

πλευρά, με μικοσ x  μζτρα, είναι  ευκυγραμμιςμζνθ κατά μικοσ τθσ όχκθσ ενόσ ποταμοφ.  

α) Να αποδείξετε ότι το εμβαδό τθσ περιφραγμζνθσ περιοχισ ςυναρτιςει του μικουσ x , 

δίνεται από τον τφπο: 21
( ) 200

2
x x x    με 0 400x  .              

β) Να υπολογίςετε τθν τιμι του x , για τθν οποία το εμβαδό ( )x τθσ περιφραγμζνθσ 

περιοχισ γίνεται μζγιςτο.                                                                            

γ) Να υπολογίςετε τθ μζγιςτθ τιμι του εμβαδοφ ( )x  τθσ περιφραγμζνθσ περιοχισ.   

δ) Ο Ιάςωνασ ιςχυρίηεται  ότι υπάρχει μοναδικι τιμι του x , που ανικει ςτο διάςτθμα (0, 

200) για τθν οποία το εμβαδό τθσ περιφραγμζνθσ περιοχισ, ιςοφται με 300∙π τετραγωνικά 

μζτρα. Είναι αλθκισ ι ψευδισ ο ιςχυριςμόσ του Ιάςωνα; Να αιτιολογιςετε τθν απάντθςι 

ςασ. 

 

ΘΕΜΑ 96 

Ζνασ αγρότθσ κζλει να περιφράξει ςε ζνα χωράφι μια περιοχι ςχιματοσ ορκογωνίου με 

μεταβλθτζσ διαςτάςεισ     ϊςτε να ζχει εμβαδόν       . Η μία πλευρά τθσ περιοχισ, 

μικουσ  , κα είναι πζτρινθ, ενϊ για τισ υπόλοιπεσ πλευρζσ κα χρθςιμοποιιςει ςυρμάτινο 

φράχτθ. Αν το κόςτοσ περίφραξθσ για τθν πζτρινθ πλευρά είναι   ευρϊ ανά   και για τον 

ςυρμάτινο φράχτθ είναι   ευρϊ ανά  , τότε: 

α) Να αποδείξετε ότι το ςυνολικό κόςτοσ τθσ περίφραξθσ, ςυναρτιςει του  , είναι: 

        
    

 
     

β) Να βρείτε ποιεσ κα πρζπει να είναι οι διαςτάςεισ του κτιματοσ ϊςτε το ςυνολικό κόςτοσ 

περίφραξθσ να είναι ελάχιςτο, και να προςδιορίςετε τθν ελάχιςτθ τιμι του.  

γ) Να αποδείξετε ότι ο ρυκμόσ μεταβολισ του κόςτουσ αυξάνεται για κάκε    . 



ΘΕΜΑ 97 

Στο παρακάτω ςχιμα δίνεται θ γραφικι παράςταςθ τθσ παραγϊγου    μιασ πολυωνυμικισ 

ςυνάρτθςθσ   τρίτου βακμοφ. 

α) Με τθ βοικεια του ςχιματοσ, να μελετιςετε τθ ςυνάρτθςθ   ωσ προσ τθ μονοτονία. 

β) Αν θ γραφικι παράςταςθ τθσ   διζρχεται από τα ςθμεία         και       , τότε να 

βρείτε τα ακρότατα τθσ  .  

γ) Να προςδιορίςετε τον τφπο τθσ  .  

δ) Να βρείτε το πλικοσ ριηϊν τθσ εξίςωςθσ           , ςτο διάςτθμα      .  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



ΘΕΜΑ 98 

Δίνεται θ ςυνάρτθςθ              και τα ςθμεία                  . 

α)   

i. Να βρείτε ςθμείο           τζτοιο, ϊςτε θ εφαπτομζνθ να είναι παράλλθλθ προσ 

τθν ευκεία   . 

ii. Να βρείτε τθν εξίςωςθ τθσ εφαπτομζνθσ ςτο   . 

β) Ζςτω      
 

 
               θ ςυνάρτθςθ που εκφράηει το εμβαδόν του 

τριγϊνου    , όπου    ζνα τυχαίο ςθμείο τθσ γραφικισ παράςταςθσ τθσ  . Να 

αποδείξετε ότι το εμβαδόν του τριγϊνου γίνεται ελάχιςτο όταν το ςθμείο   ταυτίηεται με 

το    του α) ερωτιματοσ.  

 

γ) Να αποδείξετε ότι υπάρχει μοναδικό ςθμείο    τθσ    με τετμθμζνθ          τζτοιο, 

ϊςτε το τρίγωνο      να είναι ορκογϊνιο ςτθν κορυφι  . 

 

 

 

 

 



ΘΕΜΑ 99 

Ζςτω       μία παραγωγίςιμθ ςυνάρτθςθ. Η γραφικι παράςταςθ   τθσ παραγϊγου    , 

είναι οι δφο θμιευκείεσ που φαίνονται ςτο παρακάτω ςχιμα. Αυτζσ ζχουν κοινι αρχι το 

ςθμείο          και διζρχονται θ μία από το ςθμείο         και θ άλλθ από το         . 

α) Να βρείτε τα ςθμεία τομισ τθσ   με τον άξονα    .                                                 

β) Να μελετιςετε τθ ςυνάρτθςθ   ωσ προσ τθ μονοτονία.                                          

γ) Να προςδιορίςετε τισ κζςεισ και το είδοσ των τοπικϊν ακροτάτων τθσ  .             

δ) Ζςτω ότι θ γραφικι παράςταςθ τθσ   διζρχεται από το ςθμείο       . Να αποδείξετε ότι 

θ ευκεία     εφάπτεται τθσ γραφικισ παράςταςθσ τθσ  .                                         

 

 

 

 

 

 

 

 



ΘΕΜΑ 100 

Ζνασ άνδρασ βρίςκεται ςτο ςθμείο Α μια κυκλικισ λίμνθσ ακτίνασ      και κζλει να φτάςει 

ςτο ςθμείο Β τθσ λίμνθσ ϊςτε θ    να είναι διάμετροσ του κφκλου. Θζλει να τα καταφζρει 

ςυνδυάηοντασ δφο είδθ κινιςεων: να κωπθλατιςει αρχικά με βάρκα κατά μικοσ του 

ευκυγράμμου τμιματοσ    ζχοντασ ταχφτθτα        και ςτθ ςυνζχεια τρζχοντασ πάνω 

ςτθν κυκλικι περιφζρεια κατά μικοσ του τόξου    με ταχφτθτα       . 

 Ζςτω ότι θ μεταβλθτι γωνία   ̂  είναι      . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

α) Να αποδείξετε ότι            και ότι ο ςυνολικόσ χρόνοσ που κα χρειαςτεί ο άνδρασ 

για να κάνει τθ μετάβαςθ από το Α ςτο Β είναι      
 

 
          ,     

 

 
. 

β) Να βρείτε τθν τιμι τθσ γωνίασ   για τθν οποία ο ςυνολικόσ χρόνοσ μετάβαςθσ γίνεται 

μζγιςτοσ. 

γ) Να αποδείξετε ότι ςφνολο τιμϊν τθσ ςυνάρτθςθσ      είναι  ((  
 

 
))  (

 

 
 
   √ 

  
+. 

Δίνονται: το μικοσ   ενόσ τόξου που αντιςτοιχεί ςε επίκεντρθ γωνία       ςε κφκλο ακτίνασ 

 , είναι       και ότι (απόςταςθ) = (χρόνοσ) x (ταχφτθτα). 

 

 

 

 

 



ΘΕΜΑ 101 

Θζλουμε να καταςκευάςουμε ζνα παράκυρο ςε μια εκκλθςία, το οποίο να αποτελείται από 

ζναν θμικυκλικό δίςκο και από ζνα ορκογϊνιο, όπωσ δείχνει το παρακάτω ςχιμα. Η 

ςυνολικι περίμετροσ του παρακφρου κζλουμε να είναι ςτακερι ίςθ με    , αλλά το 

ςυνολικό εμβαδό του παρακφρου να είναι το μεγαλφτερο δυνατό. Ζςτω ότι θ ακτίνα του 

θμικυκλίου είναι           και το φψοσ του ορκογωνίου είναι         . Ονομάηουμε 

     το ςυνολικό εμβαδόν του παρακφρου. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

α) Να αποδείξετε ότι    
   

 
     και       

   

 
      , με   (  

 

   
). 

β) Να βρείτε τθν μζγιςτθ τιμι του ςυνολικοφ εμβαδοφ του παρακφρου. 

γ) Ονομάηουμε    τθν τιμι του   που μεγιςτοποιεί το εμβαδόν      και       το μζγιςτο 

εμβαδό. Να υπολογίςετε το        

        

          
. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

ΘΕΜΑ 102 

Δίνεται θ ςυνάρτθςθ  : 96,96g    με   96 96
x x

g x e e


  .  

α) Να μελετιςετε τθ ςυνάρτθςθ g  ωσ προσ τθ μονοτονία και τα ακρότατα. 

β) Αν  και      2 96f x g g x    ,  96,96x   τότε:   

i. Να αποδείξετε ότι   0f x  , για κάκε  96,96x  . 

ii. Να προςδιορίςετε τον αρικμό   όταν επιπλζον, είναι γνωςτό ότι θ γραφικι 

παράςταςθ τθσ ςυνάρτθςθσ f , όπωσ φαίνεται ςτο παρακάτω ςχιμα, παριςτάνει τθν 

αψίδα του Σεντ Λοφισ θ οποία ζχει τθν ιδιότθτα το πλάτοσ τθσ να ιςοφται με το φψοσ 

τθσ. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

0 



 

ΘΕΜΑ 103 

 

Στο παρακάτω ςχιμα δίνεται θ γραφικι παράςταςθ μιασ ςυνεχοφσ ςυνάρτθςθσ   ςτο  

διάςτθμα *-3,2+ θ οποία παρουςιάηει μζγιςτο ςτο 0 το 3 και τζμνει τον άξονα x’x ςτα ςθμεία 

Α και Β. Ζςτω   θ ςυνάρτθςθ με            ,   [    ]. 

α) Να αποδείξετε ότι:  

i. Η ςυνάρτθςθ   είναι ςυνεχισ ςτο *-3,2].  

ii. Η εξίςωςθ        ζχει μία τουλάχιςτον ρίηα.  

β) Αν θ ςυνάρτθςθ   είναι παραγωγίςιμθ ςτο (-1,2), να αποδείξετε ότι θ εφαπτομζνθ 

ευκεία τθσ γραφικισ παράςταςθσ τθσ ςυνάρτθςθσ  , ςτο ςθμείο που θ   παρουςιάηει 

μζγιςτο, ζχει εξίςωςθ       .  

  

 

 

 

 



 

ΘΕΜΑ 104 

 

Σε ορκοκανονικό ςφςτθμα ςυντεταγμζνων με αρχι των αξόνων το  O(0,0), δίνεται το ςθμείο 

(1,1) . Μια ευκεία (ε) που διζρχεται από το Μ  τζμνει τουσ κετικοφσ θμιάξονεσ x  και y  

ςτα ςθμεία ( ,0), 0x x   και (0, ), 0y y   αντιςτοίχωσ, όπωσ φαίνεται και ςτο παρακάτω 

ςχιμα.  

α) Για x   (1, + ) να αποδείξετε ότι το εμβαδόν του τριγϊνου ΟΑΒ ςυναρτιςει του x  

δίνεται από τον τφπο: 
2

( )
2( 1)

x
x

x
 


. 

β) Να αποδείξετε ότι για 2x   το εμβαδό του τριγϊνου ΟΑΒ παίρνει τθν ελάχιςτθ τιμι, θ 

οποία και να βρεκεί .                                                                              

γ) Να βρείτε τθν εφαπτομζνθ (η) τθσ γραφικισ παράςταςθσ τθσ  , ςτο ςθμείο  (3, (3))  και 

τα ςθμεία ,   ςτα οποία αυτι τζμνει τουσ άξονεσ 'x x  και 'y y  αντίςτοιχα.  

δ)  Ζνα ςθμείο ( , )x y  κινείται πάνω ςτθν ευκεία (η), και θ τεταγμζνθ του αυξάνεται με 

ρυκμό μεταβολισ  3 μονάδεσ/sec.  Να  βρείτε το ρυκμό μεταβολισ τθσ τετμθμζνθσ του.  

 

 

 

 

 



ΘΕΜΑ 105 

 

Μία βιοτεχνία που ράβει ροφχα πρόκειται να ετοιμάςει μία παραγγελία για 600 παντελόνια 

ςε μία θμζρα. Για το λόγο αυτό κα απαςχολιςει ράφτεσ (άνδρεσ και γυναίκεσ), από το 

εργατικό δυναμικό τθσ, που ράβουν 6 παντελόνια τθν ϊρα και κα αμείβονται με 12 ευρϊ 

τθν ϊρα. Για τον ςυντονιςμό και τθν εποπτεία των ραφτϊν, οι ιδιοκτιτεσ τθσ βιοτεχνίασ κα 

απαςχολιςουν και μία από τισ γυναίκεσ μόδιςτρουσ τθσ βιοτεχνίασ ωσ επιςτάτρια, τθν 

οποία κα πλθρϊνουν 20 ευρϊ τθν ϊρα. Επιπλζον οι ιδιοκτιτεσ τθσ βιοτεχνίασ κα 

πλθρϊνουν αςφαλιςτικζσ ειςφορζσ, 20 ευρϊ τθν θμζρα για κάκε εργαηόμενο, 

ςυμπεριλαμβανομζνθσ και τθσ γυναίκασ επιςτάτριασ.  Αν x  είναι ο αρικμόσ των ραφτϊν 

(άνδρεσ και γυναίκεσ) που κα απαςχολιςει θ βιοτεχνία για τθν διεκπεραίωςθ τθσ 

παραγγελίασ τότε: 

α) Να αποδείξετε ότι το ςυνολικό κόςτοσ για τθν εκτζλεςθ τθσ παραγγελίασ είναι:

2000
( ) 20 1220x x

x
     ευρϊ με 0x  .  

β) Να αποδείξετε ότι αν οι ιδιοκτιτεσ τθσ βιοτεχνίασ απαςχολιςουν για τθν εν λόγω 

παραγγελία, 10 ράφτεσ, θ παραγγελία αυτι κα εκτελεςτεί με το ελάχιςτο κόςτοσ.  

γ) Να βρείτε το ελάχιςτο κόςτοσ.   

δ) Πόςεσ ϊρεσ κα απαςχολθκοφν οι ράφτεσ, πζραν του οκταϊρου (υπερωρία), ϊςτε θ 

παραγγελία να εκτελεςτεί με το ελάχιςτο κόςτοσ;                                                  

 

 Μζχρι κυρτότθτα – ςθμεία καμπισ 

 

ΘΕΜΑ 106  

Δίνεται θ ςυνάρτθςθ    4 2f(x) x 3x 8, x . 

α) Να τθν μελετιςετε ωσ προσ τθν κυρτότθτα.  

β) Ζςτω (ε) θ εφαπτομζνθ τθσ γραφικισ παράςταςθσ fC  τθσ f ςτο ςθμείο A(1, f(1)) . 

i. Να βρείτε τθν εξίςωςθ τθσ ευκείασ (ε). 

ii. Να αποδείξετε ότι δεν υπάρχει ςθμείο τθσ fC , διαφορετικό από το Α, ςτο οποίο θ 

εφαπτομζνθ τθσ είναι παράλλθλθ ςτθν (ε). 



ΘΕΜΑ 107 

Στο παρακάτω ςχιμα δίνεται θ γραφικι παράςταςθ τθσ παραγϊγου    μιασ πολυωνυμικισ 

ςυνάρτθςθσ   τρίτου βακμοφ θ οποία είναι οριςμζνθ ςτο κλειςτό διάςτθμα [    ]. 

α) Αν θ κορυφι τθσ παραβολισ τθσ γραφικισ παράςταςθσ τθσ παραγϊγου    είναι το 

ςθμείο        , με τθ βοικεια του ςχιματοσ να αποδείξετε ότι θ   είναι κοίλθ ςτο [    ] 

και κυρτι ςτο [   ].  

β) Ποια είναι θ κλίςθ τθσ   ςτο     ; 

γ) Αν επιπλζον ιςχφει ότι 3        , να βρείτε τθν εξίςωςθ τθσ εφαπτομζνθσ τθσ 

γραφικισ παράςταςθσ τθσ ςυνάρτθςθσ   ςτο ςθμείο τθσ με τετμθμζνθ      .  

 

ΘΕΜΑ 108 

Δίνεται θ ςυνάρτθςθ 3 2( ) 2 15 24f x x x x   , x .      

α) Να βρείτε τθν πρϊτθ και δεφτερθ παράγωγο τθσ ςυνάρτθςθσ f  και να λφςετε τισ 

εξιςϊςεισ: '( ) 0f x   και ''( ) 0f x  . 

β) Να μελετιςετε τθ ςυνάρτθςθ f  ωσ προσ τθ μονοτονία και τα ακρότατα. 

γ) Να μελετιςετε τθ ςυνάρτθςθ f  ωσ προσ τθν κυρτότθτα και να βρείτε τισ κζςεισ των 

ςθμείων καμπισ. 



ΘΕΜΑ 109 

Στο παρακάτω ςχιμα φαίνεται θ γραφικι παράςταςθ τθσ παραγϊγου μιασ ςυνάρτθςθσ 

 : 1,1f    και θ ευκεία 2y  . Αν θ γραφικι παράςταςθ τθσ f   διζρχεται από τα ςθμεία 

   1,1 , 1,1    και  0,2  τότε με βάςθ το παρακάτω ςχιμα: 

 

α) Να εξθγιςετε γιατί ιςχφει:  1 2f x  , για κάκε  1,1x  . 

β) Να μελετιςετε τθ ςυνάρτθςθ f  ωσ προσ τθ μονοτονία. 

γ) Να μελετιςετε τθ ςυνάρτθςθ f  ωσ προσ τα κοίλα και τα ςθμεία καμπισ. 

 

ΘΕΜΑ 110 

Δίνεται  θ ςυνάρτθςθ f με f(x) = ln(1 +      

α) Να μελετιςετε τθ ςυνάρτθςθ f ωσ προσ τθ μονοτονία και τα ακρότατα τθσ. 

β) Να προςδιορίςετε τα διαςτιματα ςτα οποία θ f είναι κυρτι ι κοίλθ και να βρείτε τα 

ςθμεία καμπισ τθσ. 

 

 



ΘΕΜΑ 111 

Δίνεται θ ςυνεχισ ςυνάρτθςθ :f   τζτοια, ϊςτε: 

 
0

lim 0
x

f x

x

 
 

 
. 

α) Να αποδείξετε ότι  0 0f  .               

β) Να αποδείξετε ότι θ  είναι παραγωγίςιμθ ςτο 0 0x   με  0 0f   . 

γ) Θεωροφμε τθ ςυνάρτθςθ    g x f x x  , x . 

i. Να προςδιορίςετε τθν εξίςωςθ τθσ εφαπτομζνθσ τθσ γραφικισ παράςταςθσ τθσ 

ςυνάρτθςθσ g , ςτο ςθμείο   0, 0g . 

ii. Να αποδείξετε ότι θ ςυνάρτθςθ g  δεν είναι κυρτι. 

 

ΘΕΜΑ 112 

Δίνεται θ ςυνάρτθςθ   οριςμζνθ ςτο [    ]  τζτοια ϊςτε: 

  ςυνεχισ ςτο [    ] , δφο φορζσ παραγωγίςιμθ ςτο        και 

                  , για κάκε  [    ]. 

α) Να αποδείξετε ότι θ ςυνάρτθςθ   δεν ζχει ςθμεία καμπισ. 

β) Αν       ,  

i.  Nα αποδείξετε ότι               , για κάκε  [    ] και κατόπιν ότι 

       √     ,   [    ]. 

ii.  Να βρείτε τα ολικά ακρότατα τθσ   και ςτθ ςυνζχεια να λφςετε τθν εξίςωςθ 

          . 

 

ΘΕΜΑ 113 

Δίνεται θ ςυνάρτθςθ              . 

α) Να αποδείξετε ότι θ   είναι κυρτι ςτο       . 

β) Να αποδείξετε ότι θ      παρουςιάηει κζςθ ολικοφ ελαχίςτου ςε κάποιο          με 

       . 

γ) Να υπολογίςετε το        

          

          
. 

 

 

f



ΘΕΜΑ 114 

Δίνεται θ ςυνάρτθςθ ( ) ln , 0   xf x e x x x  όπου  . Αν ιςχφει 1ee e e     , 

να αποδείξετε ότι : 

α) θ f  είναι κυρτι.  

β) υπάρχει ακριβϊσ ζνα (1, )ox e  με ( ) 0f x  .  

γ) για τθν f   ιςχφουν οι υποκζςεισ του κεωριματοσ Bolzano ςτο [1, ]e . 

δ) θ f  παρουςιάηει ολικό ακρότατο ςτο 
ox  που είναι το (1 ) 1 lnox

o oe x x   . 

ΘΕΜΑ 115 

Δίνεται ςυνάρτθςθ :[0,2]f   θ οποία είναι ςυνεχισ ςτο *0,2+, δφο φορζσ παραγωγίςιμθ 

ςτο (0,2) και ιςχφουν (1) 1f  , (1) 0f   ,  (0) 2f f και 

2( ( )) ( ) ( ) 0f x f x f x    , για κάκε (0,2)x  

α) Να αποδείξετε ότι: 

i. ( ) 0f x   για κάκε (0,2)x . 

ii. ( ) 0f x   για κάκε (0,2)x . 

β) Να μελετιςετε τθν f  ωσ προσ τθν κυρτότθτα και τα ςθμεία καμπισ. 

γ) Να μελετιςετε τθν f  ωσ προσ τθν μονοτονία και να βρείτε τισ κζςεισ των ακροτάτων.  

 

ΘΕΜΑ 116 

Δίνεται θ ςυνάρτθςθ  
2

2023,
2

x x
f x e x    . 

α) Να αποδείξετε ότι:  

a. θ ςυνάρτθςθ f  είναι κυρτι ςτο . 

b. το ςφνολο τιμϊν τθσ f   είναι το . 

β) Να αποδείξετε ότι για τισ διάφορεσ τιμζσ του πραγματικοφ αρικμοφ  , θ εξίςωςθ 

xe x    ζχει μοναδικι ρίηα  . 

γ) Να αποδείξετε ότι για τισ διάφορεσ τιμζσ του πραγματικοφ αρικμοφ  , θ ςυνάρτθςθ 

   g x x f x   με x , ζχει μζγιςτθ τιμι τθν    f f    . 



ΘΕΜΑ 117 

Στο παρακάτω ςχιμα δίνεται ςτο (0,+  ) θ γραφικι παράςταςθ τθσ παραγϊγου    μιασ 

ςυνάρτθςθσ   με πεδίο οριςμοφ το (0,+  ). Δίνεται επίςθσ ότι θ    είναι ςυνεχισ και 

γνθςίωσ αφξουςα ςυνάρτθςθ ςτο (0,+  ) με                .  

 

α) Να βρείτε τα διαςτιματα μονοτονίασ και τα τοπικά ακρότατα τθσ ςυνάρτθςθσ  . 

β) Ζνασ μακθτισ ιςχυρίηεται ότι:  

1ον: «Η γραφικι παράςταςθ τθσ   δζχεται οριηόντια εφαπτομζνθ ςτο ςθμείο με τετμθμζνθ 

1». 

2ον: «Υπάρχει μοναδικό κ(0,+  ) τζτοιο, ϊςτε ο ςυντελεςτισ διεφκυνςθσ τθσ εφαπτομζνθσ 

τθσ    ςτο ςθμείο Μ(κ,       να ιςοφται με 2». 

Ποιοί από τουσ παραπάνω ιςχυριςμοφσ του μακθτι είναι ςωςτοί; Να δικαιολογιςετε τισ 

απαντιςεισ ςασ.   

γ) Τι μποροφμε να ποφμε για τθν κυρτότθτα τθσ    ςτο πεδίο οριςμοφ τθσ; Να 

δικαιολογιςετε τθν όποια απάντθςι ςασ.  

 

ΘΕΜΑ 118 

Δίνεται θ ςυνάρτθςθ 
ln

( )
x

f x
x

 , 0x  . 

α) Να μελετιςετε τθν f  ωσ προσ τθ μονοτονία και τα ακρότατα. 

β) Να αποδείξετε ότι 2023 20222022 2023 . 

γ) Να μελετιςετε τθν f  ωσ προσ τα κοίλα και τα ςθμεία καμπισ. 

δ) Εφαρμόηοντασ το Θεϊρθμα Μζςθσ Τιμισ για τθν f  ςε κακζνα από τα διαςτιματα 

[2021,2022]  και [2022,2023] να αποδείξετε ότι 2 (2022) (2021) (2023)f f f  . 

Δίνεται 2,71e . 



ΘΕΜΑ 119 

Δίνεται θ ςυνάρτθςθ ( ) lnxf x e x  . Να αποδείξετε ότι  

α) θ f  είναι κυρτι. 

β) θ f  παρουςιάηει ολικό ελάχιςτο ςε κάποιο 
1

( ,1)
2

ox   το οποίο είναι μοναδικό. 

γ) το ολικό ελάχιςτο είναι το 
1

o

o

x
x
  .  

δ) θ εξίςωςθ ( ) 2f x   είναι αδφνατθ. 

 

 Μζχρι μελζτθ και χάραξθ  

ΘΕΜΑ 120 

Στο παρακάτω ςχιμα δίνεται θ γραφικι παράςταςθ μιασ παραγωγίςιμθσ ςτο   ςυνάρτθςθσ 

     για τθν οποία γνωρίηουμε τα εξισ: 

 ςτο ςθμείο             τθσ γραφικισ παράςταςθσ τθσ   ζχει ςχεδιαςκεί θ 

εφαπτομζνθ ευκεία    , θ οποία διζρχεται από τθν αρχι των αξόνων. 

 θ ευκεία     είναι αςφμπτωτθ τθσ γραφικισ παράςταςθσ τθσ      ςτο   . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

α) Αν γνωρίηουμε ότι          , να αποδείξετε ότι το            και να βρείτε 

τθν εξίςωςθ τθσ εφαπτομζνθσ    . 

β) Να αποδείξετε ότι        (
    

 
)    και                  .  

γ) Να υπολογίςετε το        
        

    
. 



ΘΕΜΑ 121 

Ζςτω f  ςυνάρτθςθ οριςμζνθ ςτο  τθσ οποίασ θ γραφικι παράςταςθ ζχει τθν ευκεία 

( ) : 3 2y x    πλάγια αςφμπτωτθ ςτο  . Να βρείτε τα παρακάτω όρια: 

α) 
( )

lim
x

f x

x  
και

 
lim ( ( ) 3 )
x

f x x


 . 

β) lim ( )
x

f x


.
 

γ) 
2

( )
lim

( ) 3x

f x x

xf x x



  
.
 

 

ΘΕΜΑ 122 

Δίνεται θ ςυνάρτθςθ        
 

 
            . 

α) Να βρείτε τα διαςτιματα μονοτονίασ και τα ακρότατα τθσ  .  

β) Να αποδείξετε ότι θ   είναι κυρτι. 

γ) Να αποδείξετε ότι θ ευκεία     είναι αςφμπτωτθ τθσ γραφικισ παράςταςθσ τθσ 

ςυνάρτθςθσ   ςτο   . 

 

ΘΕΜΑ 123 

Ζςτω :f   μία ςυνάρτθςθ για τθν οποία ιςχφει 
2

3 2
( )

( 2)

x
f x

x





 για κάκε 2x  .  

α) Να αποδείξετε ότι θ γραφικι παράςταςθ τθσ f  ζχει κατακόρυφθ αςφμπτωτθ τθ 2x  . 

β) Να εξετάςετε αν θ f  είναι  

i. ςυνεχισ ςτο 2. 

ii. παραγωγίςιμθ ςτο 2. 

 

ΘΕΜΑ 124 

Δίνεται θ ςυνάρτθςθ :f   με   2

1

1

x
f x x

x


 


. 

α) Να αποδείξετε ότι θ ευκεία :y x   είναι αςφμπτωτθ τθσ fC  ςτο  . 

β) Να προςδιορίςετε τα κοινά ςθμεία τθσ :y x   με τθν γραφικι παράςταςθ τθσ 

ςυνάρτθςθσ f . 

γ) Να αποδείξετε ότι θ ςυνάρτθςθ f  δεν είναι "1 1" .  



ΘΕΜΑ 125 

Δίνονται οι ςυναρτιςεισ   
1

( ) , 1
1

f x x
x

 


 και  
1

( )
x

g x
e

 , x .  

α)  

i. Να ορίςετε το πεδίο οριςμοφ τθσ ςυνάρτθςθσ ( ) ( )( )h x f g x . 

ii. Να βρείτε τον τφπο τθσ ςυνάρτθςθσ ( ) ( )( )h x f g x . 

Αν ( ) ,
1

x

x

e
h x x

e

 


 τότε: 

β) να αποδείξετε ότι θ ςυνάρτθςθ h  είναι ‘1-1’. 

γ) να υπολογίςετε το όριο: lim ( )
x

h x


. 

ΘΕΜΑ 126 

Δίνεται θ ςυνάρτθςθ 
2 2

( )
1

x x
f x

x





 με 1x  . 

α) Να αποδείξετε ότι θ ευκεία (ε): 1y x   είναι πλάγια αςφμπτωτθ τθσ γραφικισ 

παράςταςθσ τθσ f . 

β) Να αποδείξετε ότι θ ευκεία (ε’): 1x   είναι κατακόρυφθ αςφμπτωτθ τθσ γραφικισ 

παράςταςθσ τθσ f . 

γ) Να μελετιςετε τθν ςυνάρτθςθ f  ωσ προσ τθν μονοτονία.       

 

ΘΕΜΑ 127 

Δίνεται ςυνάρτθςθ              με τφπο            . 

α)  

i. Να μελετιςετε τθν ςυνάρτθςθ ωσ προσ τθν μονοτονία τθσ. 

ii. Να βρείτε το ςφνολο τιμϊν τθσ ςυνάρτθςθσ. 

iii. Να βρείτε τα ακρότατα τθσ ςυνάρτθςθσ. 

β) Να βρείτε το πλικοσ των ριηϊν τθσ εξίςωςθσ                

 

 

 

 

 



ΘΕΜΑ 128   

Ζςτω ςυνάρτθςθ :f   παραγωγίςιμθ, για τθν οποία ιςχφει 2( ) 1f x x x   για κάκε 

x . 

α)  

i. Να υπολογίςετε το 
( )

lim
x

f x

x
. 

ii. Να αποδείξετε ότι θ ςυνάρτθςθ f δεν ζχει αςφμπτωτεσ. 

iii. Να αποδείξετε ότι 
3

( )
4

f x   για κάκε x . 

β) Αν επιπλζον (1) 1f   και 
1 3

2 4

 
 

 
f  να αποδείξετε ότι: 

i. 
1

0
2

 
  
 

f . 

ii. θ f  δεν είναι κοίλθ. 

 

ΘΕΜΑ 129 

Δίνεται θ ςυνεχισ ςυνάρτθςθ   [         με      { 
 

        
      

  ,     .   

α) Να αποδείξετε ότι      .                                                                                          

β) Να βρείτε, όπου ορίηεται, τθν παράγωγο τθσ  .                                                        

γ) Να μελετιςετε τθν   ωσ προσ τθ μονοτονία και τα ακρότατα.                                

δ) Να βρείτε το ςφνολο τιμϊν τθσ  .                                                                                 

 

ΘΕΜΑ 130 

Δίνεται θ ςυνάρτθςθ 2( ) ( 4 6) xf x x x e   , x .    

α) Να μελετιςετε τθ ςυνάρτθςθ f  ωσ προσ τθ μονοτονία και  να βρείτε το ςφνολο τιμϊν 

τθσ.  

β) Να βρείτε τθν εφαπτομζνθ τθσ γραφικισ παράςταςθσ τθσ ςυνάρτθςθσ f  ςτο ςθμείο τθσ 

Μ (0, (0))f .                                                                                                                               

γ) Να μελετιςετε τθ ςυνάρτθςθ f  ωσ προσ τθν κυρτότθτα και τα ςθμεία καμπισ.  

δ) Να αποδείξετε ότι: ( ) 2 6f x x   για κάκε x .                                     

 



ΘΕΜΑ 131 

Στο παρακάτω ςχιμα το ορκογϊνιο      ζχει τισ κορυφζσ   και   πάνω ςτον άξονα     και 

τισ κορυφζσ   και   πάνω ςτισ γραφικζσ παραςτάςεισ των ςυναρτιςεων         ,      

και       
 
 
 ,    , αντίςτοιχα. Ζςτω         με    .   

α) Να αποδείξετε ότι: 

i. θ τετμθμζνθ τθσ κορυφισ   είναι          

ii. το εμβαδόν του ορκογωνίου      είναι           ,    .  

β) Να βρείτε τθ μζγιςτθ τιμι του εμβαδοφ του ορκογωνίου      .                   

γ) Να εξετάςετε αν υπάρχουν και πόςεσ τιμζσ του  , για τισ οποίεσ το εμβαδόν του 

ορκογωνίου      γίνεται ίςο με  .                                                                            

 

ΘΕΜΑ 132 

Δίνονται οι ςυναρτιςεισ  2f(x) ln x και g(x) lnx με κοινό πεδίο οριςμοφ το (0, ) . 

α) Να μελετιςετε τθν f   

i. ωσ προσ τθν μονοτονία και τα ακρότατα.  

ii. ωσ προσ τθν κυρτότθτα και τα ςθμεία καμπισ. 

β) Να βρείτε, αν υπάρχουν, τισ αςφμπτωτζσ τθσ fC  και να ςχεδιάςετε τισ f gC , C  ςτο ίδιο 

ςφςτθμα ςυντεταγμζνων. 

γ)    i. Να βρείτε τα κοινά ςθμεία των f gC , C .  

ii. Η ευκεία   x α, 1 α  τζμνει τισ  f gC , C  ςτα ςθμεία Α, Β. Να βρείτε για ποια τιμι του 

α το μικοσ του τμιματοσ ΑΒ γίνεται μζγιςτο. 



ΘΕΜΑ 133 

Δίνεται θ ςυνάρτθςθ   ,  f x x x x  . 

α) Να αποδείξετε ότι: 

i. Η ευκεία y x  εφάπτεται τθσ fC  ςτο ςθμείο ,
2 2

f
   

   
  

. 

ii. Η fC  ζχει άπειρα κοινά ςθμεία με τθν εφαπτομζνθ τθσ y x  τα οποία και να 

προςδιορίςετε. 

β) Για τθ ςυνάρτθςθ :g   ιςχφει  
1

ln 1
x

g x x
e

 
   

 
, για κάκε x . Να αποδείξετε 

ότι:  

i. Η  είναι αςφμπτωτθ τθσ gC  ςτο  . 

ii. Στο διάςτθμα  0, , θ gC  βρίςκεται πάνω από τθν .   

γ) Να αποδείξετε ότι ςτο διάςτθμα  0,  θ γραφικι παράςταςθ τθσ ςυνάρτθςθσ g  του 

ερωτιματοσ (β) βρίςκεται πάνω από τθ γραφικι παράςταςθ τθσ f . 

 

 Μζχρι οριςμζνο ολοκλιρωμα 

ΘΕΜΑ 134 

Ζςτω ςυνάρτθςθ :f   παραγωγίςιμθ με ςυνεχι παράγωγο, θ οποία είναι κυρτι και 

ιςχφει (1) (1) 2f f   . 

α) Να βρεκεί θ εφαπτομζνθ τθσ 
fC  ςτο ςθμείο (1, (1))f  και κατόπιν να αποδείξετε ότι 

( ) 2f x x  για κάκε x . 

β) Να βρείτε το lim ( )
x

f x


. 

γ) Να αποδείξετε ότι :  

i. 
1

0

( ) 1f x dx  . 

ii. 
1

0

( ) 1xf x dx  . 

 

 

 

y x

y x



ΘΕΜΑ 135 

Στο παρακάτω ςχιμα δίνονται οι γραφικζσ παραςτάςεισ 1C , 2C , 3C  τριϊν ςυναρτιςεων f , 

f ΄  και F  , όπου F  μία αρχικι τθσ f  ςτο  . Δίνεται επίςθσ ότι οι 2C  και 3C  διζρχονται 

από τθν αρχι των αξόνων. Με δεδομζνο ότι ο τφποσ τθσ f  είναι 
3( ) 4 2f x x x   και θ 

γραφικι τθσ παράςταςθ είναι θ 2C ,  

 

α) να μελετιςετε, με τθ βοικεια του ςχιματοσ, τθ ςυνάρτθςθ F  ωσ προσ τθ μονοτονία και 

τα ακρότατα. 

β) να δικαιολογιςετε γιατί θ γραφικι παράςταςθ 3C  αντιςτοιχεί ςτθν ςυνάρτθςθ F .  

γ) να βρείτε τον τφπο των ςυναρτιςεων f ΄  και F . 

ΘΕΜΑ 136 

Δίνεται θ ςυνάρτθςθ      xf(x) ln e 1 x 1, x 0 . 

α) Να αποδείξετε ότι είναι γνθςίωσ αφξουςα και κοίλθ.    

β)  i. Nα βρείτε τθν εξίςωςθ τθσ εφαπτομζνθσ τθσ γραφικισ τθσ παράςταςθσ ςτο ox ln2  .  

      ii. Να αποδείξετε ότι για κάκε x 0  ιςχφει    xln e 1 2x ln4 . 

γ) Να υπολογίςετε το ολοκλιρωμα 








ln3

x

x

ln2

2 e
Ι dx

e 1
. 



ΘΕΜΑ 137 

Δίνεται θ ςυνάρτθςθ     


x
f(x) ln(x 1) , x 1

x 1
 και ζςτω F αρχικι τθσ f με F(1) ln2 . 

α) Να αποδείξετε ότι για κάκε  x 1  ιςχφει  
 2

x
f (x)

(x 1)
 και να μελετιςετε τθ ςυνάρτθςθ 

f  ωσ προσ τθ μονοτονία. 

β) Να αποδείξετε ότι θ F είναι κυρτι ςτο διάςτθμα [0, ) .  

γ) i. Να βρείτε τθν εξίςωςθ τθσ εφαπτομζνθσ  τθσ γραφικισ παράςταςθσ τθσ F ςτο ox 1 . 

     ii. Να αποδείξετε ότι για κάκε x 0  ιςχφει 


 
2F(x) 1

ln4 1
x

. 

 

ΘΕΜΑ 138 

Ζςτω f : ςυνάρτθςθ για τθν οποία ιςχφει f(0) 1  και   


2

2

2x
(x 1)f (x) 0

x 1
 για κάκε 

x . 

α) Να αποδείξετε ότι  
2

1
f(x) , x

x 1
. 

Στο διπλανό ςχιμα δίνεται 

θ γραφικι παράςταςθ fC  

τθσ ςυνάρτθςθσ. 

β) Να αιτιολογιςετε γιατί 

θ fC  είναι ςυμμετρικι ωσ 

προσ τον άξονα y y  και να 

βρείτε τισ ςυντεταγμζνεσ των κορυφϊν Β, Γ, Δ του ορκογωνίου ΑΒΓΔ με τθ βοικεια τθσ 

τετμθμζνθσ α, α 0  του ςθμείου Α(α, 0) . 

γ) Να αποδείξετε ότι το εμβαδόν Ε(α)  του ορκογωνίου ΑΒΓΔ δίνεται από τον τφπο  

 
2

2α
Ε(α) , α 0

α 1
 

Κατόπιν, να βρείτε για ποια τιμι του α το εμβαδόν γίνεται μζγιςτο.  

δ) Αν F είναι μια αρχικι τθσ f με   F 1 ln2 , να αποδείξετε ότι   
1

0

F x dx ln 2  

 



ΘΕΜΑ 139 

Ζςτω       μια παραγωγίςιμθ ςυνάρτθςθ θ οποία ζχει τοπικό ελάχιςτο το         . 

Οι  γραφικζσ παραςτάςεισ τθσ   και τθσ παραγϊγου      τζμνονται ςτο ςθμείο         .  

α) Να βρείτε τισ εξιςϊςεισ των εφαπτομζνων τθσ    ςτα ςθμεία με τετμθμζνεσ:    

i.     ,                 ii.        . 

β) Δίνεται επιπλζον ότι θ     είναι πολυωνυμικι ςυνάρτθςθ 2ου βακμοφ και θ γραφικι 

παράςταςθ τθσ     διζρχεται από το ςθμείο          . Να αποδείξετε ότι: 

i.              ,        ii.                ,                                                               

      iii.  θ εξίςωςθ          ζχει τρεισ διαφορετικζσ πραγματικζσ ρίηεσ.          

 

ΘΕΜΑ 140 

Δίνονται οι ςυναρτιςεισ 
, [ ,0) (0, ]

( )

1 , 0

x
x

f x x

x


 


  

 
   

και ( )x x x x    , [ , ]x    . 

α) Να αποδείξετε ότι θ   είναι γνθςίωσ φκίνουςα ςτο [ , ]  και να βρείτε το πρόςθμό τθσ. 

β) Να μελετιςετε τθν f ωσ προσ τθ μονοτονία και τα ακρότατα. 

γ) Να βρείτε τισ τιμζσ του ( , )     για τισ οποίεσ ιςχφει 
0

( ) 0x dx


  . 

ΘΕΜΑ 141 

Για μια ςυνεχι ςυνάρτθςθ  : 1,f     ιςχφουν: 

      
2 2 1f x x x x   , για κάκε  1,x   ,  

  1 1f    και 
1 1

2 2
f
 
  
 

. 

α) Αν    g x f x x  ,  1,x    τότε  

i. Να βρείτε τισ λφςεισ τθσ εξίςωςθσ   0g x  . 

ii. Να αποδείξετε ότι   0g x   για κάκε  1,0x   και    0g x   για κάκε  0,x  . 

β) Να αποδείξετε ότι    1 1 , 1f x x x x     .       

γ) Αν θ ςυνάρτθςθ f  είναι κυρτι τότε να αποδείξετε ότι θ 

       1 , 1,h x f x f x x       είναι γνθςίωσ αφξουςα και ζπειτα ότι  

         
2024 2024

2023 2023
1 2 1f x f x dx f x f x dx       . 



 Μζχρι κεμελιώδεσ κεώρθμα ολοκλθρωτικοφ λογιςμοφ 

 

ΘΕΜΑ 142 

Αν f  μια ςυνεχισ ςυνάρτθςθ ςτο  με 
3

2

( ) 2f x dx  , 
3

1

( ) 4f x dx   και 
7

1

( ) 10f x dx   να 

βρείτε τα παρακάτω ολοκλθρϊματα: 

α) 
2

3

( )f x dx .         β) 
7

3

( )f x dx .         γ) 
2

7

( )f x dx .        δ) 
3

1

( ( ) )f x x dx . 

 

ΘΕΜΑ 143 

Δίνεται θ ςυνάρτθςθ                    . 

α) Να αποδείξτε ότι θ    είναι παραγωγίςιμθ ςτο        με        
   

 
    . 

β) Να αποδείξτε ότι θ   ζχει ολικό ελάχιςτο ίςο με  . 

γ) Να υπολογίςτε το ολοκλιρωμα     ∫
              

          

   

 
  .     

 

ΘΕΜΑ 144 

Ζςτω ςυνάρτθςθ :f   παραγωγίςιμθ με ςυνεχι παράγωγο, και θ ςυνάρτθςθ 

2( ) ( 1) ( )g x x f x  για τθν οποία ιςχφει ( ) 0g x  για κάκε x . Να αποδείξετε ότι: 

α) θ g  παρουςιάηει ελάχιςτο για 1x   και για 1x    και ςτθ ςυνζχεια ότι (1) ( 1) 0f f    

β) (1) 0f   και ( 1) 0f    . 

γ) θ f  δεν είναι κοίλθ. 

δ) 
1

3

1

( 3 ) ( ) 0x x f x dx


  . 

ΘΕΜΑ 145 

Δίνεται θ ςυνάρτθςθ      
   

√ 
,    . 

α) Να βρείτε, με απόδειξθ, τθν κατακόρυφθ αςφμπτωτθ και τθν οριηόντια αςφμπτωτθ τθσ  

γραφικισ παράςταςθσ τθσ  . 

β) Να αποδείξετε ότι θ γραφικι παράςταςθ τθσ   ζχει ολικό μζγιςτο για     . 

γ) Να υπολογίςτε το ολοκλιρωμα   ∫       
  

 
. 

 



ΘΕΜΑ 146 

Στον παρακάτω πίνακα φαίνεται το πρόςθμο τθσ παραγϊγου μιασ ςυνάρτθςθσ f που είναι 

παραγωγίςιμθ ςτο .  

 

 

 

Αν είναι γνωςτό ότι θ f είναι άρτια και επιπλζον ιςχφουν: 


 

x
lim f(x)        f(0) 1         και     f(2) 5  

τότε: 

α) Να μελετιςετε τθ ςυνάρτθςθ ωσ προσ τθ μονοτονία και τα ακρότατα. 

β) Να βρείτε το ςφνολο τιμϊν τθσ. 

γ) Να λφςετε τθν εξίςωςθ   2f(x) |x 4| 5. 

δ) Να αποδείξετε ότι 




1

1

xf(x)dx 0 . 

ΘΕΜΑ 147 

Δίνεται θ ςυνάρτθςθ f (x) = lnx – x , x > 0. 

α) Nα μελετιςετε τθ ςυνάρτθςθ f  ωσ προσ τθν μονοτονία και τα ακρότατα.                                      

β) Nα μελετιςετε τθ ςυνάρτθςθ f  ωσ προσ αςφμπτωτεσ.              

γ) Να λφςετε τθν εξίςωςθ 
2

2

2   2  –
3

ln
2 1

x

x
x

 
 





.                              

 

ΘΕΜΑ 148 

Δίνεται θ ςυνάρτθςθ      3 1 , f x x x x x      με 1 3  . 

α) Να αποδείξετε ότι θ εξίςωςθ   0f x   ζχει ακριβϊσ δφο ρίηεσ ςτο . 

β) Να αποδείξετε θ ςυνάρτθςθ f  ζχει ζνα τοπικό μζγιςτο, ζνα τοπικό ελάχιςτο και ζνα 

ςθμείο καμπισ. 

γ) Αν επιπλζον ιςχφει    4f x f x   , για κάκε x , τότε να υπολογίςετε το 

ολοκλιρωμα  
3

1
f x dx . 

 

x             2                         0                        2   

f (x)                  0                       0                    0             



ΘΕΜΑ 149 

Σε μια χϊρα, οι επιςτιμονεσ μελζτθςαν για μεγάλο χρονικό διάςτθμα τθν μεταβολι του 

 πλθκυςμοφ των ψαριϊν ςε ζναν ποταμό και δθμιοφργθςαν ζνα προςεγγιςτικό μακθματικό 

μοντζλο που ςυςχετίηει τον πλθκυςμό   των ψαριϊν ςτο τζλοσ ενόσ ςυγκεκριμζνου ζτουσ 

με τον αναμενόμενο πλθκυςμό   των ψαριϊν ςτο τζλοσ τθσ αμζςωσ επόμενθσ χρονιάσ.  

Το μοντζλο εκφράηεται από τθ ςχζςθ              ,          όπου     κετικζσ 

ςτακερζσ, με         και         .  

(α) Να βρείτε τθν τιμι του τρζχοντοσ πλθκυςμοφ   που μεγιςτοποιεί τον πλθκυςμό   των  

ψαριϊν το επόμενο ζτοσ ςφμφωνα με αυτό το μοντζλο. Ποια είναι αυτι θ μζγιςτθ τιμι του  

πλθκυςμοφ  ; 

 (β) Να εξθγιςετε γιατί ζνασ απεριόριςτα μεγάλοσ πλθκυςμόσ ψαριϊν δεν κα είναι 

βιϊςιμοσ τθν αμζςωσ επόμενθ χρονιά. 

 (γ) Θεωροφμε ςυνάρτθςθ   θ οποία είναι μια παράγουςα (αρχικι) τθσ ςυνάρτθςθσ  . Να 

αποδείξτε ότι            
 

   
               

    .  

 

ΘΕΜΑ 150 

Ο νόμοσ του Νεφτωνα που αφορά τθν μείωςθ τθσ κερμoκραςίασ   (ςε βακμοφσ Κελςίου) 

 ενόσ ςϊματοσ ςυναρτιςει του χρόνου   (ςε ϊρεσ), ορίηεται από τθν εξίςωςθ 

                   όπου: 

   είναι θ ςτακερι κερμοκραςία του περιβάλλοντοσ χϊρου ςτον οποίο βρίςκεται το 

ςϊμα με     . 

         είναι θ αρχικι κερμοκραςία του ςϊματοσ τθ ςτιγμι που τοποκετείται 

ςτο  

 περιβάλλοντα χϊρο.  

   είναι μια κετικι ςτακερά. 

α) Να υπολογίςτε το             και να ερμθνεφςτε το αποτζλεςμα. 

β) Να αποδείξτε ότι        [      ]. 

γ) Να αποδείξτε ότι το ολοκλιρωμα   ∫                    
 

 
 ιςοφται με 

       

 
 αν 

είναι         και        . 

 

 



ΘΕΜΑ 151 

Δίνεται θ δυο φορζσ παραγωγίςιμθ ςυνάρτθςθ :f   με ςυνεχι δεφτερθ παράγωγο 

τζτοια, ϊςτε: 

   0 0 0f f    και     
0

0f x f x xdx


  . 

Να αποδείξετε ότι: 

α)    
0 0
f x xdx f x xdx

 

     . 

β)   0f   . 

γ) Στο διάςτθμα  0,  υπάρχει μια τουλάχιςτον πικανι κζςθ ςθμείου καμπισ. 

 

ΘΕΜΑ 152 

Δίνεται θ ςυνάρτθςθ 
1

( )
1

f x
x




, με 1x  . 

α) Να αποδείξετε ότι θ f  αντιςτρζφεται και να βρείτε τον τφπο τθσ αντιςτρόφου. 

β) Να ορίςετε τθ ςυνάρτθςθ f f . 

γ) Ζνασ μακθτισ ιςχυρίηεται ότι οι ςυναρτιςεισ f f  και 1f   είναι ίςεσ. Συμφωνείτε με τον 

ιςχυριςμό του μακθτι; Να αιτιολογιςετε τθν απάντθςι ςασ. 

δ) Αν 
1

( ) ( )( )
x

x f f x
x




   με  0,1x   να υπολογίςετε το ολοκλιρωμα 
3

2

( )x dx . 

 

ΘΕΜΑ 153 

α) Να αποδείξετε ότι για κάκε   [   ] ιςχφει         . 

β) Να αποδείξετε ότι θ ςυνάρτθςθ                  ,   [   ], είναι μια αρχικι 

(παράγουςα) τθσ ςυνάρτθςθσ      
        

      
,   [   ]. 

γ) Να αποδείξετε ότι ∫          
 

  

 

 
. 

δ) Να αποδείξτε ότι ∫
 

          
  

 

 
  . 

 

 



ΘΕΜΑ 154 

Το καπάκι ενόσ πεντάλιτρου δοχείου βενηίνθσ αφινεται ανοιχτό τθ χρονικι ςτιγμι 0t  . H 

βενηίνθ που απομζνει μζςα ςτο δοχείο ςυναρτιςει του χρόνου t  (ςε εβδομάδεσ) δίνεται 

από τθ ςυνεχι ςυνάρτθςθ  g t  (ςε λίτρα). 

α) Να υπολογίςετε το ολοκλιρωμα 
2

0

4 4
5 ln

5 5

t

dt
 
  
 

 .                             

β) Αν θ βενηίνθ του δοχείου ζχει ρυκμό εξάτμιςθσ που δίνεται από τον τφπο 

 
4 4

5 ln
5 5

t

g t
 

    
 

, για κάκε 0t  , τότε να βρείτε τον όγκο τθσ βενηίνθσ που περιζχει το 

δοχείο δυο εβδομάδεσ μετά το άνοιγμα του καπακιοφ του δοχείου. 

γ) Αν επιπλζον είναι γνωςτό ότι θ ςυνάρτθςθ που δίνει τθν ποςότθτα τθσ βενηίνθσ ςτο 

δοχείο μετά από t εβδομάδεσ είναι θ  
4

5
5

t

g t
 

  
 

,  0,t   τότε να διαπιςτϊςετε ότι 

κακϊσ ο χρόνοσ αυξάνεται απεριόριςτα μόνο θ μυρωδιά τθσ βενηίνθσ κα υπάρχει ςτο 

δοχείο. 

 

ΘΕΜΑ 155 

Θεωροφμε τουσ αρικμοφσ     με       και τθν παραγωγίςιμθ ςτο   ςυνάρτθςθ  , με 

ςυνεχι παράγωγο, ϊςτε       , για κάκε [   ]. Ασ είναι   ο ςυντελεςτισ διεφκυνςθσ 

τθσ ευκείασ που διζρχεται από τα ςθμεία           και          , με          .  

α) Να αποδείξετε ότι θ ςυνάρτθςθ      
            

 
 ικανοποιεί τισ υποκζςεισ του 

κεωριματοσ Rolle ςτο διάςτθμα [   ].  

β) Να αποδείξετε ότι υπάρχει         ϊςτε                      . 

γ) Αν γνωρίηουμε ότι        , να αποδείξτε ότι θ εφαπτομζνθ τθσ γραφικισ παράςταςθσ 

τθσ   ςτο ςθμείο           και θ ευκεία    τζμνονται ςε ςθμείο του άξονα    . 

δ) Αν είναι  
    

    
   , να αποδείξτε ότι το ολοκλιρωμα 

  ∫
          

       
  

√   

√   

 

ιςοφται με   . 

 



ΘΕΜΑ 156 

Δίνεται θ παραγωγίςιμθ ςυνάρτθςθ :f   με  
 

32

1
, 

1
f x x

x

  



.  

α) Να αποδείξετε ότι θ f  είναι γνθςίωσ αφξουςα. 

β) Να βρείτε τα διαςτιματα ςτα οποία θ ςυνάρτθςθ f  είναι κυρτι ι κοίλθ και να 

προςδιορίςετε (αν υπάρχει) τθ κζςθ του ςθμείου καμπισ τθσ γραφικισ τθσ παράςταςθσ. 

γ) Να αποδείξετε ότι: 

i.   1f x  , για κάκε x . 

Για κάκε   ιςχφει:    0 1 1f f     . 

ΘΕΜΑ 157 

                                                  *  
 

 
)                     

                       

                      *  
 

 
) 

α) Να βρείτε το     . 

β) Να βρείτε τον τφπο τθσ  .  

γ) Να αποδείξετε ότι θ   είναι γνθςίωσ φκίνουςα.  

δ) Να αποδείξετε ότι: 

√ 

 
 ∫       

 
 

 
 

 
 

 
 

 Μζχρι εμβαδόν επιπζδου χωρίου 

ΘΕΜΑ 158 

Δίνονται οι  ςυνεχείσ ςτο   ςυναρτιςεισ   και  .   

Αν ∫       
 

 
  , ∫       

 

 
   , ∫       

 

 
   και ∫       

 

 
   , τότε: 

α) Να βρείτε τα ολοκλθρϊματα: 

i. ∫       
 

 
              ii.    ∫        

 

 
               iii.   ∫              

 

 
   

β) Αν για τθ ςυνάρτθςθ   ιςχφει ότι         για κάκε   [   ], τότε να βρείτε το 

εμβαδόν του χωρίου που ςχθματίηεται από τθ γραφικι παράςταςθ τθσ  , τον άξονα     και  

τισ ευκείεσ     και    . 



ΘΕΜΑ 159 

Δίνεται θ ςυνεχισ ςυνάρτθςθ  : 1,9f   τθσ οποίασ θ γραφικι παράςταςθ φαίνεται ςτο 

παρακάτω ςχιμα. Πάνω ςτο ςχιμα ζχουν ςθμειωκεί οι τιμζσ των εμβαδϊν των χωρίων  

που ςχθματίηει θ γραφικι παράςταςθ τθσ f  με τον άξονα x x , όταν  1,7x .  

 

Δίνονται ακόμθ ότι: 

   
29

7
16f x dx   και 

 θ γραφικι παράςταςθ τθσ f  τζμνει τον άξονα x x  μόνο ςτα ςθμεία με τετμθμζνεσ 

1, 3, 5, 7 . 

α) Να αποδείξετε ότι  
9

7
4f x dx  . 

β) Να υπολογίςετε το εμβαδό του χωρίου που περικλείεται από τθ γραφικι παράςταςθ τθσ 

f  και τον άξονα x x , όταν  1,9x . 

γ) Να υπολογίςετε το ολοκλιρωμα  
9

1
f x dx . 

 

 

 

 



ΘΕΜΑ 160 

Στο παρακάτω ςχιμα δίνεται θ γραφικι παράςταςθ μιασ ςυνεχοφσ ςυνάρτθςθσ f  με πεδίο 

οριςμοφ το . Για τα εμβαδά των περιοχϊν 
1 2 3, ,    του παρακάτω ςχιματοσ ιςχφει 

1 2 3

4
( ) ( ) ( )

3
         .  

α) Να υπολογίςετε τα παρακάτω ολοκλθρϊματα: 

i. 
1

0

( )f x dx .            ii. 
3

0

( )f x dx .        iii. 
4

0

( )f x dx . 

β) Να υπολογίςετε τθν τιμι τθσ παράςταςθσ 
2023 2023

0 4

( ) ( )f x dx f x dx  . 

 

 

 

ΘΕΜΑ 161 

Δίνεται  θ ςυνάρτθςθ f με       {
          

              
 

 

α) Να εξετάςετε αν θ ςυνάρτθςθ   είναι ςυνεχισ ςτο 0.  

β) Να υπολογίςετε το εμβαδό του χωρίου που περικλείεται μεταξφ τθσ γραφικισ 

παράςταςθσ τθσ    , του άξονα x’x και των ευκειϊν x = -2 και x = π.  

 



ΘΕΜΑ 162 

Στο παρακάτω ςχιμα θ τεκλαςμζνθ γραμμι ΘΑΛ αποτελεί γραφικι παράςταςθ μιασ 

ςυνεχοφσ ςυνάρτθςθσ   οριςμζνθσ ςτο  , που διζρχεται από το ςθμείο Α(0,2) και τζμνει 

τον άξονα x’x ςτο Γ(-1,0). 

α) Να υπολογίςετε τα ολοκλθρϊματα: 

ii. ∫       
  

  
 

iii. ∫       
 

  
 

iv. ∫       
 

 
 

β) Να βρείτε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τθ γραφικι παράςταςθ τθσ  , 

τον άξονα     και τισ κατακόρυφεσ ευκείεσ       και    .  

  

 

 

 

 

 

 



ΘΕΜΑ 163 

Δίνεται θ πολυωνυμικι ςυνάρτθςθ 3 2( ) 3 1P x x x x    , όπου  . 

α) Να αποδείξετε ότι θ ( )P x  παρουςιάηει ςθμείο καμπισ για κάκε   και να βρείτε τισ 

ςυντεταγμζνεσ του ςθμείου καμπισ  . 

β) Να βρείτε για ποιεσ τιμζσ του   θ ( )P x  παρουςιάηει τοπικά ακρότατα και να 

προςδιορίςετε το είδοσ τουσ.  

γ) Ζςτω ότι ( 1, 3)   και ότι θ ( )P x  παρουςιάηει τοπικά ακρότατα ςτισ κζςεισ
1 2,x x , με 

1 21x x   . 

i. Να βρείτε τθν εξίςωςθ τθσ εφαπτομζνθσ ( )  τθσ 
PC  ςτο ςθμείο   και κατόπιν να 

αιτιολογιςετε ότι βρίςκεται ςτο 2ο και 4ο τεταρτθμόριο. 

ii. Να αποδείξετε ότι το εμβαδόν 
1  που περικλείεται μεταξφ των  ( )  , 

PC  και των 

ευκειϊν 
1, 1x x x    είναι ίςο με το εμβαδόν 

2  που περικλείεται μεταξφ των ( )  , 

PC  και των ευκειϊν
2, 1x x x   . 

 

ΘΕΜΑ 164 

Δίνεται θ ςυνάρτθςθ  

 
1

1 ,
x

f x x x
e

     . 

α) Να αποδειχκεί ότι θ ευκεία 1y x   είναι πλάγια αςφμπτωτθ τθσ γραφικισ 

παράςταςθσ τθσ f  ςτο  . 

β) Να αποδειχκεί ότι θ εξίςωςθ   0f x   ζχει ακριβϊσ μια ρίηα  , θ οποία είναι 

μεγαλφτερθ του 1 . 

γ) Να αποδειχκεί ότι το εμβαδό   του χωρίου Ω που περικλείεται από τθ γραφικι 

παράςταςθ τθσ ςυνάρτθςθσ f , τον άξονα x x  και τισ ευκείεσ 1, x x    ιςοφται με 

 
 

 
2

11
1

2
e


 


        τετραγωνικζσ μονάδεσ. 

 

 

 

 



ΘΕΜΑ 165 

Στο παρακάτω ςχιμα, δίνεται θ γραφικι παράςταςθ τθσ ςυνάρτθςθσ      
 

    ,     

και οι ευκείεσ με εξιςϊςεισ      και     οι οποίεσ τζμνουν τον μεν άξονα     ςτα 

ςθμεία Α και Β αντίςτοιχα, τθν δε γραφικι παράςταςθ τθσ   ςτα ςθμεία Ε και Δ αντίςτοιχα. 

Η γραφικι παράςταςθ τθσ   τζμνει τον άξονα     ςτο ςθμείο Γ.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

α) Να αποδείξετε ότι θ εφαπτομζνθ τθσ γραφικισ παράςταςθσ τθσ ςυνάρτθςθσ      ςτο 

ςθμείο Δ, είναι θ ευκεία ΓΔ.  

β) Να αποδείξετε ότι ςτο διάςτθμα  [   ] θ γραφικι παράςταςθ τθσ ςυνάρτθςθσ   

βρίςκεται πάνω από τθν ευκεία ΓΔ, με εξαίρεςθ τα κοινά τουσ ςθμεία Γ και Δ. 

γ) Να αποδείξετε ότι ∫       
 

  
 

 

 
. 

 

ΘΕΜΑ 166 

Δίνεται θ ςυνάρτθςθ            ,    . 

α) Να αποδείξετε ότι θ   είναι γνθςίωσ αφξουςα ςτο       . 

β) Να αποδείξετε ότι θ γραφικι παράςταςθ τθσ   τζμνει ακριβϊσ ςε ζνα ςθμείο Α τον 

άξονα    , με τετμθμζνθ         . 

γ) Να αποδείξετε ότι το εμβαδόν   του χωρίου που ορίηεται από τθν γραφικι παράςταςθ 

τθσ  , τον άξονα     και τθν ευκεία με εξίςωςθ    , είναι                   . 

 

 



ΘΕΜΑ 167 

Δίνονται οι ςυναρτιςεισ:                           [    ]  

α) Να αποδείξετε ότι οι γραφικζσ παραςτάςεισ των     ζχουν μοναδικό κοινό ςθμείο το 

 (
 

 
  

  

 ),  ςτο διάςτθμα οριςμοφ τουσ  [    ]  

β) Να αποδείξετε ότι οι γραφικζσ παραςτάςεισ των ςυναρτιςεων      δζχονται κοινι 

εφαπτομζνθ ςτο ςθμείο τομισ τουσ. 

γ) Να υπολογίςετε το εμβαδόν του χωρίου που ορίηεται από τον άξονα       και τισ γραφικζσ 

παραςτάςεισ των         

ΘΕΜΑ 168 

Θεωροφμε τθ ςυνάρτθςθ          ,   *
 

 
 
  

 
+, τθσ οποίασ θ γραφικι παράςταςθ 

φαίνεται ςτο παρακάτω ςχιμα. Στα ςθμεία  (
 

 
  (

 

 
)) και  (

  

 
  (

  

 
)) ζχουν 

ςχεδιαςκεί οι εφαπτόμενεσ           αντίςτοιχα τθσ γραφικισ παράςταςθσ τθσ  , οι οποίεσ 

τζμνονται ςτο  ςθμείο  .   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

α) Να αποδείξετε ότι οι εξιςϊςεισ των εφαπτόμενων ευκειϊν           είναι 

            
 

 
 και           

  

 
 αντίςτοιχα. 

β) Να υπολογίςετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τθν γραφικι παράςταςθ 

τθσ   και τισ ευκείεσ      και     . 

γ) Να υπολογίςετε το όριο    
  

 

 

 
 

       
 

 

. 



ΘΕΜΑ 169 

Δίνεται θ παραγωγίςιμθ ςυνάρτθςθ :f  ,  που είναι τζτοια, ϊςτε: 

 θ γραφικι παράςταςθ τθσ f , να εφάπτεται τθσ 
1

:
4

y   , ςτο 0 0x  .  

 είναι κυρτι και 

  1 1f  . 

δ) Να αποδειχκεί ότι: 

a.  
1

0
4

f   και  0 0f   .      b.
 

 0

4 1
lim 0.
x

f x

x f x





 

ε) Επιπλζον δίνεται ότι θ πρϊτθ παράγωγοσ τθσ f  είναι ςυνεχισ. 

a. Να αποδείξετε ότι   0f x  , για κάκε  0,1x . 

b. Να υπολογίςετε το εμβαδό   του χωρίου που περικλείεται από τθν γραφικι 

παράςταςθ τθσ ,f   τον άξονα x x  και τθν ευκεία 1x  . 

ΘΕΜΑ 170 

Ζςτω ςυνάρτθςθ :f   παραγωγίςιμθ με ςυνεχι παράγωγο για τθν οποία ιςχφει ότι 

( ) ( )f x f x  , για κάκε x  και (0) 0f  . Ζςτω επίςθσ θ ςυνάρτθςθ ( ) ( )xg x e f x . 

α) Να αποδείξετε ότι θ ςυνάρτθςθ g  είναι γνθςίωσ αφξουςα ςτο . 

β) Να αποδείξετε ότι ( ) 0f x   για κάκε 0x   και ( ) 0f x   για κάκε 0x  . 

γ) Να λφςετε τθν εξίςωςθ ( 1) ( 1)f x f x    . 

δ) Αν   το εμβαδόν που περικλείεται από τθ γραφικι παράςταςθ τθσ f  τον άξονα x x  και 

τισ ευκείεσ 0x   και 1x  , να αποδείξετε ότι (1)f  . 

 

ΘΕΜΑ 171 

Δίνεται ςυνάρτθςθ :[0,2]f   θ οποία είναι ςυνεχισ ςτο *0,2+, παραγωγίςιμθ ςτο (0,2) 

και ιςχφουν (1) 1f   και ( ) ( ) 1f x f x x    , για κάκε (0,2)x . 

α) Να αποδείξετε ότι 2 2( ) 2f x x x    για κάκε [0,2]x . 

β) Να αποδείξετε ότι 2( ) 2f x x x    για κάκε [0,2]x . 

γ) Αφοφ αιτιολογιςετε ότι θ γραφικι παράςταςθ τθσ f  είναι θμικφκλιο με κζντρο Κ(1,0) 

και ακτίνα 1, να τθ ςχεδιάςετε ςε ορκοκανονικό ςφςτθμα αξόνων. 

δ) Να υπολογίςετε το 
2

0

( )f x dx . 



ΘΕΜΑ 172 

Δίνεται θ ςυνάρτθςθ  

 
  2 1
1 , αν 0 1

1

     0                   ,  αν 1

x x
f x x

x


  

    
  
 

 

α) Να αποδειχκεί ότι θ ςυνάρτθςθ f  είναι ςυνεχισ. 

β) Να αποδειχκεί ότι για κάκε  0,1x , ιςχφει  0 1f x x   .  

γ) Να αποδειχκεί ότι για το εμβαδό   του χωρίου Ω που περικλείεται από τθ γραφικι 

παράςταςθ τθσ ςυνάρτθςθσ f , τον άξονα x x  και τισ ευκείεσ 0, 1x x   ιςχφει 

1

2
  τετραγωνικζσ μονάδεσ. 

 

ΘΕΜΑ 173  

Δίνεται θ ςυνάρτθςθ   f(x) 2lnx x, x 0   

α) Να αποδείξετε ότι αντιςτρζφεται και να βρείτε το πεδίο οριςμοφ τθσ 1f . 

β) Να λφςετε τθν ανίςωςθ  1f (x) x .   

γ) Ζςτω g :  μια ςυνεχισ ςυνάρτθςθ για τθν οποία ιςχφει  f(|x|)g(x) e  για κάκε x 0 .  

i. Να αποδείξετε ότι  2 |x|g(x) x e , x . 

ii. Να βρείτε το εμβαδόν του χωρίου που ορίηεται από τθν gC , τον x x  και τισ 

κατακόρυφεσ ευκείεσ   x 1, x 1 . 

 

ΘΕΜΑ 174 

Θεωροφμε τθ ςυνάρτθςθ      {
  (

  

 
)       

  
    

 
    

 

α) Να αποδείξετε ότι θ   είναι ςυνεχισ ςτο  , αλλά όχι παραγωγίςιμθ ςτο  . 

β) Να αποδείξετε ότι θ   ζχει ακριβϊσ δφο κρίςιμα ςθμεία ςτο διάςτθμα [     . 

γ) Να αποδείξετε ότι το εμβαδόν του χωρίου που ορίηεται από τθν γραφικι παράςταςθ τθσ 

 , τον άξονα    , τον άξονα     και τθν ευκεία με εξίςωςθ    , είναι   
   

 
 

τετραγωνικζσ μονάδεσ. 

 



ΘΕΜΑ 175 

Δίνεται θ ςυνάρτθςθ       
 

 
             ] και τυχαίο ςθμείο  (   

  

 
)         

τθσ γραφικισ τθσ παράςταςθσ. 

α) Να βρείτε τθν εξίςωςθ τθσ εφαπτομζνθσ τθσ    ςτο ςθμείο  . 

β) 

i. Ζνα περιπολικό   κινείται κατά μικοσ τθσ καμπφλθσ    
 

 
       

πλθςιάηοντασ τθν ακτι και ο προβολζασ του φωτίηει κατευκείαν εμπρόσ (όπωσ 

φαίνεται ςτο ςχιμα). 

 

Αν ο ρυκμόσ μεταβολισ τθσ τετμθμζνθσ του περιπολικοφ δίνεται από τον τφπο 
             

να βρείτε το ρυκμό μεταβολισ τθσ τετμθμζνθσ του ςθμείου   τθσ ακτισ, ςτο οποίο 

πζφτουν τα φϊτα του προβολζα τθ χρονικι ςτιγμι   , κατά τθν οποία το περιπολικό 

ζχει τετμθμζνθ   . 

ii. Να ερμθνεφςετε το πρόςθμο του ρυκμοφ μεταβολισ τθσ τετμθμζνθσ του ςθμείου 

 . 

γ) Να βρείτε το εμβαδόν του χωρίου  , που περικλείεται από τθν γραφικι παράςταςθ τθσ 

ςυνάρτθςθσ  , τον άξονα xϋx και τθν εφαπτομζνθ τθσ    ςτο ςθμείο τθσ με τετμθμζνθ   . 

 

 

 

 

 



ΘΕΜΑ 176 

Στο παρακάτω ςχιμα δίνεται θ γραφικι παράςταςθ τθσ ςυνάρτθςθσ           . 

Μεταξφ του γραφιματοσ τθσ ςυνάρτθςθσ και του οριηόντιου άξονα     είναι εγγεγραμμζνο 

το       ορκογϊνιο ΑΒΓΔ. Οι κορυφζσ Α(x,0) και Δ(-x,0)  είναι ςθμεία του άξονα    , ενϊ οι 

κορυφζσ           και Γ         ) είναι ςθμεία τθσ γραφικισ παράςταςθσ τθσ ςυνάρτθςθσ 

f. 

 

α) Να αποδείξετε ότι το εμβαδό του ορκογωνίου ΑΒΓΔ ωσ ςυνάρτθςθ του   [   ] δίνεται 

από τθν ςυνάρτθςθ             .                                                                               

β) Να μελετθκεί θ ςυνάρτθςθ      ωσ προσ τθν μονοτονία.                                   

γ) Να υπολογίςετε τισ διαςτάςεισ του ορκογωνίου ΑΒΓΔ, ϊςτε αυτό να ζχει το μζγιςτο 

εμβαδό, και να αποδείξετε ότι αυτό ιςοφται με    √  τετραγωνικζσ μονάδεσ.                                                        

                                                                                                                                

δ) Να υπολογίςετε το εμβαδό του χωρίου που περικλείεται από τθν γραφικι παράςταςθ 

τθσ ςυνάρτθςθσ f , του άξονα     και είναι εξωτερικό του ορκογωνίου ΑΒΓΔ όταν το εμβαδό 

του παίρνει τθν μζγιςτθ τιμι του.                                                                                             

 

 

 

 



ΘΕΜΑ 177 

Δίνεται θ παραγωγίςιμθ ςυνάρτθςθ       για τθν οποία ιςχφουν: 

   
   

         

   
        

      √     για κάκε      

α)  

i. Να υπολογίςετε το  

   
   

   

   
 

ii. Να αποδείξετε ότι       . 

β) Να αποδείξετε ότι θ εξίςωςθ        ζχει μία ακριβϊσ ρίηα. 

γ) Να βρείτε το πρόςθμο τθσ ςυνάρτθςθσ   για κάκε    . 

δ)  Να βρείτε το εμβαδόν του χωρίου  , που περικλείεται μεταξφ τθσ γραφικισ παράςταςθσ 

τθσ ςυνάρτθςθσ  , τον άξονα     και των ευκειϊν            . 

 

ΘΕΜΑ 178 

Ζςτω θ ςυνάρτθςθ   με      {
          

             
. 

α) Να αποδείξετε ότι θ   ζχει δφο ακριβϊσ ρίηεσ τισ        με      και     . 

β)  

i. Να εξετάςετε αν θ ςυνάρτθςθ   ικανοποιεί κακεμία από τισ προχποκζςεισ του 

κεωριματοσ Rolle ςτο διάςτθμα [     ] με        οι ρίηεσ τθσ   του ερωτιματοσ α). 

ii. Να βρείτε όλα τα             για τα οποία ιςχφει        . 

  

γ) Αν ε θ εφαπτομζνθ τθσ γραφικισ παράςταςθσ τθσ   ςτο ςθμείο με τετμθμζνθ 2, να 

υπολογίςετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τθ γραφικι παράςταςθ τθσ    , 

τθν ευκεία ε και τθν ευκεία x=0. 

 

 



ΘΕΜΑ 179 

Δίνεται μία ςυνεχισ ςυνάρτθςθ   ςτο  διάςτθμα *-3,2+, θ οποία δεν είναι παραγωγίςιμθ ςτο 

-1. Στο παρακάτω ςχιμα δίνεται θ γραφικι παράςταςθ τθσ παραγϊγου τθσ  ,θ     που ςτο 

διάςτθμα (-1,2+ είναι ευκφγραμμο τμιμα. 

α) Να μελετιςετε τθ ςυνάρτθςθ    ωσ προσ τθ μονοτονία τθσ. (Μονάδεσ 08) 

β) Να βρείτε: 

i. Τα κρίςιμα ςθμεία τθσ  , αν υπάρχουν, δικαιολογϊντασ τθν απάντθςι ςασ.

 (Μονάδεσ 06) 

ii. Τισ κζςεισ τοπικϊν ακροτάτων και το είδοσ τουσ. (Μονάδεσ 05) 

γ) Αν θ    είναι ςυνεχισ ςτο *0,2+ και ιςχφει ότι  ∫           
 

 
, να υπολογίςετε τθν τιμι 

     . (Μονάδεσ 06) 

 



ΘΕΜΑ 180 

Ζςτω θ ςυνάρτθςθ   με                   . 

α) Να αποδείξετε ότι: 

i. Η   παρουςιάηει ςτο       τοπικό ελάχιςτο, ςτο      μζγιςτο και το ςθμείο  

          είναι ςθμείο  καμπισ τθσ   . 

ii. Tα ςθμεία          ,            και             είναι ςυνευκειακά και το ςθμείο 

Γ είναι το μζςο του τμιματοσ ΑΒ.  

β) Να αποδείξετε ότι θ ευκεία ΑΒ ορίηει με τθ γραφικι παράςταςθ τθσ   δφο ιςεμβαδικά 

χωρία.  

γ) Ζςτω ε θ εφαπτομζνθ τθσ     ςτο ςθμείο τθσ Β, θ οποία τζμνει τον άξονα y’y ςτο Δ. Να 

αποδείξετε ότι το εμβαδόν του τριγϊνου ΑΒΔ ιςοφται με το εμβαδόν του χωρίου που 

περικλείεται μεταξφ τθσ    , τθσ ευκείασ ε και του άξονα y’y.  

ΘΕΜΑ 181 

Θεωροφμε τισ ςυναρτιςεισ      
    

   ,      και          με    . 

α) Να αποδείξτε ότι           για κάκε    .  

β) Θεωροφμε τα ςθμεία           και           με    .  Η παράλλθλθ ευκεία από το   

προσ τον  άξονα     τζμνει τον θμιάξονα    ςτο ςθμείο    ενϊ θ παράλλθλθ ευκεία από το 

  προσ τον άξονα      τζμνει τον θμιάξονα    ςτο ςθμείο  .  

(i) Να αποδείξτε ότι το εμβαδόν του ορκογωνίου       είναι       
  

    ,    . 

(ii) Να βρείτε για ποια τιμι του  , το εμβαδόν      γίνεται μζγιςτο. 

γ) Να αποδείξτε ότι το εμβαδόν του χωρίου που ορίηεται από τθν γραφικι παράςταςθ τθσ 

ςυνάρτθςθσ      
         

 
, τον άξονα     κακϊσ και τισ ευκείεσ με εξιςϊςεισ       και 

   , είναι   √   
 

 
 τετραγωνικζσ μονάδεσ. 

ΘΕΜΑ 182 

Θεωροφμε τθ ςυνάρτθςθ   με      
  (  

 

 
)

   με         . 

α) Να αποδείξτε ότι        για κάκε     και ότι θ   είναι γνθςίωσ φκίνουςα ςτο 

      . 

β) Να λφςετε τθν ανίςωςθ              (    )              . 



γ) Να αποδείξετε ότι το εμβαδόν του χωρίου που ορίηεται από τθ γραφικι παράςταςθ τθσ 

 ,τισ ευκείεσ με εξιςϊςεισ   
 

 
,     και τον άξονα     είναι   (

  

  
). 

 

ΘΕΜΑ 183 

Δίνεται θ ςυνάρτθςθ    3f(x) x 5x 2, x . 

α)  i. Να αποδείξετε ότι θ γραφικι παράςταςθ τθσ f  τζμνει τον άξονα xϋx ςε ζνα μόνο 

ςθμείο  με τετμθμζνθ ox  που περιζχεται ςτο διάςτθμα (0, 1).  

ii. Να εξετάςετε αν ο αρικμόσ ox  είναι πιο κοντά ςτο 0 ι ςτο 1.  

β) Να υπολογίςετε το όριο 


  

 

3
o

x
o

f(x κ)x 2x 5
lim

f(x κ)x 5
 , αν ox  είναι ο αρικμόσ του ερωτιματοσ 

(α) και κ ζνασ κετικόσ αρικμόσ. 

γ) Να  υπολογίςετε το εμβαδόν του χωρίου που ορίηεται από τθ γραφικι παράςταςθ fC  τθσ 

f, τθν εφαπτομζνθ τθσ ςτο ςθμείο A(1, 4)  και τθν κατακόρυφθ ευκεία x 2 . 

 

ΘΕΜΑ 184  

Η παραβολι του  διπλανοφ ςχιματοσ διζρχεται 

από τθν αρχι των αξόνων, θ κορυφι τθσ είναι 

το ςθμείο K(2, 2)  και είναι θ γραφικι 

παράςταςθ τθσ παραγϊγου μιασ   ςυνάρτθςθσ 

f : .  

α) Να αποδείξετε ότι     21
f (x) x 2x, x

2
. 

β) Αν θ γραφικι παράςταςθ τθσ f τζμνει τον 

άξονα yϋy  ςτο ςθμείο Α(0, 1), να αποδείξετε ότι    3 21
f(x) x x 1

6
  

Θεωροφμε επιπλζον τθ ςυνάρτθςθ      2g(x) x x 1 θμx , x  

γ) i. Να αποδείξετε ότι θ γραφικι παράςταςθσ τθσ g είναι πάνω από τθ γραφικι παράςταςθ    

τθσ f  για κάκε x 0 . 

    ii. Να υπολογίςετε το εμβαδόν του χωρίου που ορίηεται από τισ f gC , C  και τισ ευκείεσ 

x 0και x π . 

 



ΘΕΜΑ 185 

Θεωροφμε τθ ςυνάρτθςθ      {
                    

  
      

 
                  

. 

α) Να αποδείξετε ότι θ   είναι ςυνεχισ, αλλά μθ παραγωγίςιμθ ςτο     . 

β) Να βρείτε τα κρίςιμα ςθμεία τθσ  . 

γ) Δίνεται θ ςυνάρτθςθ         . Να υπολογίςτε το εμβαδόν του χωρίου που ορίηεται 

από τισ γραφικζσ παραςτάςεισ των ςυναρτιςεων     ,      και τισ ευκείεσ με εξιςϊςεισ 

    και    . 

 

ΘΕΜΑ 186 

Θεωροφμε τθν παραγωγίςιμθ  ςυνάρτθςθ   [   ]   , με     και       , για κάκε 

   [   ], για τθν οποία επιπλζον γνωρίηουμε ότι: 

 Η ςυνάρτθςθ       είναι ςυνεχισ ςτο [   ]. 

 ∫                  
 

 
. 

              . 

         για κάκε   [   ]. 

α) Να αποδείξετε ότι υπάρχει ςθμείο τθσ γραφικισ παράςταςθσ τθσ ςυνάρτθςθσ  

           ,   [   ] ςτο οποίο θ εφαπτομζνθ ευκεία είναι παράλλθλθ προσ τον 

άξονα    . 

β) Να αποδείξετε ότι το εμβαδόν του χωρίου που ορίηεται από τθν γραφικι παράςταςθ τθσ 

ςυνάρτθςθσ      , τισ ευκείεσ    ,     και τον άξονα    , είναι     τετραγωνικζσ 

μονάδεσ. 

γ) Να αποδείξτε ότι θ ςυνάρτθςθ   είναι γνθςίωσ φκίνουςα ςτο [   ]. 

δ) Ζςτω ότι θ ςυνάρτθςθ   είναι μια αρχικι τθσ   ςτο [   ].  

Να αποδείξετε ότι για κάκε       ] ιςχφει  
         

   
     . 

 

 

 

 

 

 



ΘΕΜΑ 187 

Στο παρακάτω ςχιμα ζχουμε ζνα ορκογϊνιο ςφςτθμα ςυντεταγμζνων, ςτο οποίο 

απεικονίηεται μια αγροικία ςτθν κζςθ   του αρνθτικοφ θμιάξονα    . Δυτικά τθσ αγροικίασ, 

κατά μικοσ του κετικοφ θμιάξονα   , υπάρχει ζνασ λόφοσ, το φψοσ του οποίου δίνεται από 

τθ ςυνάρτθςθ      √  για      . Όλεσ οι ςυντεταγμζνεσ μετροφνται ςε μζτρα. 

Κακϊσ ο ιλιοσ αρχίηει να δφει, ο λόφοσ ρίχνει ςτθν πεδιάδα τθν ςκιά του   , θ οποία και 

μεγαλϊνει με τθν πάροδο του χρόνου  , όπωσ φαίνεται ςτο ςχιμα.  

Θεωροφμε     τθ ςτιγμι που ο ιλιοσ ρίχνει κάκετα τισ ακτίνεσ του ςτο ςθμείο   του 

λόφου, ενϊ ςτθ ςυνζχεια κινοφμενοσ προσ τα δυτικά, αρχίηει να δθμιουργείται θ ςκιά. 

Ασ είναι  ̂    ̂ . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

α) Αν το ςθμείο   ζχει ςυντεταγμζνεσ         , να αποδείξετε ότι θ τετμθμζνθ του 

ςθμείου   είναι       . 

(Μονάδεσ 8) 

β) Να αποδείξετε ότι κάκε χρονικι ςτιγμι     ιςχφει   (    )  
 

 
(     )

  
 

 .  

(Μονάδεσ 7) 

γ) Να βρείτε πόςο γριγορα μεγαλϊνει θ ςκιά      τθ χρονικι ςτιγμι    κατά τθν οποία οι 

ακτίνεσ του ιλιου ςχθματίηουν γωνία   
 

 
 με τον οριηόντιο άξονα, ενϊ αυτι τθ χρονικι 

ςτιγμι    θ γωνία   μειϊνεται με ρυκμό 
 

  
     ανά λεπτό. 

(Μονάδεσ 10) 

Δίνεται ότι  
 

     
       . 

𝜔 

 𝜀  

Λόφοσ 

𝑦  𝑓 𝑥  

𝑥  

𝑥 
Ανατολικά 

Δυτικά 



ΘΕΜΑ 188 

Στο παρακάτω ςχιμα δίνεται θ γραφικι παράςταςθ μιασ ςυνεχοφσ και γνθςίωσ αφξουςασ 

ςυνάρτθςθσ f  με πεδίο οριςμοφ το [0,1] , θ οποία διζρχεται από τα ςθμεία (0,0) και (1,1) . 

Το χωρίο Ω περικλείεται από τον άξονα yy  τθν ευκεία 1y   και τθ γραφικι παράςταςθ τθσ 

f . 

α) Να αποδείξετε ότι θ ςυνάρτθςθ f  είναι αντιςτρζψιμθ και να βρείτε το πεδίο οριςμοφ 

τθσ 1f  . 

β) Να μεταφζρετε ςτθν κόλλα ςασ το παρακάτω ςχιμα και ςχεδιάςετε ςε αυτό τθ γραφικι 

παράςταςθ τθσ 1f  . 

γ) Να αποδείξετε ότι 
1

0

1
( )

2
f x dx  .                                          

δ) Αν κεωριςουμε ότι θ 1f   είναι ςυνεχισ αξιοποιϊντασ το παρακάτω ςχιμα να 

αποδείξετε ότι   

i. 
1 1

1

0 0

( ) 1 ( )f x dx f x dx    .                                                                       

ii. 
1

1

0

( ) ( )f x dx    , όπου ( )   το εμβαδόν του χωρίου Ω.               

 

 

 

 



ΘΕΜΑ 189 

Ζςτω 
2

2

0
2

I xdx




   και 

2
2

0
2

J xdx




  .  

α) Να αποδείξετε ότι 
2

4
I J


  . 

β) Με χριςθ τθσ αντικατάςταςθσ 
2

u x


   να αποδείξετε ότι I J  και κατόπιν ότι 

2

8
I J


  . 

γ) Στο παρακάτω ςχιμα δίνεται θ γραφικι παράςταςθ 
fC  τθσ ςυνάρτθςθσ 2( )

2
f x x


  

ςτο διάςτθμα 0,
2

 
 
 

. Η ευκεία ΟΑ τζμνει τθ 
fC  ςτα ςθμεία (0,0) , ( , )

2 2

 
 , ( , ( ))x f x   

και ορίηει με τθ 
fC τα χωρία 

1 ,
2 . Να αποδείξετε ότι : 

i. το εμβαδόν που περικλείεται μεταξφ τθσ 
fC , του άξονα yy΄ και τθσ ευκείασ 

2
y


  

είναι το J . 

ii. τα εμβαδά των χωρίων 
1 ,

2  είναι ίςα . 

 

 

 

 

 



ΘΕΜΑ 190 

Στο παρακάτω ςχιμα δίνονται οι γραφικζσ παραςτάςεισ  1C , 2C , 3C  τριϊν ςυναρτιςεων f

, f ΄  και F  , όπου F μία αρχικι τθσ  f   ςτο   . Δίνεται επίςθσ ότι θ 3C  τζμνει τον άξονα

y΄y  ςτο ςθμείο με τεταγμζνθ 1 ενϊ θ 2C  διζρχεται από τθν αρχι των αξόνων και τζμνει τον 

άξονα x x  ςε δφο ακόμθ  ςθμεία με τετμθμζνεσ 
1

,1
2

. Με δεδομζνο ότι ο τφποσ τθσ f  είναι 

3 2( ) 4 6 2f x x x x    και θ γραφικι τθσ παράςταςθ είναι θ 2C ,  

 

α) να μελετιςετε, με τθ βοικεια του ςχιματοσ ι με οποιονδιποτε άλλο τρόπο, τθ 

ςυνάρτθςθ F ωσ προσ τθν μονοτονία και τα ακρότατα.  

β) να δικαιολογιςετε γιατί θ γραφικι παράςταςθ 3C  αντιςτοιχεί ςτθν ςυνάρτθςθ F . 

γ) να βρείτε τον τφπο των  ςυναρτιςεων  f ΄   και F . 

δ) να βρείτε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται μεταξφ του άξονα x x  και τθσ 

γραφικισ παράςταςθσ τθσ ςυνάρτθςθσ f . 



ΘΕΜΑ 191   

Θεωροφμε τισ ςυναρτιςεισ   ,    και   με        ,           και  

           ,        ]. 

α) Να μελετιςετε τθ ςυνάρτθςθ   ωσ προσ τθ μονοτονία και τθν κυρτότθτα και να βρείτε το 

ςφνολο τιμϊν τθσ.   

β) Στο παρακάτω ςχιμα δίνονται 4 γραφικζσ παραςτάςεισ ςυναρτιςεων, οι          και 

  . Να αντιςτοιχίςετε ςε κάκε μία από τισ ςυναρτιςεισ           τθ γραφικι τθσ 

παράςταςθ, επιλζγοντασ μεταξφ των           και     τθν κατάλλθλθ και να 

δικαιολογιςετε πλιρωσ τθν επιλογι ςασ.  

γ) Να αποδείξετε ότι, θ καμπφλθ    χωρίηει το χωρίο που περικλείεται από τισ καμπφλεσ 

   και    και τισ κατακόρυφεσ ευκείεσ x= -1 και x=0 ςε δφο ιςεμβαδικά χωρία. 

  

 

 

 

 

 

 



ΘΕΜΑ 192 

Δίνεται θ ςυνάρτθςθ   
2

4
f(x) 4 , x 0

x
. 

α) Να τθν μελετιςετε ωσ προσ τθ μονοτονία, τθν κυρτότθτα και να βρείτε τθν οριηόντια 

αςφμπτωτθ τθσ γραφικισ παράςταςθσ fC  τθσ f. 

β) Αν οι εφαπτόμενεσ τθσ fC  ςτα ςθμεία 1 1 2 2A(x , f(x )), B(x , f(x ))είναι κάκετεσ, να αποδείξετε 

ότι 1 2x x 4 . 

γ) Στο παρακάτω ςχιμα φαίνεται θ γραφικι παράςταςθ τθσ f (διακεκομμζνθ γραμμι) και το 

ορκογϊνιο ΑΒΓΔ που ορίηεται  από τον άξονα x x  και τισ ευκείεσ   x 1, x α, α 1και y 4 . 

Η fC χωρίηει το ορκογϊνιο ςε δυο χωρία 1 2Ω , Ω .  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

i. Να υπολογίςετε, ςυναρτιςει του α, τα εμβαδά 1 2Ε(Ω ), Ε(Ω ) των χωρίων. 

ii. Να βρείτε για ποια τιμι του α ιςχφει 1 2Ε(Ω ) Ε(Ω ) . 


