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Λσμένες  αζκήζεις  ζηο  θεώρημα  Θαλή      
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Λύζε  

 

α)  Αθνύ    
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β)  Κάλνληαο  ρξήζε  ηεο  ηδηόηεηαο  ησλ  αλαινγηώλ  : 
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γ)  Δίλαη   
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2)  Αλ  ηα  κήθε  ησλ  πιεπξώλ  ηξηγώλνπ  είλαη  αλάινγα  πξνο  ηνπο  αξηζκνύο  2 , 3 , 4   θαη   

ε  πεξίκεηξνο  είλαη  27 cm  ,  λα  βξείηε  ηα  κήθε  ησλ  πιεπξώλ.  

 

Λύζε  

 

Έζησ  α , β , γ   ηα  κήθε  ησλ   πιεπξώλ   ηνπ   ηξηγώλνπ .  

Αθνύ   ε  πεξίκεηξνο  είλαη  27 cm   έρνπκε  όηη   :    α +β + γ  = 27   (1)   

Αθνύ   είλαη  αλάινγα  πξνο  ηνπο  αξηζκνύο  2 , 3 , 4     έρνπκε  όηη   : 
2 3 4
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Από  κηα  ηδηόηεηα  ησλ  αλαινγηώλ  έρνπκε  όηη  :   
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΢πλεπώο   :     3 6 , 3 9 , 3 12
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Σα  κήθε  ινηπόλ  ησλ  πιεπξώλ  ηνπ  ηξηγώλνπ  είλαη   6 ,  9  ,  12  . 

 

Β΄ ηρόπος   

Έζησ   
2 3 4

  
   = ι   .  Σόηε   α = 2ι  ,  β=3ι    θαη    γ = 4ι   θαη   επεηδή    

α + β + γ = 27   πξνθύπηεη  όηη   2ι + 3ι + 4ι = 27  δει .  9ι = 27  δει .  ι = 3 . 

Έηζη  α = 2ι = 6   ,   β = 3ι = 9    θαη   γ = 4ι = 12 .       
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3) Πνηα  ηα  κήθε   ρ    θαη    ς   ζην  παξαθάησ  ζρήκα  ;   

 
Λύζε  

 

Οη  3  νξηδόληηεο  επζείεο  είλαη  κεηαμύ  ηνπο  παξάιιειεο  ,  σο  θάζεηεο  ζηελ  ίδηα  επζεία .  

Δθαξκόδνληαο  ην  Θ . Θαιή  έρνπκε  όηη  :   
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Δπνκέλσο   ς = 6 – ρ  = 6 – 2    δει .  ς = 4 . 

 

Παξαηήξεζε  

Δπηιέμακε  απηή  ηελ  ηζόηεηα  ησλ  ιόγσλ  γηα  λα  απνθύγνπκε  ηελ  ύπαξμε  δύν  

αγλώζησλ ζηελ  εμίζσζε  (  ρ  θαη  ς  )  ,  πξάγκα  πνπ  ζα  θαζηζηνύζε  αδύλαηε  ηε  ιύζε 

ηεο .  

 

 

4)  Πσο  ζα  δηαηξέζνπκε  έλα  επζύγξακκν  ηκήκα  ΑΒ  ζε  δύν  επζύγξακκα  ηκήκαηα  έηζη 

, ώζηε  ην  έλα  λα  είλαη  δηπιάζην  από  ην  άιιν ;  

 

Λύζε  

 

Ζ  ζθέςε  είλαη  ε  εμήο  :  Αλ  ρσξίζνπκε  ην  ΑΒ  ζε  3  ίζα  κέξε  ,  ηόηε  ην  επζύγξακκν  

ηκήκα  πνπ  απνηειείηαη  από  ηα  δύν  κέξε  θαη  ην  επζύγξακκν  ηκήκα  πνπ  απνηειείηαη  

από  ην  ηξίην  ,  ζα  είλαη  θαη  ηα  δεηνύκελα  .   

Ζ  άζθεζε  ινηπόλ  αλάγεηαη  ζην  λα  ρσξίζνπκε  ην  ΑΒ  ζε  3  ίζα  κέξε ,  θαηαζθεπή  πνπ  

γλσξίδνπκε  από  ην  πξόβιεκα  5.1  ζει . 125  ζρνιηθνύ  θαη  πνπ  ηελ  παξνπζηάδνπκε  

παξαθάησ  . 

 

 

 
 

Σα  δεηνύκελα  ηκήκαηα  είλαη  ηα    ΑΜ   θαη   ΜΒ .  
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5)  ΢ε  θαζέλα  από  ηα  παξαθάησ  ζρήκαηα  ηζρύεη  ΓΔ // ΒΓ . Να ζπκπιεξσζεί  ε  

αληίζηνηρε  αλαινγία  .  
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Λύζε  
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6)  Αλ  Γ  έλα  ηπραίν ζεκείν  ηεο  πιεπξάο  ΒΓ  ηξηγώλνπ  ΑΒΓ , ε επζεία  πνπ  δηέξρεηαη  

από ηα  βαξύθεληξα   G1    θαη    G2   ησλ  ηξηγώλσλ  ΑΒΓ  θαη  ΑΓΓ  είλαη  παξάιιειε  πξνο  

ηε  ΒΓ ;  
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Λύζε 

  

Γηα  λα  δείμνπκε  όηη   ε  επζεία  πνπ  δηέξρεηαη  από  ηα  δύν  βαξύθεληξα  είλαη  παξάιιειε  

ζηελ  ΒΓ  ,  αξθεί  λα  δείμνπκε  όηη  είλαη  παξάιιειε  ζηελ  ΔΕ  θαη  ηζνζδύλακα  αξθεί  λα  

δείμνπκε  όηη  ρσξίδεη  ηηο  δύν  άιιεο  πιεπξέο  ηνπ  ηξηγώλνπ  ΑΔΕ  ζε  ίζνπο  ιόγνπο  .  

Σειηθά  αξθεί  λα  δείμνπκε  όηη    :   1 2
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Ζ   ζρέζε  όκσο  απηή  ηζρύεη  αθνύ   γηα   ηα    G1    θαη    G2    σο  βαξύθεληξα  ησλ  

ηξηγώλσλ  ηζρύεη  όηη   1 2
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Δπνκέλσο  πξάγκαηη    ε  επζεία  πνπ  δηέξρεηαη  από  ηα  δύν  βαξύθεληξα  είλαη  παξάιιειε  

ζηελ  ΒΓ  . 

 

7) Αλ  ζην  ηξαπέδην  ΑΒΓΓ  ηζρύνπλ ΔΕ // ΑΒ  θαη   
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Λύζε   
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3ν ΠΡΟΣΤΠΟ ΛΤΚΔΗΟ ΗΛΗΟΤ 

 

Δπηκέιεηα : Άξεο Αεξάθεο 

8)  Από  ην  βαξύθεληξν   G   ηξηγώλνπ   ΑΒΓ   θέξνπκε  ηελ  παξάιιειε  πξνο  ηε  ΒΓ  πνπ  

ηέκλεη  ηηο  ΑΒ  θαη  ΑΓ  ζηα  ζεκεία  Γ   θαη  Δ   αληίζηνηρα  . Να  ππνινγίζεηε  ηνπο  

παξαθάησ  ιόγνπο   :   ) ) )  
  

  
 

 

Λύζε  

 
 

Έζησ  ινηπόλ  ε  δηάκεζνο  ΑΜ  ηνπ  ηξηγώλνπ   θαη     G   βαξύθεληξν  ηνπ .  

Θπκίδνπκε  όηη  από  ηελ  ηδηόηεηα  ηνπ  βαξύθεληξνπ  ηζρύνπλ  ηα  εμήο  :   
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 Αθνύ  ΓΔ // ΒΓ  από  ηε  ζπλέπεηα  ηνπ  Θ. Θαιή  έρνπκε  όηη  :  
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  γ)  Δίλαη   
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9) Να  ππνινγίζεηε  ηα  κήθε  ρ  θαη   ς  ζηα  παξαθάησ  ζρήκαηα   
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Λύζε 

 

α)  Ηθαλνπνηνύληαη  νη  πξνϋπνζέζεηο  ηνπ  Θ . Θαιή    θαη  έηζη  έρνπκε   :   
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β)  Ηθαλνπνηνύληαη  νη  πξνϋπνζέζεηο  ηνπ  Θ . Θαιή    θαη  έηζη  έρνπκε   :   
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γ)  Δίλαη    
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Γηα  ηνλ  ππνινγηζκό  ηνπ  ρ  θέξλνπκε  ηε  ΓΕ   θαη  έηζη  έρνπκε  ΑΕ = ΓΔ = 3   
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10)  ΢ε  έλα  θπξηό  ηεηξάπιεπξν ΑΒΓΓ  ,  ηα  βαξύθεληξα  ησλ  ηξηγώλσλ  ΑΒΓ  θαη  ΑΓΓ  

είλαη   Δ  θαη  Ε  αληίζηνηρα . Να  δείμεηε  όηη  ΔΕ // ΒΓ .  

 

Λύζε   

 

 
Παραηήρηζη : Έλαο  από  ηνπο  ηξόπνπο  πνπ  έρνπκε  γηα  λα  δείμνπκε όηη  κηα  επζεία  ή  

έλα  επζύγξακκν  ηκήκα  είλαη  παξάιιειν  ζε  έλα  άιιν  θαη  πνπ  βαζίδεηαη  ζηε  ζεσξία  

απηνύ  ηνπ  θεθαιαίνπ  ,  είλαη  λα  δείμνπκε  όηη  ε  επζεία  ρσξίδεη  δύν πιεπξέο  ζε  ίζνπο  

ιόγνπο  θαη  νη  πιεπξέο  απηέο  λα  αλήθνπλ  ζην  ηξίγσλν  ηνπ  νπνίνπ  ε  ηξίηε  πιεπξά   λα  

είλαη   απηή  κε  ηελ  νπνία  ζέινπκε  λα  ηε  βγάινπκε  παξάιιειε .  
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Έζησ  ινηπόλ  ην  θπξηό  ηεηξάπιεπξν  ΑΒΓΓ  ,  ΑΓ   θαη  ΒΓ  νη  δηαγώληέο  ηνπ ,  Μ  ην  

κέζν  ηεο  ΑΓ θαη   Δ  ,  Ε     ηα  βαξύθεληξα  ησλ  ηξηγώλσλ  ΑΒΓ  θαη  ΑΓΓ  .  

Με  βάζε  ηα  όζα  είπακε  ζηελ  παξαηήξεζε  ,  γηα  λα  δείμνπκε  όηη  

ΔΕ // ΒΓ ,  αξθεί  λα  δείμνπκε  όηη  ε  ΔΕ  ρσξίδεη  ηηο  πιεπξέο    ΜΒ  θαη   ΜΓ  ζε ίζνπο  

ιόγνπο  θαη  απηό  ζα  ην  θαηνξζώζνπκε  αλ  δείμνπκε  όηη  π.ρ  ηζρύεη   :  
 


 

  . 

Απηό  όκσο  ηζρύεη  γηαηί  από  ηελ  ηδηόηεηα  ηνπ  βαξύθεληξνπ  έρνπκε  όηη  : 

 
1 1

3 3


 
 

 
   νπόηε    πξάγκαηη  είλαη  θαη  

 


 
 . 

 

 

11)  Από  δύν  ζεκεία  Γ  θαη  Δ  ηεο  πιεπξάο  ΒΓ  ηξηγώλνπ  ΑΒΓ  θέξλνπκε  ηηο  

παξάιιειεο  πξνο  ηε  ΑΒ  , πνπ  ηέκλνπλ  ηελ  ΑΓ  ζηα  Ε  θαη  Ζ  αληίζηνηρα .   Από  ηα 

ζεκεία  Γ  θαη  Δ    θέξλνπκε  επίζεο  ηηο  παξάιιειεο  πξνο  ηε  ΑΓ  , πνπ  ηέκλνπλ  ηελ  ΑΒ  

ζηα  Θ  θαη  Κ  αληίζηνηρα . Να  δείμεηε  όηη  
 


 

 .  

 

Λύζε  

 

 
 

Δπεηδή   ΓΘ // ΔΚ // ΑΓ  ηζρύεη   όηη   :  
 


 

    (1)  .  

Δπεηδή   ΔΖ // ΓΕ // ΑΒ  ηζρύεη   όηη   :  
 


 

    (2)  .  

Από   (1)  θαη  (2)   έρνπκε  όηη    :   
   

  
   

  

 

Παξαηήξεζε  

 

Όηαλ  παξάιιειεο  επζείεο  ηέκλνπλ  δύν  άιιεο   ηόηε  ζύκθσλα  κε  ην   

Θ . Θαιή   ζρεκαηίδνληαη  ηκήκαηα  αλάινγα . Έηζη  κπνξνύκε  λα  θηηάμνπκε  κεξηθέο  

ηζόηεηεο  ιόγσλ . Σν  πνηεο  ζα  θηηάμνπκε ην  δηαιέγνπκε  εκείο  θαη  ε  επηινγή  απηή   

εμαξηάηαη  από  ηα  δεηνύκελα  ηεο  άζθεζεο  .      
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12)  Να  δηαηξέζεηε  έλα  επζύγξακκν  ηκήκα  ΑΒ  ζε  3  επζύγξακκα  ηκήκαηα  κε  κήθε  

αλάινγα  πξνο  ηνπο  αξηζκνύο   2  ,  3   θαη   5  .  

 

 

Λύζε  

 

 
Από  ην  Α  θέξλνπκε  κηα  ηπραία  επζεία  ε  θαη  πάλσ  ζε  απηή  παίξλνπκ  ηα  δηαδνρηθά  

επζύγξακκα  ηκήκαηα     ΑΚ =2 ,  ΚΛ =3 ,  ΛΜ =5  .  

Δλώλνπκε  ην  ηειεπηαίν  ζεκείν  Μ  κε  ην   Β  θαη  από  ηα    άιια  δύν   Κ  θαη  Λ  

θέξλνπκε  παξάιιειεο  πξνο   ην  ΜΒ  πνπ  ηέκλνπλ  ην  ΑΒ  ζηα  ζεκεία  Γ  θαη  Γ  .   

Σα  ηκήκαηα   ΑΓ  ,  ΓΓ   θαη  ΓΒ  είλαη  πξνθαλώο  ηα  δεηνύκελα  ,  αθνύ  αθελόο  

ρσξίδνπλ  ην  ΑΒ    θαη  αθεηέξνπ  είλαη  αλάινγα  πξνο  ηα  2 , 3  θαη  5    αθνύ από  ην  Θ . 

Θαιή  ηζρύεη  όηη    :  
2 3 5

     
    

  
 .  

 

 

 

13)  Έζησ  Ο  ην  ζεκείν  ηνκήο  ησλ  κε  παξαιιήισλ  πιεπξώλ  ΑΓ  θαη  ΒΓ   ελόο  

ηξαπεδίνπ  ΑΒΓΓ . Από  ην  Β  θέξλνπκε  ηελ  παξάιιειε  πξνο  ηε  δηαγώλην  ΑΓ  ,  ε  

νπνία  ηέκλεη   ηελ    ΑΓ  ζην  Δ . Αλ  είλαη  ΟΑ = α     θαη  ΑΓ =  β  ,  λα  ππνινγίζεηε  ην  

ιόγν  



    θαη  ην  κήθνο  ηνπ  ΟΔ .  

 

Λύζε 

 

 



3ν ΠΡΟΣΤΠΟ ΛΤΚΔΗΟ ΗΛΗΟΤ 

 

Δπηκέιεηα : Άξεο Αεξάθεο 

 

 

Αθνύ  είλαη  ηξαπέδην  έρνπκε  όηη   ΑΒ // ΓΓ  .  Από  ηελ  παξαιιειία  απηή  πξνθύπηεη  όηη  

:  
 


 

   . Δπίζεο  είλαη  ΟΑ  = α    θαη    ΟΓ = ΟΑ + ΑΓ = α + β .  

Δπνκέλσο  έρνπκε  όηη  :   


 




 
  (1)  

Από  ηελ  παξαιιειία  ΒΔ // ΑΓ  έρνπκε  όηη  :   
 


 

   (2)  

Από  (1)   θαη  (2)  θαη  αθνύ  ΟΑ = α   έρνπκε  όηη   :  
2 

    


  

 
  

 

 

 

14)  Αλ  κηα  παξάιιειε  πξνο  ηε  δηάκεζν  ΑΜ  ηξηγώλνπ  ΑΒΓ  ηέκλεη  ηηο   

ΑΒ , ΒΓ   θαη   ΓΑ   ζηα  ζεκεία    Γ , Δ  θαη  Ε  αληίζηνηρα  ,  λα  δείμεηε  όηη   

   . 

 

Λύζε  

 

 
Από  ηελ  παξαιιειία    ΓΔ // ΑΜ   έρνπκε  ηηο  εμήο  ηζόηεηεο  πνπ  πεξηέρνπλ  ηα  ηκήκαηα  

πνπ  δεηάεη  ε  ζρέζε  πνπ  ζέινπκε  λα  δείμνπκε  :   

 


 
   (1)        θαη         

 


 
  (2)  .  

Δπίζεο  αθνύ  ΑΜ  δηάκεζνο  έρνπκε  όηη   ΜΒ = ΜΓ (3)  .  

Ζ  ζρέζε  (3)   καο  ιέεη  όηη  νη  (1)  θαη  (2)   έρνπλ  ηα  δεύηεξα  κέιε  ίζα  θαη  άξα  θαη  ηα  

πξώηα  δειαδή  : 

 
    

 
    πνπ  είλαη  ε  δεηνύκελε  ζρέζε .   



3ν ΠΡΟΣΤΠΟ ΛΤΚΔΗΟ ΗΛΗΟΤ 

 

Δπηκέιεηα : Άξεο Αεξάθεο 

 

15) Θεσξνύκε  δύν  ηξίγσλα  ΑΒΓ  θαη  ΓΔΕ  ηέηνηα  ώζηε  λα  είλαη   ΑΒ // ΓΔ ,   

ΒΓ // ΔΕ θαη  νη  επζείεο  ΑΓ , ΒΔ , ΓΕ  λα  δηέξρνληαη  από  ην  ίδην  ζεκείν . Να  δείμεηε  όηη  

ΑΓ // ΓΕ .  

 

 

Λύζε  

 

 
 

Δπεηδή  ΑΒ // ΓΔ  έρνπκε  όηη   :  
 


 

  (1)  

Δπεηδή  ΒΓ // ΔΕ  έρνπκε  όηη   :  
 


 

  (2)  

Από  (1 ) θαη  (2)   έρνπκε  όηη   :   
 


 

 .  

Απηή  ε  ηειεπηαία   ζρέζε  ζεκαίλεη   ε  πιεπξά   ΓΕ  ρσξίδεη  ηηο  πιεπξέο  ΟΑ   θαη   ΟΓ  

ηνπ  ηξηγώλνπ  ΟΑΓ   ζε  ίζνπο  ιόγνπο  θαη  επνκέλσο  ζύκθσλα  κε  ην  αληίζηξνθν  ηεο  

ζπλέπεηαο  ηνπ  Θ . Θαιή  έρνύκε  όηη    ΓΕ // ΑΓ  .  

 

 

16) Από  ηελ  θνξπθή  Α  θπξηνύ  ηεηξαπιεύξνπ  ΑΒΓΓ  θέξλνπκε  ηελ  παξάιιειε  πξνο  

ηε  ΒΓ ,  ε  νπνία  ηέκλεη  ηε  ΒΓ  ζην  Δ . Ζ  παξάιιειε  από  ην  Δ  πξνο  ηε  ΓΓ  ηέκλεη  ηε  

ΑΓ  ζην  Ε . Να  εμεηάζεηε  αλ  νη  επζείεο  ΑΓ  θαη  ΒΕ  ηέκλνληαη .  

 

Λύζε  

 



3ν ΠΡΟΣΤΠΟ ΛΤΚΔΗΟ ΗΛΗΟΤ 

 

Δπηκέιεηα : Άξεο Αεξάθεο 

Όηαλ  ζέινπκε  λα  δείμνπκε  αλ  δύν  επζείεο  ηέκλνληαη  ή  όρη  ,  ηόηε  εμεηάδνπκε  αλ   

νξίδνπλ  ηκήκαηα  αλάινγα  πάλσ  ζε  άιιεο  επζείεο  πνπ  ηέκλνπλ .  

Οη  επζείεο  πνπ  εμεηάδνπκε  αλ  ηέκλνληαη  ,  νη  ΒΕ  θαη  ΑΓ    ηέκλνπλ  ηηο   δηαγώληνπο  

ΑΓ  θαη  ΒΓ . Αλ  νξίδνπλ  ζε  απηέο  ηκήκαηα  αλάινγα  ηόηε  νη  ΑΓ   θαη   ΒΕ  είλαη  

παξάιιειεο . Σα  ηκήκαηα  πνπ  νξίδνληαη  πάλσ  ζηηο  ΑΓ  θαη  ΒΓ   από  ηηο  ΑΓ  θαη ΒΕ  

είλαη  ηα  ΑΟ , ΟΕ , ΟΒ , ΟΓ  όπνπ  Ο  ην  ζεκείν  ηνκήο  ησλ  δηαγσλίσλ . 

Αξθεί  λα  εμεηάζνπκε  ινηπόλ  αλ  είλαη :   
 


 

 .    

Δπεηδή  ΑΔ // ΒΓ  έρνπκε  όηη   :    
 


 

  (1) .  

Δπεηδή  ΔΕ // ΓΓ  έρνπκε  όηη   :    
 


 

   (2) .  

Αλ  πνιιαπιαζηάζνπκε  ηηο  (1) θαη (2)  θαηά  κέιε  έρνπκε  :   

     
    

     
    πξάγκα  πνπ  ζεκαίλεη  όηη  ΑΓ // ΒΕ .  

 

 

17) Μηα  επζεία  δηέξρεηαη  από  ηελ  θνξπθή  Α  ελόο  παξ/κνπ  ΑΒΓΓ  θαη  ηέκλεη  ηηο  

επζείεο  ΒΓ , ΓΓ   θαη  ΒΓ  ζηα  ζεκεία  Δ , Ε  θαη  Ζ  αληίζηνηρα . Να  δείμεηε  όηη  ην  

επζύγξακκν  ηκήκα  ΑΔ  είλαη  κέζε  αλάινγνο  ησλ  επζπγξάκκσλ  ηκεκάησλ  ΔΕ  θαη  ΔΖ .  

 

Λύζε  

 

 
 

Ζ  απαίηεζε  όηη  ην  επζύγξακκν  ηκήκα  ΑΔ  λα  είλαη  κέζε  αλάινγνο  ησλ  επζπγξάκκσλ  

ηκεκάησλ  ΔΕ  θαη  ΔΖ   ηζνδπλακεί   κε  ην  λα  δείμνπκε  όηη  : 
 


 

 .  

Θα  πξνζπαζήζνπκε  λα  δείμνπκε  ηελ  παξαπάλσ  ζρέζε  ρξεζηκνπνηώληαο  ηηο  

παξαιιειίεο   ηνπ  ζρήκαηνο  πνπ  καο  εμαζθαιίδεη  ην  παξ/κν . 

Δπεηδή    ΑΒ // ΓΕ    έρνπκε  όηη  :    
 


 

   (1)  . 

Δπεηδή   ΑΓ // ΒΓ     έρνπκε  όηη  :     
 


 

   (2)  .  

Από  ηηο  (1)  θαη   (2)  επεηδή  ηα  δεύηεξα  κέιε  είλαη  ίζα  ,  ζα  είλαη  θαη  ηα   

πξώηα  δειαδή    
 


 

  πνπ  είλαη  ε  δεηνύκελε  ζρέζε  . 



3ν ΠΡΟΣΤΠΟ ΛΤΚΔΗΟ ΗΛΗΟΤ 

 

Δπηκέιεηα : Άξεο Αεξάθεο 

18)  Μηα  επζεία  ε  δηέξρεηαη  από  ηελ  θνξπθή  Γ  ελόο  παξ/κνπ  ΑΒΓΓ  θαη  ηέκλεη  θαη  

ηέκλεη  ηηο  ΑΒ  θαη  ΑΓ  ζηα  ζεκεία  Δ  θαη  Ε  αληίζηνηρα .  Να  δείμεηε  όηη  :   

α) Αλ  ε  ε  δελ  ηέκλεη  ην  παξ/κν  ηόηε   :   1
 

 
 

 

β)  Αλ  ε  ε  ηέκλεη  ην  παξ/κν  ηόηε   :   1
 

 
 

 

 

Λύζε  

 
α)  ( ζρήκα  α)  )   

Δπεηδή  ΒΓ // ΑΕ   έρνπκε  όηη  :   
 


 

  (1)  

Δπεηδή  ΓΓ // ΑΔ   έρνπκε  όηη  :  
 


 

   (2)  

Με  (1) + (2)  έρνπκε  όηη   :  1
     

     
     

   

 

β 1 )  ( ζρήκα  β)  )   

Δπεηδή  ΒΓ // ΑΕ   έρνπκε  όηη  :   
 


 

  (1)  

Δπεηδή  ΓΓ // ΑΔ   έρνπκε  όηη  :  
 


 

   (2)  

Με  (1) - (2)  έρνπκε  όηη   :  1
     

     
     

   

β 2 )   ( ζρήκα  γ)  ) 

 
 



3ν ΠΡΟΣΤΠΟ ΛΤΚΔΗΟ ΗΛΗΟΤ 

 

Δπηκέιεηα : Άξεο Αεξάθεο 

Δπεηδή  ΒΓ // ΑΕ   έρνπκε  όηη  :   
 


 

  (1)  

Δπεηδή  ΓΓ // ΑΔ   έρνπκε  όηη  :  
 


 

   (2)  

Με  (1) - (2)  έρνπκε  όηη   :  1
     

     
     

 

Οη  δύν  πεξηπηώζεηο  β 1  θαη   β 2  ζπλνςίδνληαη  ζε  κηα  ζρέζε :  1
 

 
 

 

 

19)  Αλ  κηα  επζεία  δηέξρεηαη  από  ην  κέζν  πιεπξάο  ηξηγώλνπ  ΑΒΓ  θαη  ηέκλεη  ηηο  

επζείεο  ΑΒ  θαη  ΑΓ  ζηα  ζεκεία  Δ  θαη  Ε  αληίζηνηρα , λα  δείμεηε  όηη  :  
 


 

  

Λύζε  

 
Ζ  ζθέςε  είλαη  ε  εμήο  :   

1) Ζ ζρέζε  όπσο  δίλεηαη  δελ  ‘βνιεύεη΄ γηαηί  ελώ  ζην  πξώην  θιάζκα  έρσ  θνηλό  γξάκκα  

ην  Α , ζην  δεύηεξν  θιάζκα  δελ  έρσ  θνηλό  γξάκκα . 

Δλαιιάζζνληαο  ηε  ζέζε  ησλ  κέζσλ  όξσλ  ε δεηνύκελε  ζρέζε  γίλεηαη  

 


 
 ,  θαη  έηζη  θαη  ηα  δύν  θιάζκαηα  έρνπλ  θνηλό  γξάκκα .     

2) Όηαλ  ζε  κία  άζθεζε  κνπ  δεηνύλ  λα  δείμνπκε  κηα  ηζόηεηα  ιόγσλ  ( κε  ηε  κέρξη  

ηώξα  γλσζηή  ζεσξία  ) ,  δελ  έρνπκε  παξά  λα  ρξεζηκνπνηήζνπκε  ην Θ . Θαιή . Όκσο  ην  

Θ . Θαιή  ρξεηάδεηαη  παξάιιειεο  επζείεο  ,  πνπ  δελ  ππάξρνπλ  ζην  ζρήκα  .  Πξέπεη  

ινηπόλ  λα  δεκηνπξγήζνπκε  παξάιιειεο . Απηή ηελ παξαιιειία  όκσο  δελ  ζα  ηε  

δεκηνπξγήζνπκε  ζηελ  ηύρε  ,  αιιά  έηζη  ώζηε  λα  καο  εμππεξεηεί  ,  δειαδή  έηζη  ώζηε  

λα  πξνθύπηεη  ε  δεηνύκελε  ζρέζε .  Γηα  λα  δνύκε  ινηπόλ  πσο  ζα  δεκηνπξγήζνπκε  ηελ  

παξαιιειία πνπ ζέινπκε  ,  θνηηάδνπκε  ηα  ηκήκαηα  πνπ  κπαίλνπλ  ζηε  δεηνύκελε  ζρέζε 

. Σα  ηκήκαηα  απηά  είλαη  ηα  ΑΔ   θαη   ΒΔ  πνπ  αλήθνπλ  ζηελ   ΒΔ   θαη  ηα  ΑΕ , ΓΕ  πνπ  

αλήθνπλ  ζηελ  ΑΓ . Απηέο  ηηο  δύν  ηηο  ηέκλεη  ε  ΜΔ   ( όπνπ  Μ  κέζν  ηεο  ΒΓ )  . Απηή  

ινηπόλ   πνπ  ζα  θέξνπκε  ζα  πξέπεη  λα  είλαη  παξάιιειε  πξνο  ηελ  ΜΔ  θαη  λα  πεξλάεη  

από  ην  Α  πνπ είλαη ην θνηλό γξάκκα πνπ εκθαλίδεηαη ζηελ ζρέζε θαη δελ αλήθεη ζηε ΜΔ.  

Φέξλνπκε  ινηπόλ από ην Α παξάιιειε ζηελ  ΜΔ  πνπ  ηέκλεη  ηε  ΒΓ  ζην Γ .    

Δπεηδή  ΑΓ // ΜΔ  έρνπκε όηη :      
 


 

  (1)    θαη   
 


 

 (2)  

Από  (1)  θαη  (2)   θαη  αθνύ  ΜΒ = ΜΓ ( Μ κέζν )  έρνπκε  όηη  
 


 

. 



3ν ΠΡΟΣΤΠΟ ΛΤΚΔΗΟ ΗΛΗΟΤ 

 

Δπηκέιεηα : Άξεο Αεξάθεο 

20)  Από  ηελ  θνξπθή  Γ  θπξηνύ  ηεηξαπιεύξνπ  ΑΒΓΓ  θέξνπκε ηελ  παξάιιειε  πξνο   ηε  

ΑΒ  ,  ε  νπνία   ηέκλεη   ηε  ΒΓ  ζην  Δ . Οη  παξάιιειεο   από  ηα  Β  θαη  Δ  πξνο  ηηο  ΓΓ  

θαη  ΑΓ  ηέκλνληαη  ζην  Ε . Να  δείμεηε  όηη  ηα  ζεκεία  Α , Γ , Ε  είλαη  ζπλεπζεηαθά .  

 

 

Λύζε  

 

 
Θα αληηζηξέςνπκε  ην  εξώηεκα  θαη  κε  ππόζεζε  όηη  Α , Γ , Ε  ζπλεπζεηαθά  θαη  κε  όηη  

ΓΔ // ΑΒ , ΔΕ // ΑΓ  ,  ζα  δείμνπκε  όηη  ΒΕ // ΓΓ .  

Έηζη  από  ηε  κνλαδηθόηεηα  ηεο  παξαιιήινπ  από  ζεκείν  εθηόο επζείαο ε άζθεζε  ζα  

έρεη  ιπζεί . Αξθεί  ινηπόλ  λα  δείμνπκε  όηη  ΒΕ // ΓΓ  ή  ηζνδύλακα  αξθεί  λα  δείμνπκε  νη  

ΒΕ  θαη  ΓΓ  νξίδνπλ  ζε δύν  άιιεο  αλάινγα   ηκήκαηα  .  

Δπεηδή   ΓΔ // ΑΒ   έρνπκε  όηη  :  
 


 

  (1) . 

Δπεηδή   ΔΕ // ΑΓ  έρνπκε  όηη   :   
 


 

   (2) . 

Από  (1)  θαη  (2)  κε  πνιιαπιαζηαζκό  θαηά  κέιε  έρνπκε  όηη   :  
 


 

  πξάγκα  πνπ  

ζεκαίλεη  όηη  ΒΕ // ΓΓ .  

 

 

21)  Γίλεηαη  παξ/κν  ΑΒΓΓ  θαη  ην  ζεκείν  Δ  πνπ  δηαηξεί  εζσηεξηθά  ηε  δηαγώλην ΑΓ  ζε  

ιόγν  
1

3
 . Αλ  ε  επζεία ΓΔ  ηέκλεη  ηε  ΑΒ  ζην  Ε  θαη  ηελ  πξνέθηαζε  ηεο  ΒΓ ζην  Ζ  ,  λα  

δείμεηε  όηη  :    α) 
1

4
                     θαη                β)   

3

4
       

 

Λύζε  
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Ζ  έθθξαζε  ην  ζεκείν  Δ  πνπ  δηαηξεί  εζσηεξηθά  ηε  δηαγώλην ΑΓ  ζε  ιόγν  
1

3
  ζεκαίλεη  

όηη   :  
1

3





  Ζ  ζρέζε  απηή  από  γλσζηή  ηδηόηεηα  αλαινγηώλ  γίλεηαη  : 

  
1 1 1

3 1 3 4

  
    

   
        (1)            θαη  

   
1 1 3 4

3 3 3

   
    

  
      ή     

3

4





     (2)   . 

α)  Δπεηδή  ΑΕ // ΓΓ  έρνπκε  όηη  :  
1 1

4 4

 
     

 
     (  από  (1)  )  . 

β)  Δπεηδή  ΑΓ // ΓΖ  έρνπκε  όηη  :  
3 3

4 4

 
     

 
   ( από  (2)  )  . 

 

22)  Θεσξνύκε  ηξίγσλν  ΑΒΓ  θαη  ην  ζεκείν  Γ  πνπ  δηαηξεί  εζσηεξηθά  ηε  ΒΓ  ζε  ιόγν  

2

3
  .  Αλ  ε  δηάκεζνο  ΒΜ  ηνπ  ηξηγώλνπ  ηέκλεη  ηε  ΑΓ  ζην  Δ ,  λα  βξείηε  ην  ιόγν  ζηνλ   

νπνίν  ην  Δ  δηαηξεί  ηε  ΒΜ .  

Λύζε 

 
Ζ     έθθξαζε   λα  βξείηε  ην  ιόγν  ζηνλ   νπνίν  ην  Δ  δηαηξεί  ηε  ΒΜ   ηζνδπλακεί  κε  ην  

λα  ππνινγίζνπκε  ην  ιόγν  :   



 .Γηα  λα  κπνξέζνπκε  λα  ππνινγίζνπκε  ην  ιόγν  απηό  

πξέπεη  λα  έρνπκε  παξαιιειία  ώζηε  λα  εθαξκόζνπκε  ην  Θ . Θαιή . Γηα  ην  ιόγν  απηό  

θέξνπκε  από  ην  Μ  παξάιιειε  πξνο  ηελ  ΑΓ  πνπ  ηέκλεη  ηε  ΒΓ  ζην   Ε .  

΢ην  ηξίγσλν  ΑΓΓ  ην  Μ  είλαη  κέζν  ηεο   ΑΓ   θαη  επεηδή   ΜΕ // ΑΓ  πξνθύπηεη  όηη  θαη  

ην  Ε  είλαη  κέζν  ηεο   ΓΓ   ( γλσζηό  ζεώξεκα  από  5.3 ) . 

Αθνύ        Ε  είλαη  κέζν  ηεο   ΓΓ     έρνπκε  όηη   :   
1

2





 ή  

1

2
       (1) . 

Ζ  έθθξαζε  ην  ζεκείν  Γ  πνπ  δηαηξεί  εζσηεξηθά  ηε  ΒΓ  ζε  ιόγν  
2

3
  ζεκαίλεη  όηη   :  

2

3





  (2)  . Δπεηδή  ΜΕ // ΔΓ  έρνπκε  όηη  :  

2 4
2 2

1 3 3

2

   
      

  


   

πξάγκα  πνπ ζεκαίλεη  όηη  ην  Δ  δηαηξεί  ηε  ΒΜ  εζσηεξηθά  ζε  ιόγν  
4

3
  . 
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23)  Ζ  δηάκεηξνο  ΑΓ ηνπ  πεξηγεγξακκέλνπ  θύθινπ  ελόο  ηξηγώλνπ  ΑΒΓ  ηέκλεη  ηε  ΒΓ 

ζην  Δ . Από  ην  Δ  θέξνπκε  ηηο  θάζεηεο  ζηηο  ΑΒ  θαη  ΑΓ , πνπ  ηηο  ηέκλνπλ  ζηα  ζεκεία  

Ε  θαη   Ζ  αληίζηνηρα . Να  δείμεηε  όηη   

ΕΖ // ΒΓ  .  

 

 

Λύζε  

 

 
 

Γηα  λα  δείμνπκε  όηη  ΕΖ // ΒΓ αξθεί  λα  δείμνπκε  όηη  νξίδνπλ  ηκήκαηα  αλάινγα  πάλσ  

ζε  δύν  άιιεο  επζείεο  πνπ  ηέκλνπλ .  

 

Αξθεί  αο  πνύκε  λα  δείμνπκε  όηη   
 


 

 .  

 

Δπεηδή  ΑΓ  δηάκεηξνο  νη  γσλίεο  ˆ    θαη   ˆ    είλαη  νξζέο  σο  εγγεγξακκέλεο  πνπ  

βαίλνπλ  ζε  εκηθύθιην . 

 

Έηζη  είλαη  ΔΕ // ΒΓ  σο  θάζεηεο  ζηελ  ΑΒ   θαη   ΔΖ // ΓΓ  σο  θάζεηεο  ζηελ ΑΓ .  

 

Δπεηδή   ΔΕ // ΒΓ   έρνπκε  όηη  :  
 


 

    (1)  .  

 

Δπεηδή   ΔΖ // ΓΓ  έρνπκε  όηη  :   
 


 

    (2)  .  

 

Από  (1)   θαη   (2)   έρνπκε   όηη    :      
 


 

   πνπ  ζεκαίλεη  όηη   ΕΖ // ΒΓ. 
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24) ΢ην  παξαθάησ  ζρήκα  είλαη  ΚΛ // ΒΓ      θαη   ΛΜ // ΑΒ . 

Να  απνδείμεηε  όηη   α)  
  

 
  

     θαη    β) 1
 

 
 

   

 

 
Λύζε 

 

α)  Από  ην  ηξίγσλν  ΑΒΓ  θαη  από  ηελ  παξαιιειία  ησλ  ΚΛ // ΒΓ   

έρνπκε  όηη     
 


 

      (1) . Από  ην  ηξίγσλν  ΑΒΓ  θαη  από  ηελ  παξαιιειία  ησλ  

ΜΛ // ΒΑ    έρνπκε  όηη     
 


 

      (2) . 

Από   (1) , (2)  έρνπκε  όηη   
  

 
  

 . 

β)  Δίλαη    
 


 

  από  ηελ  παξαιιειία   ΜΛ // ΑΒ  ζην  ΑΒΓ   θαη  

έηζη  έρνπκε  1
      

     
     

   δειαδή 1
 

 
 

 . 

 

25)  Θεσξνύκε  ηξίγσλν  ΑΒΓ  , ηε  δηάκεζό  ηνπ  ΑΜ  θαη  ην  ηπραίν  ζεκείν  ηεο  Γ . Αλ  Δ 

,  Ε ,  είλαη  ζεκεία  ηεο  πιεπξάο  ΒΓ  ηέηνηα  ώζηε  ΑΒ // ΓΔ   θαη   ΑΓ // ΓΕ  λα  δείμεηε  

όηη  ε  ΓΜ  είλαη  δηάκεζνο  ηνπ  ηξηγώλνπ  ΓΔΕ .  

 

Λύζε  
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Δπεηδή   ΓΔ // ΑΒ   έρνπκε όηη   :   
 


 

     (1)  

 

Δπεηδή   ΓΕ // ΑΓ   έρνπκε  όηη  :     
 


 

    (2)  

Δπεηδή  ΑΜ  δηάκεζνο  ηνπ  ΑΒΓ   έρνπκε  όηη   :    ΜΒ = ΜΓ  (3)   

Από  (1) , (2)  έρνπκε  όηη   
 


 

    πνπ  κε  ηε  βνήζεηα  ηεο   (3)   

έρνπκε   όηη   ΜΔ = ΜΕ   πνπ  ζεκαίλεη  όηη   Μ  κέζν  ηεο  ΔΕ  θαη   

επνκέλσο  ε  ΓΜ  είλαη  δηάκεζνο  ηνπ  ΓΔΕ .   

 

 

26)  Θεσξνύκε  ηξαπέδην  ΑΒΓΓ  ( ΑΒ // ΓΓ )   θαη  νλνκάδνπκε  Ο  ην  ζεκείν  ηνκήο  ησλ  

δηαγσλίσλ  ηνπ .  Αλ   Δ   θαη   Ε   είλαη  ζεκεία  ηεο   ΑΒ   ώζηε  λα  είλαη   ΟΔ // ΑΓ   θαη   

ΟΕ // ΒΓ  λα  δείμεηε  όηη   ΑΔ = ΒΕ  .    

 

Λύζε   

 

 
 

Δπεηδή   ΟΔ // ΑΓ    ζην  ηξίγσλν  ΒΑΓ   έρνπκε  όηη    :  
 


 

   (1)  

Δπεηδή   ΟΕ // ΒΓ    ζην  ηξίγσλν  ΑΒΓ   έρνπκε  όηη    :   
 


 

   (2) 

Δπεηδή   ΑΒ // ΓΓ  έρνπκε  όηη   :   
 


 

   (3)   . 

Ζ  ζρέζε   (3)   καο  πιεξνθνξεί   όηη  νη  ζρέζεηο  (1)   θαη   (2)   έρνπλ   

ηα  πξώηα  ηνπο  κέιε  ίζα  θαη  επνκέλσο  θαη  ηα  δεύηεξα  ,  πξάγκα   

πνπ  ζεκαίλεη  όηη    
 


 

      θαη    άξα    είλαη  θαη         ΑΕ = ΒΔ  . 

Όκσο      .  

Δίλαη  ινηπόλ  πξάγκαηη    ΑΔ = ΒΕ  .  
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27)  Γίλεηαη  ηξίγσλν  ΑΒΓ  θαη  έλα  ζεκείν  Γ  ηεο  πιεπξάο  ΑΒ . ΢ηελ  πξνέθηαζε  ηεο  

ΑΓ  παίξλνπκε  επζύγξακκν    ΓΔ = ΒΓ    θαη   έζησ  Ε  ην  ζεκείν  ηνκήο  ηεο  ΓΔ  κε  ηε  

ΒΓ . Να  δείμεηε  όηη  ηα  επζύγξακκα  ηκήκαηα   ΕΓ  θαη  ΕΔ  είλαη  αληηζηξόθσο  αλάινγα  

πξνο  ηα  επζύγξακκα  ηκήκαηα  ΑΒ   θαη   ΑΓ .  

 

Λύζε  

 

 
Ζ  έθθξαζε   ηα  επζύγξακκα  ηκήκαηα   ΕΓ  θαη  ΕΔ  είλαη  αληηζηξόθσο  αλάινγα  πξνο  ηα  

επζύγξακκα  ηκήκαηα  ΑΒ   θαη   ΑΓ  ,  ζεκαίλεη  λα  δείμνπκε  όηη     .  

Αλ  ηε  δεηνύκελε  ζρέζε  ηε  κεηαηξέςνπκε  ζε  αλαινγία  ( πξνζέρνπκε  ηα  ηκήκαηα  πνπ  

κπαίλνπλ  ζηνλ  ίδην  ιόγν  λα  έρνπλ  θνηλό  γξάκκα )  έρνπκε   όηη   :  
 


 

   .       

Γηα  λα  δείμνπκε  απηήλ  ηελ  ηζόηεηα  ζα  εθαξκόζνπκε  ην  Θ . Θαιή  θαη  επνκέλσο  

ρξεηαδόκαζηε  κηα  παξαιιειία . Δπεηδή  ηέηνηα  ζην  ζρήκα  δελ  ππάξρεη , δεκηνπξγνύκε  

θαηάιιεια  κία  ,  θέξνληαο  από  ην  Γ  παξάιιειε  ζηε  ΒΓ   πνπ  ηέκλεη ηε   ΑΓ   ζην   Ζ .  

Έηζη   ζην  ηξίγσλν  ΓΔΖ   έρνπκε   όηη     :    
 


 

        (1)  

Δπίζεο  ζην  ηξίγσλν   ΑΒΓ   έρνπκε  όηη   :      
 


 

      (2)  

Σέινο  από  ηελ  ππόζεζε   έρνπκε  όηη   ΓΒ = ΓΔ  (3) .  

Ζ  ζρέζε  (3)  καο  πιεξνθνξεί  όηη  νη  (1)  θαη  (2)  έρνπλ  ηα   δεύηεξα  κέιε  ίζα  θαη  άξα  

θαη  ηα  πξώηα  ,  πξάγκα  πνπ  ζεκαίλεη  όηη  :  

 


 
   πνπ  κε  ‘ρηαζηί ’   έρνπκε  ην  δεηνύκελν         . 

 

 

28)  ΢ην  παξαθάησ  ζρήκα ηζρύεη  όηη   ΓΔ // ΒΓ  ,  ΔΕ // ΑΒ  ,  ΕΘ // ΑΓ . 

Να  δείμεηε  όηη    ΑΓ = ΘΒ  . 
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Λύζε 

 

Δπεηδή   ΓΔ // ΒΓ   έρνπκε  όηη   :   
 


 

   (1)   . 

Δπεηδή   ΔΕ // ΑΒ  έρνπκε  όηη   :   
 


 

    (2)   .   

Δπεηδή   ΘΕ // ΑΓ  έρνπκε  όηη  :    
 


 

    (3)  . 

΢πλδπάδνληαο   ηηο   (1 ) , (2) , (3)    έρνπκε  όηη   
 


 

   θαη  άξα    ΑΓ = ΒΘ .  

 

29) Από  ηελ  θνξπθή  Α  παξ/κνπ  ΑΒΓΓ  θέξνπκε  επζεία   ε  πνπ  ηέκλεη  ηηο  ΒΓ , ΒΓ , ΓΓ  

ζηα  ζεκεία   Δ  ,  Ε   θαη  Θ  αληίζηνηρα  .  Να   δείμεηε  όηη   :   
1 1 1

 
  

 .  

 

Λύζε   

 

 
Θα  ρξεζηκνπνηήζνπκε  ηηο  παξαιιειίεο  πνπ  καο  παξέρεη  ην  παξ/κν  γηα  λα   θηηάμνπκε  

ηζόηεηεο  πνπ  λα  ζπλδένπλ  ηα  ηκήκαηα  πνπ  καο  ελδηαθέξνπλ .  

 

Δπεηδή   ΑΓ // ΒΕ   έρνπκε  όηη  :   
 


 

   (1)  

 

Δπεηδή   ΑΒ // ΓΘ  έρνπκε  όηη   :   
 


 

  (2)  

 

Αλ  πξνζζέζνπκε  ηηο  (1)   θαη   (2)  θαηά  κέιε  έρνπκε   :   

 

1 1 1 1 1
1 ( ) 1

         
         

         

 
        

      

 

 

πνπ  είλαη  ε  δεηνύκελε  ζρέζε . 



3ν ΠΡΟΣΤΠΟ ΛΤΚΔΗΟ ΗΛΗΟΤ 

 

Δπηκέιεηα : Άξεο Αεξάθεο 

Λσμένες  αζκήζεις ζηα  θεωρήμαηα  διτοηόμων  

 

 

1) ΢ην  δηπιαλό  ζρήκα   ε  ΑΓ  είλαη  δηρνηόκνο  ηεο  γσλίαο  Α ; 

 

 
 

Λύζε  

 

Παξαηεξνύκε  όηη  
4 2

6 3


 


    θαη    

2

3





  . 

Δίλαη  δειαδή       
 


 

   ,  θαη  ζύκθσλα  κε  ην  αληίζηξνθν  ηνπ  ζεσξήκαηνο   

δηρνηόκσλ  ,  είλαη  πξάγκαηη  ΑΓ  δηρνηόκνο  ηεο  γσλίαο  Α . 

 

 

2)  ΢ην  νξζνγώλην  ηξίγσλν   ΑΒΓ  ( ˆ 90   ) ,  ε  ΒΓ   είλαη  δηρνηόκνο  ηεο  γσλίαο  Β . 

Να  ζπγθξίλεηε  ηα  επζύγξακκα  ηκήκαηα  ΑΓ  θαη   ΓΓ .  

 

 
 

Λύζε   

 

΢ύκθσλα  κε  ην  ζεώξεκα  εζσηεξηθήο  δηρνηόκνπ  έρνπκε  όηη   : 

 


 
            (1)     Δπεηδή  όκσο  ε  ΒΓ  είλαη  ππνηείλνπζα    είλαη   ΑΒ < ΒΓ  θαη  άξα   

1





 .΢ύκθσλα  ινηπόλ  κε  ηελ  (1)   είλαη  θαη   1


    


 .  
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3)  ΢ην  ηξίγσλν  ΑΒΓ  , κε  ΑΒ < ΑΓ , θέξνπκε  ηε  δηρνηόκν  ΑΓ . Να  ηνπνζεηήζεηε  ην  

θαηάιιειν  ζύκβνιν  ( > , = , <  )  ζε  θαζέλα  από  ηα  παξαθάησ  θελά .  

α)  ΓΒ …. ΓΓ             β)  ΓΒ …. ΑΒ             γ)   ΓΓ ….. ΑΓ  

 

Λύζε  

 

 
 

α)  ΢ύκθσλα  κε  ην  ζεώξεκα  εζσηεξηθήο  δηρνηόκνπ  έρνπκε  όηη   : 

 


 
            (1)     Από  ηελ  ππόζεζε      είλαη   ΑΒ < ΒΓ  θαη  άξα   1





 . 

΢ύκθσλα  ινηπόλ  κε  ηελ  (1)   είλαη  θαη   1


    


 .  

β)   ΢ην  ηξίγσλν  ΑΓΓ   ε   γσλία  1̂   είλαη  εμσηεξηθή  θαη  άξα  κεγαιύηεξε   

από  ηε  γσλία  
ˆ

ˆ
2


   . Άξα  θαη  ζην  ηξίγσλν   ΑΒΓ   επεηδή   

ˆ
ˆ

2


     είλαη  θαη   

1
ˆ ˆ   .Δπνκέλσο  θαη  γηα  ηηο  απέλαληη  πιεπξέο  ηνπο  είλαη   ΑΒ > ΓΒ .  

γ) Με αληίζηνηρνπο ζπιινγηζκνύ  κε  ην  β)  έρνπκε   2
ˆ ˆ    ,  νπόηε  είλαη  θαη  ΓΓ < ΑΓ  

 

 

4)    Φέξνπκε  ηηο  εμσηεξηθέο  δηρνηόκνπο  ΑΓ , ΒΔ   θαη   ΓΕ  ησλ  γσληώλ  ηξηγώλνπ  ΑΒΓ  

,  ζην  νπνίν  ηζρύεη   ΑΒ<ΑΓ<ΒΓ.  Να  γξάςεηε  ηνπο  παξαθάησ  ιόγνπο  σο  ζπλάξηεζε  

ησλ  πιεπξώλ  ηνπ  ηξηγώλνπ . α)  ....





              β)   ....





                  γ)  ....




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Δπηκέιεηα : Άξεο Αεξάθεο 

Λύζε  

 

΢ύκθσλα  κε  ην  ζεώξεκα  εμσηεξηθήο  δηρνηόκνπ  έρνπκε  όηη  :   

 

α)  








                      β)   









                  γ)  









 

 

 

 

5)  Μηα  επζεία  ε     δηέξρεηαη  από  ηελ  θνξπθή   Γ  ηξηγώλνπ  ΑΒΓ  θαη  ηέκλεη  ηηο  

δηρνηόκνπο  ΑΓ , ΑΔ  ηεο  γσλίαο   Α   θαη   ηελ   ΑΒ  ζηα  ζεκεία   Κ  ,  Μ   θαη    Λ   

αληίζηνηρα  .  Σα   ζεκεία   Γ , Λ , Κ , Μ  απνηεινύλ  αξκνληθή  ηεηξάδα  ;  

 
 

Λύζε  

 

΢ην  ηξίγσλν   ΑΛΓ   νη   ΑΚ   θαη   ΑΜ   εμαθνινπζνύλ  λα  είλαη  νη  δηρνηόκνη  ηεο  γσλίαο  

Α  θαη   Α  εμσηεξηθήο   αληίζηνηρα  . 

Απηό  ζύκθσλα  κε  ηε  ζεσξία  ζεκαίλεη  όηη  πξάγκαηη  ηα   ζεκεία   

 Γ , Λ , Κ , Μ     απνηεινύλ  αξκνληθή  ηεηξάδα   .    

 

 

 

6)  Σα  κήθε  ησλ  πιεπξώλ   ελόο  ηξηγώλνπ  ΑΒΓ  είλαη   α = 5 cm , β = 7 cm , γ = 8  cm .  

Αλ  θέξνπκε    ηελ  εζσηεξηθή  δηρνηόκν   ΑΓ   θαη  ηελ  εμσηεξηθή  δηρνηόκν  ΑΔ , λα  

ππνινγίζεηε  ηα  κήθε  ησλ   ΓΒ  ,   ΓΓ    ,   ΔΒ   θαη   ΔΓ .  

 

 

Λύζε  

 

΢ύκθσλα  κε  ηνπο  ηύπνπο    είλαη  :  

 

5 8 40 8 5 7 35 7
,

7 8 15 3 7 8 15 3

5 8 5 7
40 , 35

8 7 8 7

 

   

 

   

 
         

   

 
       

   
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7) ΢ε  ηξίγσλν  ΑΒΓ  ,  κε  ΑΒ < ΑΓ ,  θέξνπκε  ηε  δηρνηόκν  ΑΓ  θαη  ηε  δηάκεζν  ΑΜ . 

Να  δείμεηε  όηη  :   

α)  ΒΓ < 
2


β) Σν  ζεκείν  Γ  βξίζθεηαη  κεηαμύ  ησλ  Β  θαη  Μ   θαη   λα  ππνινγίζεηε  ηελ  

απόζηαζε  ηνπ  Μ  ζπλαξηήζεη  ησλ  κεθώλ  α , β , γ   ησλ  πιεπξώλ  ηνπ  ηξηγώλνπ  ΑΒΓ .  

 

Λύζε  

 

 
 

α)  Από  ην  ζεώξεκα  εζσηεξηθήο  δηρνηόκνπ  έρνπκε  : 

 

 


 
   θαη  επεηδή  από  ηελ  ππόζεζε  είλαη  ΑΒ<ΑΓ   έρνπκε  όηη   : 

 

1 2
2

 
            


  

 

 

β)  Από   ην   α)   έρνπκε  όηη   ΒΓ < 
2


   δειαδή    ΒΓ < ΒΜ   , πξάγκα  πνπ  ζεκαίλεη  όηη  

ην   Γ  βξίζθεηαη  κεηαμύ  ησλ   Β   θαη   Μ .   

 

Αλαδεηνύκε  ην  κήθνο   ηνπ  ηκήκαηνο   ΜΓ .    Δίλαη   

 

 ΜΓ = ΒΜ – ΓΒ   =  
( ) 2 2 ( )

2 2( ) 2( ) 2( ) 2( )

             

         

     
    

    
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Δπηκέιεηα : Άξεο Αεξάθεο 

8) Αλ  ζε  ηξίγσλν  ΑΒΓ  θέξνπκε  ηηο  δηρνηόκνπο   ΑΓ  θαη  ΒΔ  ,  λα  απνδείμεηε  όηη   

ηζρύεη  ΓΓ < ΓΔ   αλ   θαη     κόλν  αλ  ηζρύεη   ΑΓ > ΒΓ .  

 

Λύζε  

 
 

Υξεζηκνπνηώληαο  ηνπο  ηύπνπο  ηεο  ζειίδαο  183   έρνπκε   :  

 
     

   
            

 
 

 

9)   ΢ε  ηξίγσλν  ΑΒΓ  θέξνπκε  ηε  δηάκεζν  ΑΜ  θαη  ηηο  δηρνηόκνπο  ησλ  γσληώλ  ˆ    

θαη   ˆ   ,  νη  νπνίεο  ηέκλνπλ  ηηο  πιεπξέο  ΑΒ  θαη  ΑΓ   ζηα  ζεκεία   Γ   θαη  Δ   

αληίζηνηρα . Να   δείμεηε  όηη   ΓΔ // ΒΓ .  

 

Λύζε  

 
΢ύκθσλα  κε  ηελ  ηαθηηθή  πνπ  αθνινπζνύκε  ζε  ηέηνηεο  αζθήζεηο   ,  ζα  πξνζπαζήζνπκε  

λα   δείμνπκε  όηη  ε  ΓΔ  ρσξίδεη  ηηο  πιεπξέο  ΑΓ  θαη  ΑΒ   ζε  ίζνπο  ιόγνπο  .  

Δπεηδή   ζην  ΑΒΜ   ε   ΓΜ    είλαη   δηρνηόκνο   είλαη   :  
 


 

  (1)  

Δπεηδή   ζην  ΑΓΜ   ε   ΔΜ    είλαη   δηρνηόκνο   είλαη   :  
 


 

  (2)  

Δπίζεο  Μ  κέζν  πνπ  ζεκαίλεη  όηη   ΜΒ = ΜΓ (3) . 

Από  (1) , (2) , (3)  έρνπκε  όηη   
 


 

  πνπ  ζεκαίλεη  όηη   ΓΔ // ΒΓ . 
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10)   Οη  δηρνηόκνη  ησλ  γσληώλ  Α  θαη  Β  ελόο  παξ/κνπ  ΑΒΓΓ  ηέκλνπλ  ηηο  δηαγσλίνπο  

ΒΓ  θαη   ΑΓ   ζηα  ζεκεία   Γ  θαη  Δ  αληίζηνηρα  . Να  δείμεηε  όηη   

ΔΕ // ΑΒ . Πόηε  ηα  Γ  θαη  Δ  ηαπηίδνληαη  ;   

 
Λύζε  

΢ην  ηξίγσλν   ΑΒΓ   ε  ΑΔ  είλαη  δηρνηόκνο  .  Έηζη  είλαη  :  
 


 

  (1)  

΢ην  ηξίγσλν   ΑΒΓ   ε   ΒΕ  είλαη  δηρνηόκνο  .  Έηζη  είλαη  :  
 


 

  (2) 

Δπίζεο   ΑΓ = ΒΓ   (3)  σο  απέλαληη  πιεπξέο παξ/κνπ .  

Από  (1) , (2)  , (3)   έρνπκε  όηη    
 


 

   . 

Ζ  ηειεπηαία  ηζόηεηα  δειώλεη  όηη   ΔΕ // ΑΒ .  

Αλ  ηα  Δ  θαη  Ε  ηαπηίδνληαη  ,  ηόηε  νη  δηαγώληεο  ηνπ  παξ/κνπ  ζα  δηρνηνκνύζαλ  θαη   ηηο  

γσλίεο  ηνπ .  Κάηη  ηέηνην  ζπκβαίλεη  ζην  ξόκβν  θαη  θπζηθά  ζην  ηεηξάγσλν .  

 

 

11)  Έζησ  Γ  ην  κέζν  ηεο  πιεπξάο  ΑΓ  ηξηγώλνπ  ΑΒΓ . Αλ  ε  δηρνηόκνο  ηεο  γσλίαο   
ˆ   ηέκλεη  ηε  πιεπξά  ΒΓ  ζην   Δ  θαη  ηελ  πξνέθηαζε  ηεο  ΑΒ  ζην  Ε  ,  λα   δείμεηε  

όηη    :   
 


 

 

 

Λύζε   

 

 
΢ην  ηξίγσλν   ΒΓΓ   ε   ΓΔ  είλαη  εζσηεξηθή  δηρνηόκνο   θαη  επνκέλσο  ηζρύεη  

 


 
    (1)  .΢ην  ηξίγσλν   ΑΒΓ   ε   ΓΕ  είλαη  εμσηεξηθή  δηρνηόκνο   θαη  επνκέλσο  

ηζρύεη  
 


 

   (2)  .Δπίζεο   αθνύ  ην  Γ  είλαη  κέζν  είλαη   :   ΓΑ = ΓΓ  (3) . 

Από  (1) , (2) , (3)  έρνπκε  ην  δεηνύκελν    
 


 

  . 
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12) Γίλεηαη  ηζνζθειέο  ηξίγσλν  ΑΒΓ  κε  ˆ 135   .  

α)  Να  πξνζδηνξίζεηε  ηα  ζεκεία   Γ  θαη  Δ  ηεο  πιεπξάο  ΒΓ  ,  γηα  ηα  νπνία  ηζρύεη   :  

ˆ ˆ ˆ 45       .  

β)  Να  δείμεηε  όηη  θαζέλα  από  ηα   ηκήκαηα  ΒΓ  θαη  ΓΔ  είλαη  κέζε  αλάινγνο  ησλ  ΒΓ  

θαη  ΓΔ .  

 

Λύζε  

 

 
 

α)   Δίλαη  πξνθαλέο  όηη   ζα  ηζρύεη   ˆ ˆ 90     .  

Δπνκέλσο  ηα  δεηνύκελα  ζεκεία  πξνζδηνξίδνληαη   σο  ηα  ζεκεία  ηνκήο  ηεο  ΒΓ  κε  ηηο  

θαζέηνπο   ζηηο   ΑΓ   θαη  ΑΒ   ζην   Α .  

 

β)   Ζ  απαίηεζε  ηεο  άζθεζεο  ηζνδπλακεί  κε  ην  λα  δείμνπκε όηη  :   

β1)   
 


 

                     θαη              β2)       
 


 

          

β1)   ΢ην  ηξίγσλν   ΑΒΔ   ε   ΑΓ   είλαη  εζσηεξηθή  δηρνηόκνο  θαη  ζπλεπώο   ηζρύεη  όηη       

:           
 


 

      (1)  

΢ην  ηξίγσλν   ΑΓΓ  ε  ΑΒ  είλαη  εμσηεξηθή  δηρνηόκνο   θαη  επνκέλσο  ηζρύεη  

όηη      :            
 


 

      (2)        

Γηα  λα  δείμσ  ινηπόλ  ηελ  ηζόηεηα  πνπ  ζέισ  ,  αξθεί  νη  (1)   θαη  (2)  λα  έρνπλ  ηα   

δεύηεξα  κέιε  ίζα  .  Αξθεί  επνκέλσο  λα  είλαη   ΑΒ = ΑΓ   θαη   ΑΓ = ΑΔ . 

Όκσο   ΑΒ = ΑΓ   αθνύ   ΑΒΓ  ηζνζθειέο     θαη     ΑΓ = ΑΔ   αθνύ  ην ηξίγσλν   

ΑΓΔ   είλαη  ηζνζθειέο    ,  αθνύ   ˆ ˆ ˆ ˆ45 45          (  σο  εμσηεξηθέο ) .    

β2)   Με  όκνην  ηξόπν  απνδεηθλύεηαη   θαη  ε  άιιε  ηζόηεηα   .   
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13)   ΢ε  ηξίγσλν  ΑΒΓ   κε  ΑΒ   ΑΓ  ,  θέξνπκε ηε  δηρνηόκν  ΑΓ  θαη  έζησ  Μ  ην  κέζν  

ηεο  ΒΓ . Αλ  ε  παξάιιειε  από  ην  Μ  πξνο  ηε  ΑΓ  ηέκλεη  ηηο  ΑΒ   θαη   ΑΓ   ζηα   Δ  θαη   

Ε   αληίζηνηρα  ,  λα   δείμεηε όηη   :   

1
( )

2
      .  

Λύζε  

 

 

΢ην  ηξίγσλν  ΒΔΜ  ε       ΑΓ // ΜΔ   θαη  από  Θαιή  έρνπκε  :   
 


 

 (1) . 

 

΢ην  ηξίγσλν  ΑΒΓ   ε  ΑΓ   είλαη  δηρνηόκνο   θαη  άξα   ζύκθσλα  κε  ηνπο  γλσζηνύο  

ηύπνπο  είλαη  


 
 


 . 

Αλ  ινηπόλ  αληηθαηαζηήζνπκε  ζηελ  (1)  ην   


 
 


 ,  ΒΜ = 

2


 , ΒΑ = γ  

έρνπκε   :     
( )2

2 2


    

  

 

   
    



     

΢ην  ηξίγσλν   ΑΓΓ  όπνπ  ΑΓ//ΜΕ   έρνπκε  από  Θαιή  όηη  :
 


 

  (2)  . 

 

 Αλ  ινηπόλ  αληηθαηαζηήζνπκε  ζηελ  (2)  ην   


 
 


 ,  ΓΜ = 

2


 , ΑΓ = β έρνπκε   :     

( )2

2 2


    

  

 

   
    



   

 

Πξάγκαηη  ινηπόλ   ΒΔ = ΓΕ = 
1

( )
2 2

 
     .  

 



3ν ΠΡΟΣΤΠΟ ΛΤΚΔΗΟ ΗΛΗΟΤ 

 

Δπηκέιεηα : Άξεο Αεξάθεο 

14)  Αλ  ζε  έλα  ηξίγσλν  ΑΒΓ  ηζρύεη  όηη  ΑΒ + ΑΓ = 2 ΒΓ , λα  δείμεηε  όηη  ε  επζεία  

πνπ  δηέξρεηαη  από  ην  έγθεληξν  θαη  ην  βαξύθεληξν  ηνπ  ηξηγώλνπ  είλαη  παξάιιειε  

ζηε  ΒΓ .  

 

Λύζε  

  
Έζησ  ΑΓ,  ΑΜ  ε   δηρνηόκνο  θαη  ε  δηάκεζνο  ηνπ  ηξηγώλνπ  θαη  έζησ  Η  , Κ  ην    

έγθεληξν  θαη  ην  βαξύθεληξν  ηνπ  ηξηγώλνπ    αληίζηνηρα .  

Θέινπκε  λα  δείμνπκε  όηη   ΗΚ // ΒΓ   ή   ηζνδύλακα   όηη   ΗΚ // ΜΓ  .  

Απηό  ζα  ην  θαηνξζώζνπκε  αλ  δείμνπκε  όηη  ε  ΗΚ    ρσξίδεη  ηηο  πιεπξέο  ΑΓ  θαη  ΑΜ   

ζε  ίζνπο  ιόγνπο   .  Σειηθά    αξθεί  λα  δείμνπκε  όηη   
 


 

 . 

Όκσο  από  ηελ  ηδηόηεηα  ηνπ  βαξύθεληξνπ   είλαη   2





       (1)  . 

Δπίζεο  ζην  ηξίγσλν   ΑΒΓ  ε    ΒΗ   είλαη  δηρνηόκνο   ,  νπόηε  είλαη   :  

 

( )
2

     

  

 

   
    

 



         (2)         ,        αθνύ     


 
 


      

θαη  από  ηελ  ππόζεζε   β + γ  =  2α  . 

Από  (1)   θαη   (2)   έρνπκε  όηη    
 


 

   θαη   άξα   ΗΚ // ΒΓ  . 

 

15)  ΢ε  θύθιν  δηακέηξνπ  ΑΒ  θέξνπκε  ηηο  εθαπηνκέλεο  δ  θαη  ε ζηα  ζεκεία  Α   θαη   Β  

αληίζηνηρα  .  Ζ  εθαπηνκέλε   δ   ηνπ  θύθινπ   ζε  έλα  ζεκείν  ηνπ  Μ   ηέκλεη   ηηο  δ  θαη  ε  

ζηα   Γ  θαη   Γ    αληίζηνηρα   θαη  ηελ  πξνέθηαζε  ηεο  ΑΒ   ζην  Δ . Να  δείμεηε  όηη  ηα  

ζεκεία  Γ ,Γ  είλαη  ζπδπγή  αξκνληθά  ησλ  Μ , Δ .  

 

Λύζε  

 



3ν ΠΡΟΣΤΠΟ ΛΤΚΔΗΟ ΗΛΗΟΤ 

 

Δπηκέιεηα : Άξεο Αεξάθεο 

Όηαλ  ζε  κία  άζθεζε  καο  δεηνύλ  λα  δείμνπκε  όηη  2  ζεκεία   είλαη  ζπδπγή  αξκνληθά  2  

άιισλ ,  ηόηε  έλαο  ηξόπνο είλαη  λα  βξνύκε   έλα  ηξίγσλν  όπνπ  ηα  2  ζεκεία  λα  είλαη  

θνξπθέο  ηνπ  θαη  ηα   άιια  δύν  ηα  ίρλε  ηεο  εζσηεξηθήο  θαη  εμσηεξηθήο  δηρνηόκνπ  από  

ηε  ηξίηε  θνξπθή . Σόηε από  ηελ ζεσξία  εμαζθαιίδνπκε  ην  δεηνύκελν .  

Αλ  ινηπόλ  Ο  ην  θέληξν  ηνπ  θύθινπ  ,  ηόηε   αξθεί  λα  δείμνπκε  όηη  ζην  ηξίγσλν  ΜΟΔ  

νη  ΟΓ   θαη   ΟΔ   είλαη  ε  εζσηεξηθή  θαη  ε  εμσηεξηθή  δηρνηόκνο  αληίζηνηρα .  

Αξθεί  δειαδή  λα  δείμνπκε  όηη   
1 2

ˆ ˆ      θαη   3 4
ˆ ˆ   . 

Απηέο  όκσο  νη  ηζόηεηεο  πξνθύπηνπλ  εύθνια  από  ηελ  ηζόηεηα  ησλ  ηξηγώλσλ   ΟΜΓ = 

ΟΑΓ  ( νξζνγώληα  ,  ΟΓ θνηλή  θαη  ΟΜ =ΟΑ =ξ)  θαη   

ΟΜΓ =ΟΓΒ  ( νξζνγώληα  ,  ΟΓ  θνηλή  θαη  ΟΜ = ΟΒ = ξ ) .  

 

 

16)  Να  ππνινγίζεηε  ηηο  γσλίεο  ελόο  ηξηγώλνπ  ΑΒΓ  ,  αλ  είλαη  γλσζηό  όηη  ην  ύςνο  

ΑΓ  θαη  ε  δηάκεζνο   ΑΜ  ηξηρνηνκνύλ  ηε  γσλία  Α  ηνπ  ηξηγώλνπ . 

 

Λύζε  

 

 
Παξαηεξνύκε θαηά  αξρήλ  όηη  ην  ηξίγσλν   ΑΒΜ   είλαη  ηζνζθειέο  ,  αθνύ  ην  ύςνο  ΑΓ  

είλαη  θαη  δηρνηόκνο  .Δπνκέλσο   ΒΓ = ΓΜ = 2

2 2 4




     . 

΢ην  ηξίγσλν   ΑΓΓ   ,  ε   ΑΜ   είλαη  δηρνηόκνο   θαη  ζπλεπώο  από  ην  ζεώξεκα   

εζσηεξηθήο   δηρνηόκνπ   έρνπκε  όηη   :  
14

2

2





 
  

 
   ,  δειαδή 

2


   .  

Έηζη  ζην  νξζνγώλην  ηξίγσλν  ΑΓΓ  ε  θάζεηε  ΑΓ  είλαη  ην  κηζό  ηεο  ππνηείλνπζαο   ΑΓ  

,  πξάγκα  πνπ  ζεκαίλεη  όηη   ˆ 30   .Δπνκέλσο   ˆ 60 2 60 30        

Απηό  ζεκαίλεη  όηη   ˆ 3 3 30 90      

Σειηθά  ην  ΑΒΓ  είλαη  νξζνγώλην  ζην   Α   κε   ˆ 30     θαη    ˆ 60   . 

 


