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Πξνβνιή  επζπγξάκκνπ  ηκήκαηνο  ζε  επζεία  

 

 
Έζησ  κηα  επζεία   ε   θαη   έλα  ζεκείν  Α  ηνπ  επηπέδνπ .  

 

  Αλ  ην  ζεκείν   Α  αλήθεη  πάλσ  ζηελ  επζεία  ηόηε  ε  πξνβνιή  ηνπ  Α  ζηελ  ε  είλαη  ην  

ίδην  ην  ζεκείν  Α .  

 

  Αλ  ην  ζεκείν  Α  δελ  αλήθεη  ζηελ  επζεία  ε  ,  ηόηε  ε  πξνβνιή  ηνπ  Α  ζηελ  ε  είλαη  

ην  ίρλνο  ηεο  θαζέηνπ  από  ην   Α  ζηελ   ε  .  

 

Έηζη  ζην  παξαθάησ  ζρήκα  ε  πξνβνιή  ηνπ  Α   ζηελ  ε  είλαη ην  ζεκείν  Β .  

 

 
Έζησ  ηώξα  κηα  επζεία   ε   θαη   δύν  ζεκεία   Α   θαη    Β   έηζη  ώζηε  έλα  ηνπιάρηζηνλ  

από  ηα  Α  θαη   Β  λα  κελ  αλήθεη  ζηελ   ε . 

 

Πξνβνιή  ηνπ  επζπγξάκκνπ  ηκήκαηνο   ΑΒ  ζηελ   ε   είλαη  ην  επζύγξακκν ηκήκα  Α΄Β΄  

πνπ  ζρεκαηίδεηαη  από  ηηο  πξνβνιέο  Α΄   θαη    Β΄  ησλ  Α  θαη   Β   πάλσ  ζηελ   ε .  

 

Αλάινγα  ινηπόλ  κε  ηε  ζέζε  ησλ  Α  θαη   Β   σο  πξνο  ηελ  ε  έρνπκε  ηηο  εμήο   

πεξηπηώζεηο  .  
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Μεηξηθέο  ζρέζεηο  ζε  νξζνγώλην  ηξίγσλν  

 

 

Έζησ  νξζνγώλην   ηξίγσλν   ΑΒΓ   κε    ˆ 90     θαη    ΑΓ   ην  ύςνο  ηνπ  .  

 

 
 

Ηζρύνπλ  νη  αθόινπζεο  ζρέζεηο     :   
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Παξαηεξήζεηο   
 

1. Πξνζνρή  !!!    

 

Οη   παξαπάλσ  ηύπνη  ηζρύνπλ  κόλν  ζε  νξζνγώλην  ηξίγσλν  θαη  έρνπλ  απηήλ  ηε  

κνξθή  κόλν  όηαλ     ˆ 90   .  Αλ  νξζή  είλαη  ε  γσλία  Β   ή   Γ    ηόηε  νη  

παξαπάλσ  ηύπν  πξνζαξκόδνληαη  θαηάιιεια  .  Γηα   απηό  κελ  καζαίλεηε  ηνπο  

παξαπάλσ  ηύπνπο   κε  ηα   ζύκβνια   αιιά  κε  ιόγηα  όπσο  απηνί  

δηαηππώλνληαη  ζην   ζρνιηθό  βηβιίν . 

 

2. Οη  ηύπνη   (Α ) , (Β) , (Γ)  είλαη  ην  γλσζηό  ππζαγόξεην  ζεώξεκα  ην  νπνίν  

εθαξκόδεηαη  κόλν  ζε  νξζνγώληα  ηξίγσλα  .  Αλ  ινηπόλ  έρνπκε  έλα  ηπραίν  

ηξίγσλν  θαη  γηα  θάπνην  ιόγν  ζέινπκε  λα  ην  εθαξκόζνπκε  ,  ηόηε   

δεκηνπξγνύκε  νξζνγώλην  ηξίγσλν  θέξλνληαο  θάπνην  ύςνο  ή  γεληθά  κηα  θάζεηε 

.Οη  ηύπνη  απηνί  ππνινγίδνπλ  κηα  πιεπξά  ελόο  νξζνγσλίνπ  ηξηγώλνπ  αλ  

γλσξίδνπκε  ηηο  δύν  άιιεο  

 

3. Σα  ηκήκαηα   ΒΓ   θαη   ΓΓ   ζην  παξαπάλσ  ζρήκα  είλαη  νη  πξνβνιέο  ησλ  

θαζέησλ  πιεπξώλ  ΑΒ   θαη   ΑΓ   αληίζηνηρα  ζηελ  ππνηείλνπζα   ΒΓ .  Οη  

πξνβνιέο   απηέο   ππνινγίδνληαη  από  ηηο   (Γ )  θαη  (Δ)   αλ  θπζηθά  γλσξίδνπκε  

ηηο πιεπξέο  ηνπ  νξζνγσλίνπ . 

 

4. Ο  ηύπνο   (Ε)   ζπλδέεη  ην  ύςνο  πνπ  αληηζηνηρεί  ζηελ  ππνηείλνπζα  κε  ηηο  

πιεπξέο  ηνπ  νξζνγσλίνπ . 

 

5. Σε  έλα  ηέηνην  ζρήκα  όπσο  ην  παξαπάλσ  ζρεκαηίδνληαη   6   επζύγξακκα  

ηκήκαηα   ηα   ΑΒ , ΑΓ , ΒΓ , ΑΓ , ΒΓ , ΓΓ  .   

Αλ  μέξνπκε   2   νπνηαδήπνηε  από  απηά   από  απηά   βξίζθνπκε  ηα  ππόινηπα  

κε  ηε  βνήζεηα  ησλ  παξαπάλσ  ηύπσλ   . 

 

    6.  Όηαλ  μέξνπκε   ηηο  πιεπξέο  ελόο  ηξηγώλνπ  κπνξνύκε  λα                       

         δηαπηζηώζνπκε    αλ   είλαη  νξζνγώλην  εμεηάδνληαο  αλ  ηζρύεη  ην       

         Ππζαγόξεην   Θεώξεκα   .  πγθεθξηκέλα   ζπγθξίλνπκε  ην  ηεηξάγσλν   

         ηεο  κεγαιύηεξεο  πιεπξάο  κε  ην  άζξνηζκα  ησλ  ηεηξαγώλσλ  ησλ  δύν   

         άιισλ  θαη  αλ  είλαη  ίζα  ηόηε  είλαη  νξζνγώλην  δηαθνξεηηθά  όρη .    

 

    7.  ηηο  παξαπάλσ  ζρέζεηο  όηαλ  γξάθνπκε   έλα  επζύγξακκν  ηκήκα   

         ελλννύκε  ην  κήθνο   απηνύ  θαη  όρη  ην  ίδην  ην  επζύγξακκν  ηκήκα .  

         Καη  απηό  γηαηί  δελ  νξίδεηαη  ζαλ  πξάμε  ην γηλόκελν  επζπγξάκκσλ   

         ηκεκάησλ .   
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Λπκέλεο  αζθήζεηο 

 
1)   Μπνξνύλ νη  3,4,5 λα είλαη κήθε πιεπξώλ νξζνγσλίνπ ;  Ηζρύεη  ην  ίδην  γηα  ηνπο     4 , 5 

, 6  ; 

Λύζε   

 

 Δίλαη    5
2
=25  θαη   

3
2
+4

2
=9+16=25   δειαδή ηζρύεη όηη     5

2
=3

2
+4

2 
 .  

Δπνκέλσο  κπνξνύλ  λα  είλαη  πιεπξέο  νξζνγσλίνπ  ηξηγώλνπ . 

 

Δλώ αληίζεηα νη 4,5,6  δελ κπνξνύλ  αθνύ   6
2
=36   θαη  5

2
+4

2
=25+16=41 

 

2) Αλ  α  ε πιεπξά ελόο ηεηξαγώλνπ θαη δ ε  δηαγώληόο ηνπ λα δείμεηε όηη                          

    2   

 

Λύζε 

 

 
 

Δθαξκόδνπκε ην Ππζαγόξεην ζεώξεκα ζε έλα από ηα δύν νξζνγώληα ηξίγσλα πνπ 

ζρεκαηίδνληαη θαη έρνπκε   

 

δ
2 
= α

2
 + α

2  
   δειαδή     δ

2 
= 2α

2
    θαη   άξα    2   

 

3) ην  παξαθάησ ζρήκα λα δείμεηε όηη    δ
2 
= α

2
 + β

2
 +γ

2
   

 
 

Λύζε 

 

Σν Ππζαγόξεην ζην ηξίγσλν  ΑΒΓ  δίλεη   ΒΓ
2
 = β

2
 + γ

2 

Σν Ππζαγόξεην ζην ηξίγσλν  ΒΓΓ  δίλεη   δ
2
=  α

2
 + ΒΓ

2
 
 

Αλ ζπλδπάζνπκε ηηο δύν απηέο ζρέζεηο έρνπκε ην δεηνύκελν . 
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4)  ε ηζόπιεπξν πιεπξάο  α  θέξλνπκε ην ύςνο  π.  Να δείμεηε όηη    
3

2


   

Λύζε 

 
 

Δίλαη γλσζηό όηη ζε έλα ηζόπιεπξν ηξίγσλν  θάζε  ύςνο    είλαη θαη δηάκεζνο . 

Δπνκέλσο ζην παξαπάλσ ζρήκα  είλαη  ΒΓ = α  θαη   ΒΓ = 
2 2


  

 

Αλ ινηπόλ εθαξκόζνπκε ην Ππζαγόξεην ζην ηξίγσλν  ΑΒΓ  έρνπκε 

 

2 2 2( )
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2
2 2
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5) Να εμεηάζεηε αλ ην ηξίγσλν ΑΒΓ ηνπ παξαθάησ ζρήκαηνο είλαη νξζνγώλην 

 
 

 

Λύζε 

 

Γηα λα ειέγμσ αλ είλαη νξζνγώλην πξέπεη λα μέξσ ηηο πιεπξέο ηνπ. 

 

Απηέο όκσο κπνξνύλ λα βξεζνύλ αλ εθαξκόζνπκε ην Ππζαγόξεην ζηα ηξίγσλα    ΑΒΓ   θαη    

ΑΓΓ.   

 

Από ην ΑΒΓ   έρνπκε   
2 2 212 9 144 81 225        δειαδή  ΑΒ = 15 
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Από ην  ΑΓΓ  έρνπκε    2 2 216 12 256 144 400       δειαδή  ΑΓ = 20 

 

ην ηξίγσλν ΑΒΓ ε κεγαιύηεξε πιεπξά είλαη πξνθαλώο ε  ΒΓ= 16+9=25   

 

θαη  είλαη   ΒΓ
2
 =25

2
 =625 

 

θαη  ΑΒ
2
 + ΑΓ

2
 =225+400=625 

 

 

Δπνκέλσο  ΒΓ
2
 = ΑΒ

2
 + ΑΓ

2  
  πνπ ζεκαίλεη όηη ην ΑΒΓ είλαη  

 

νξζνγώλην  κε νξζή γσλία ηελ  Α.  

 

6)  Να  ππνινγίζεηε  ηελ  ππνηείλνπζα  ζην  παξαθάησ  ζρήκα   

 

 
 

Λύζε   

 

Σν  ηξίγσλν  είλαη  νξζνγώλην   κε   ˆ 60    .   

 

Απηό  ζεκαίλεη  όηη   ˆ 30    .   

 

Δίλαη  γλσζηό  όηη  αλ  έλα  νξζνγώλην  ηξίγσλν  έρεη  κηα  γσλία  30   κνίξεο  ηόηε  ε  

απέλαληη  θάζεηε  είλαη  ην  κηζό  ηεο  ππνηείλνπζαο  . 

 

Αλ  ινηπόλ  ε  πιεπξά   ΑΓ  είλαη  ρ  ηόηε  ε  ππνηείλνπζα   ΒΓ  είλαη  2ρ . 

 

Σν   Ππζαγόξεην  ζεώξεκα  ινηπόλ  ζα  καο  δώζεη  

 
2 2 2 2 2 2 2

2 2

(2 ) (3 3) 4 9 3

3 27 9 3

   

  

           

    
   

Δπνκέλσο  ε  ππνηείλνπζα  είλαη  6 .  
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7)  ην  παξαθάησ  ζρήκα  ε  αθηίλα  ηνπ  θύθινπ  είλαη   5   θαη  ην  ΒΓ  είλαη  2 . Να  βξείηε  

ην  ηκήκα  ΓΓ  .   

 

 
 

Λύζε  

 

Καηά  αξρήλ  παξαηεξνύκε  όηη  ην  ηξίγσλν   ΑΒΓ  είλαη  νξζνγώλην  αθνύ   ε  γσλία   ˆ    

είλαη   νξζή  σο  εγγεγξακκέλε  πνπ  βαίλεη  ζε  εκηθύθιην . 

Ζ  άζθεζε  ινηπόλ  αλάγεηαη  ζηνλ  ππνινγηζκό  ηεο  πξνβνιήο  ΒΓ  ηεο  θάζεηεο  πιεπξάο   

ΒΓ  ζηελ  ππνηείλνπζα   ΑΒ . 

 

Απηόο  ν  ππνινγηζκόο   ζα  γίλεη  από  ηνλ   ηύπν   (Σ)  πνπ  ζηελ  πεξίπησζή  κνπ  παίξλεη  

ηε  κνξθή  : 

 
2 2 28 2 16 4          

 

αθνύ    ΑΒ = 2 5 10     θαη   ΒΓ = 2 . 

 

8)  ην  παξαθάησ   ζρήκα   ηζρύεη  όηη  ΑΓ = 2ΑΒ . Να   βξείηε  πνηα  ζρέζε  ζπλδέεη  ηα  

ΒΓ  θαη  ΓΓ  . 

 

 
 

Λύζε  

 

Κάλνληαο   ρξήζε  ηνπ  ηύπνπ  (Ζ)  έρνπκε  όηη   :   

 
2 2 2

2 2 2

1
4

(2 ) 4 4

      
         

      
 

 

Άξα  ινηπόλ   ε  δεηνύκελε  ζρέζε  είλαη  ΓΓ = 4 ΓΒ .   
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9)  ην  παξαθάησ  θύθιν  θέληξν  Ο  ηζρύεη  όηη  ΑΒ // ΓΓ . Να  δείμεηε  όηη  
2 2 2     .  

 

 
 

Λύζε  

 

Σν  γεγνλόο  όηη    ΑΒ // ΓΓ    ζεκαίλεη  όηη   ˆ ˆ     σο  εληόο  ελαιιάμ .  πλεπώο  

θαη  γηα  ηηο αληίζηνηρεο  ρνξδέο  ηζρύεη  ην  ίδην  θαη  άξα   ΑΓ = ΒΓ .  

 

Έηζη  ε  δεηνύκελε  ζρέζε  γίλεηαη  
2 2 2      πνπ  πξνθαλώο  ηζρύεη  από  ην  

Ππζαγόξεην  Θεώξεκα  ζην   ΑΓΒ  πνπ  είλαη  νξζνγώλην  αθνύ   ˆ 90     σο  

εγγεγξακκέλε  πνπ  βαίλεη  ζε  εκηθύθιην .  

 

 

10)   ην  παξαθάησ  ζρήκα    νη  θύθινη  κε  θέληξα  Ο  θαη  Κ   εθάπηνληαη   εμσηεξηθά   

.Να  ππνινγίζεηε  ην   κήθνο   ρ   ηνπ  θνηλνύ  εμσηεξηθνύ  ηκήκαηνο   ΑΒ   . 

 

 
 

Λύζε  

 

Σν  ηεηξάπιεπξν   ΑΒΚΓ   είλαη  νξζνγώλην  αθνύ  έρεη  3 νξζέο  . 

 

Απηό  ζεκαίλεη  όηη   ΑΒ = ΚΓ =  ρ   ,  ΑΓ = ΚΒ = 6 . 

 

Δπίζεο    ΑΟ = 9  θαη  άξα   ΟΓ = 9 – 6 = 3 . 

 

Δθαξκόδνληαο  ην  Ππζαγόξεην  ζην   ΟΓΚ   έρνπκε  όηη   :   

 
2 2 2 2 215 3 225 9 216 216 6 36 6 6                     
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11)  Γίλνληαη  ηα   
2 2       ,        ,   

2 2        . 

 

      Τπάξρεη  νξζνγώλην  ηξίγσλν  κε  πιεπξέο  ηα  παξαπάλσ  κήθε  ;  

 

 

Λύζε   

 

 

Παξαηεξνύκε  όηη    

 
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2( ) ( )                         

 

πξάγκα  πνπ  ζεκαίλεη  όηη  ππάξρεη  θαη  ππνηείλνπζα  είλαη  ε  πιεπξά  ρ  . 

 

12)  Θεσξνύκε  νξζνγώλην  ηξίγσλν  ΑΒΓ  ( ˆ 90   ) θαη  ην  ύςνο  ΑΓ . Από  ηα  

ζρεκαηηδόκελα   6   επζύγξακκα  ηκήκαηα   ΑΒ , ΑΓ , ΒΓ , ΑΓ , ΒΓ , ΓΓ  ,  είλαη  γλσζηά  ηα  

2 . Να  βξείηε  ηα  ππόινηπα  4  ζηηο  παξαθάησ  πεξηπηώζεηο   

 

α) ΑΒ = 15     θαη   ΑΓ = 20                            β)   ΒΓ = 9   θαη   ΓΓ = 16  

 

 

γ) ΑΒ = 15    θαη   ΑΓ = 12                             δ)   ΑΓ = 12     θαη   ΓΓ = 16  

 

 

Λύζε  

 

 

 
 

α)  Από  ην  Ππζαγόξεην  έρνπκε  όηη    
2 2 2 2 2 2 215 20 625 25            

 

Δπίζεο   
2 215 25 9            

 

Έηζη     ΓΓ = ΒΓ – ΒΓ = 25 – 9 = 16  

 

Σέινο   
2 2 29 16 144 12          
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β)  Δίλαη   ΒΓ = ΒΓ + ΓΓ = 9 + 16 = 25  

 

Έηζη   2 2 225 9 225 15          

 

Καη     2 2 225 16 400 20           

 

Σέινο   2 2 29 16 144 12          

 

 

γ)  Από  ην  Ππζαγόξεην  ζην   ΑΒΓ   έρνπκε  όηη    

 
2 2 2 2 2 2 215 12 81 9            

 

Δπίζεο    2 215 9 25       

 

Έηζη   ΓΓ = ΒΓ – ΒΓ = 25 – 9 = 16 . 

 

Σέινο   είλαη   2 2 216 25 400 20           

 

 

δ)  Δίλαη   2 212 16 144 16 9        

 

Έηζη   ΒΓ = ΒΓ + ΓΓ = 9 + 16 = 25  

 

Δπίζεο   2 2 225 9 144 12          

 

Καη        2 2 225 16 400 20           

 

 

Παξαηήξεζε   

 

Οη  ηύπνη  πνπ  ζπλδένπλ  ηα  παξαπάλσ  επζύγξακκα  ηκήκαηα   καο  επηηξέπνπλ  λα   

ππνινγίδνπκε  ηα  4  από  απηά  ,  αλ  γλσξίδνπκε  2 νπνηαδήπνηε  από  απηά .  Δπίζεο  

κπνξνύκε  λα  αθνινπζήζνπκε  θαη  δηαθνξεηηθνύο  ηξόπνπο    ιύζεο  από  απηνύο  

παξαπάλσ . Γνθηκάζηε  κόλνη  ζαο  λα  ηα  βξείηε  κε  άιινπο  ηξόπνπο  ,  ώζηε  λα  

εμνηθεησζείηε   κε  ηνπο  ηύπνπο  . 
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13)    Να  ππνινγίζεηε  ην  ύςνο  θαη  ηηο  δηαγώληεο  ηζνζθεινύο  ηξαπεδίνπ  ΑΒΓΓ  κε  

βάζεηο   ΑΒ = 4   ,  ΓΓ = 10  θαη  κε  παξάιιειεο  πιεπξέο    5  . 

 

 

Λύζε  

 

 
 

Δίλαη  γλσζηό   όηη  ζε  έλα  ηζνζθειέο  ηξαπέδην    νη  δηαγώληεο  είλαη  ίζεο .  

 

Αξθεί  ινηπόλ  λα  ππνινγίζνπκε   ηε  κία  ,  έζησ  ηε  ΑΓ . 

 

Φέξλνπκε  ηα  ύςε  ΑΔ  θαη   ΒΕ  .   

 

Σα  ζρεκαηηδόκελα  νξζνγώληα  ηξίγσλα   ΑΓΔ  θαη  ΒΕΓ  είλαη  ίζα   αθνύ  είλαη  νξζνγώληα   

κε   ΑΓ = ΒΓ  ( ηζνζθειέο  )    θαη   ΑΔ = ΒΕ  ( σο  ύςε  ηξαπεδίνπ ) . 

 

πλεπώο   ΓΔ = ΓΕ .  

 

Σν  ΑΒΕΔ  είλαη  νξζνγώλην  θαη  άξα   ΑΒ = ΔΕ = 4 . 

 

Έηζη   ΓΓ = ΓΔ + ΔΕ + ΕΓ   δειαδή   10 = 2 ΓΔ + 4    δειαδή   ΓΔ = 3 . 

 

 

 Από  ην  Ππζαγόξεην  Θεώξεκα   ζην   ΑΓΔ   έρνπκε   όηη    

 
2 2 2 2 2 2 25 3 16 4               

 

 

 Από  ην  Ππζαγόξεην  Θεώξεκα   ζην   ΑΓΔ   έρνπκε   όηη    

 
2 2 2 2 2 2 24 7 65 65          
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14) Αλ  νη  δηαγώληνη  ηεηξαπιεύξνπ  ΑΒΓΓ  είλαη  θάζεηεο  λα  δείμεηε  όηη    

 
2 2 2 2            

Λύζε  

 
Δπεηδή  ε  δεηνύκελε  ζρέζε   ζπλδέεη  πιεπξέο  ζην  ηεηξάγσλν  ην  κπαιό  καο  πεγαίλεη  

ζην  Ππζαγόξεην  Θεώξεκα . 

Σελ  άπνςε  απηή  εληζρύεη  θαη  ε  ύπαξμε  νξζνγσλίσλ  ηξηγώλσλ . 

Δπεηδή  ηα  δεηνύκελα  αζξνίζκαηα  ζηα  δύν  κέιε  ηεο  δεηνύκελεο  ζρέζεο  δελ  

πξνθύπηνπλ  απηόκαηα  από  έλα  ηξίγσλν  ,  ζα  ππνινγίζνπκε  θάζε  έλα  μερσξηζηά  θαη  

ζα  πξνζζέζνπκε  θαηά  κέιε . 

 

 Ππζαγόξεην  Θεώξεκα    ζην   ΑΟΓ   :          2 2 2      (1)   

 

 Ππζαγόξεην  Θεώξεκα    ζην   ΑΟΒ   :          2 2 2      (2)   

 

 Ππζαγόξεην  Θεώξεκα    ζην   ΒΟΓ   :           2 2 2      (3)  

 

 Ππζαγόξεην  Θεώξεκα    ζην   ΓΟΓ   :            2 2 2      (4)   

 

Πξνζζέηνπκε  θαηά  κέιε  ηηο  (1)  θαη  (3)   θαη   έρνπκε   

 
2 2 2 2 2 2           (5)   

 

Πξνζζέηνπκε  θαηά  κέιε  ηηο  (2)  θαη  (4)   θαη   έρνπκε   

 
2 2 2 2 2 2           (6)   

 

Οη  (5)  θαη   (6)  έρνπλ  ηα  2
α
  κέιε  ίζα   ,  ζπλεπώο  θαη  ηα  1

α
   θαη  άξα    

 
2 2 2 2      
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15)  Να  απνδεηρζεί  όηη  ε  δηαθνξά  ησλ  ηεηξαγώλσλ  δύν  πιεπξώλ  ηξηγώλνπ  ηζνύηαη  κε  

ηε  δηαθνξά  ησλ  πξνβνιώλ  ηνπο  ζηε  ηξίηε  πιεπξά  .  

 

 

Λύζε   

 

 
 

Έζησ  ινηπόλ  ην  ηπραίν  ηξίγσλν   ΑΒΓ   .   

Θα  δείμνπκε  απηό  πνπ  καο  δεηάεη  ε  άζθεζε  γηα  ηηο  πιεπξέο   ΑΒ θαη  ΑΓ  

Υξεηαδόκαζηε  ηηο  πξνβνιέο  ησλ  ΑΒ  θαη  ΑΓ  ζηε  ΒΓ  ,  γηα  απηό  ην  ιόγν  θέξλνπκε  ην  

ύςνο  ΑΓ .  

Ζ  πξνβνιή  ηνπ  ΑΒ  ζηε  ΒΓ  είλαη  ε  ΒΓ  θαη   ηνπ  ΑΓ  ζηε  ΒΓ  είλαη  ε  ΓΓ 

 

Απηό  πνπ  δεηάεη  ε  άζθεζε  κε  ιόγηα  ,  καζεκαηηθά  εθθξάδεηαη  σο  εμήο  :  

 
2 2 2 2          ( δίλνπκε  απηή  ηε  κνξθή  γηαηί  όπσο  ζρεδηάζακε  ην  ηξίγσλν  

,  ε  πιεπξά   ΑΓ  είλαη   κεγαιύηεξε  από  ηε  ΑΒ ) . 

 

Δπεηδή  ε  δεηνύκελε  ζρέζε   ζπλδέεη  πιεπξέο  ζην  ηεηξάγσλν  ην  κπαιό  καο  πεγαίλεη  

ζην  Ππζαγόξεην  Θεώξεκα . 

Σελ  άπνςε  απηή  εληζρύεη  θαη  ε  ύπαξμε  νξζνγσλίσλ  ηξηγώλσλ . 

Δπεηδή  νη  δεηνύκελεο  δηαθνξέο ζηα  δύν  κέιε  ηεο  δεηνύκελεο  ζρέζεο  δελ  πξνθύπηνπλ  

απηόκαηα  από  έλα  ηξίγσλν  ,  ζα  ππνινγίζνπκε  θάζε  έλα  μερσξηζηά  θαη  ζα  

αθαηξέζνπκε  θαηά  κέιε . 

 

 Ππζαγόξεην  Θεώξεκα    ζην   ΑΒΓ   :   
2 2 2       (1)   

 

 Ππζαγόξεην  Θεώξεκα    ζην   ΑΓΓ   :   
2 2 2        (2)  

 

Από    (2) – (1)   έρνπκε όηη   :   

 
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2              . 
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16) Να  απνδεηρζεί  όηη  ζε  θάζε  νξζνγώλην  ηξίγσλν  ΑΒΓ  ( ˆ 90   )  ηζρύνπλ  νη  ζρέζεηο   

 

α)                                    θαη                     β)  
2 2 2

1 1 1

  
      

 

 

Λύζε  

 

 
 

 

α)  Ζ  δεηνύκελε  ζρέζε                 γξάθεηαη         , πνπ  αλ  ηε  

κεηαηξέςνπκε  ζε  αλαινγία   γίλεηαη   :  
 


 

  

 

Σε  ζρέζε  απηή  κπνξνύκε  λα  ηε  δείμνπκε  αλ   βγάινπκε  ηα  ηξίγσλα  ΑΒΓ  θαη   ΑΓΓ   

όκνηα  .  

 

Μα  απηά  είλαη  όκνηα  αθνύ   είλαη  νξζνγώληα   κε   ηε   γσλία  Γ  θνηλή . 

 

Έηζη  από  ηελ  ηζόηεηα  ησλ  ιόγσλ  ησλ πιεπξώλ   ηνπο  πξνθύπηεη  ε  δεηνύκελε  ζρέζε .  

 

 

β)  Θα  μεθηλήζνπκε  από  ην  1
ν
  κέινο  θαη  ζα  θαηαιήμνπκε  ζην  2

ν
  

 

Δίλαη   
2 2 2

2 2

2 2 2 2 2 2 2

1 1 1 1
( ) ( )

 

   

        


          

 

αθνύ   από  ην  Ππζαγόξεην  είλαη    2 2 2       θαη  από  πξνεγνύκελν  εξώηεκα  έρνπκε  

όηη  
1






   

 
       .   
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17)  Γίλεηαη  νξζνγώλην  ηξίγσλν  ΑΒΓ  ( ˆ 90   )   . Έζησ  Γ  ην  κέζν  ηεο  πιεπξάο   ΑΒ . 

Αλ  Δ   ε  πξνβνιή  ηνπ  Γ  ζηε  ΒΓ  λα  δείμεηε  όηη   

 
2 2 2        

 

Λύζε  

 

 
 

Δπεηδή  ε  δεηνύκελε  ζρέζε   ζπλδέεη  πιεπξέο  ζην  ηεηξάγσλν  ην  κπαιό  καο  πεγαίλεη  

ζην  Ππζαγόξεην  Θεώξεκα . 

Σελ  άπνςε  απηή  εληζρύεη  θαη  ε  ύπαξμε  νξζνγσλίσλ  ηξηγώλσλ . 

Δπεηδή  ε δεηνύκελε  δηαθνξά ζην 1
ν
   κέινο  ηεο  δεηνύκελεο  ζρέζεο  δελ  πξνθύπηεη  

απηόκαηα  από  έλα  ηξίγσλν  ,  ζα  ππνινγίζνπκε  θάζε  έλα  μερσξηζηά  θαη  ζα  

αθαηξέζνπκε  θαηά  κέιε . 

 

 

 Ππζαγόξεην  Θεώξεκα    ζην   ΒΓΔ   :     
2 2 2        (1)   

 

 Ππζαγόξεην  Θεώξεκα    ζην   ΓΔΓ   :      
2 2 2        (2)  

 

Από   (2)  -  (1)   έρνπκε  όηη    

 
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2                (3)  

 

Ζ   ζρέζε  (3)  έρεη  1
ν
  κέινο  ίδην  κε  ηεο  δεηνύκελεο  ζρέζεο  . Αξθεί  ινηπόλ  λα  

δείμνπκε  όηη   ην  2
ν
  κέινο  είλαη  ίζν  κε   

2  . 

 

Αθνύ   Γ  κέζν  είλαη   ΓΒ = ΓΑ  .  Έηζη  ε  δηαθνξά   
2 2 2 2      (4) . 

 

Όκσο  από  ην  Ππζαγόξεην  ζην   ΑΓΓ   έρνπκε  όηη   
2 2 2        (5) . 

 

Από  (3) , (4) , (5)  έρνπκε   όηη    
2 2 2       . 
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18)   ηελ  θάζεηε  πιεπξά  ΑΒ  νξζνγσλίνπ  ηξηγώλνπ   ΑΒΓ  ( ˆ 90   )  ζεσξνύκε  

ζεκείν  Γ   . Να  δείμεηε  όηη   2 2 2 2       .  

 

 

Λύζε  

 

 
 

     Δπεηδή  ε  δεηνύκελε  ζρέζε   ζπλδέεη  πιεπξέο  ζην  ηεηξάγσλν  ην  κπαιό  καο  πεγαίλεη  

ζην  Ππζαγόξεην  Θεώξεκα . 

Σελ  άπνςε  απηή  εληζρύεη  θαη  ε  ύπαξμε  νξζνγσλίσλ  ηξηγώλσλ . 

Δπεηδή  ηα  δεηνύκελα  αζξνίζκαηα  ζηα  δύν  κέιε  ηεο  δεηνύκελεο  ζρέζεο  δελ  

πξνθύπηνπλ  απηόκαηα  από  έλα  ηξίγσλν  ,  ζα  ππνινγίζνπκε  θάζε  έλα  μερσξηζηά  θαη  

ζα  πξνζζέζνπκε  θαηά  κέιε . 

 

 Ππζαγόξεην  Θεώξεκα    ζην   ΑΓΓ   :      
2 2 2         (1)  

 

 Ππζαγόξεην  Θεώξεκα    ζην   ΑΒΓ   :      
2 2 2         (2) 

 

Από  (1)  +  (2)  έρνπκε   όηη    
2 2 2 2        .   

 

 

19) Γίλεηαη  ηζνζθειέο  ηξίγσλν  ΑΒΓ  κε  βάζε  ΒΓ  θαη  ην  ύςνο    ηνπ   ΒΓ . Να   δείμεηε  

όηη   2 2 2 2 2 23 2          .  

 

Λύζε 
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     Δπεηδή  ε  δεηνύκελε  ζρέζε   ζπλδέεη  πιεπξέο  ζην  ηεηξάγσλν  ην  κπαιό  καο  πεγαίλεη  

ζην  Ππζαγόξεην  Θεώξεκα . 

Σελ  άπνςε  απηή  εληζρύεη  θαη  ε  ύπαξμε  νξζνγσλίσλ  ηξηγώλσλ . 

Δπεηδή  ηα  δεηνύκελα  αζξνίζκαηα  ζηα  δύν  κέιε  ηεο  δεηνύκελεο  ζρέζεο  δελ  

πξνθύπηνπλ  απηόκαηα  από  έλα  ηξίγσλν  ,  ζα  ππνινγίζνπκε  θάζε  έλα  μερσξηζηά  θαη  

ζα  πξνζζέζνπκε  θαηά  κέιε . 

 

 

 Ππζαγόξεην  Θεώξεκα    ζην   ΑΓΒ     :     
2 2 2       (1)   

 

 Ππζαγόξεην  Θεώξεκα    ζην   ΒΓΓ     :      
2 2 2      (2)   

 

Δπεηδή    ΑΒΓ   ηζνζθειέο   έρνπκε  όηη   ΑΒ = ΑΓ   θαη   ζπλεπώο  από  ηελ  (1)  έρνπκε  όηη    
2 2 2        (3)  . 

 

Με  πξόζζεζε  θαηά  κέιε  ησλ  (1) , (2) , (3)   έρνπκε   όηη   :   

 
2 2 2 2 2 23 2         

 

 

20) Αλ  νη  κε  παξάιιειεο πιεπξέο     ΑΓ   θαη   ΒΓ   ηξαπεδίνπ    ΑΒΓΓ  είλαη  θάζεηεο  ,  

ηόηε  ην  άζξνηζκα  ησλ  ηεηξαγώλσλ   ησλ  δηαγσλίσλ  ηνπ  είλαη  ίζν  κε  ην  άζξνηζκα  ησλ  

ηεηξαγώλσλ  ησλ  βάζεώλ  ηνπ .  

 

 

Λύζε  

 

 
 

Σν  δεηνύκελν  είλαη  λα  δείμνπκε  όηη    :   
2 2 2 2        

 

 Δπεηδή  ε  δεηνύκελε  ζρέζε   ζπλδέεη  πιεπξέο  ζην  ηεηξάγσλν  ην  κπαιό  καο  πεγαίλεη  

ζην  Ππζαγόξεην  Θεώξεκα . 

Σελ  άπνςε  απηή  εληζρύεη  θαη  ε  ύπαξμε  νξζνγσλίσλ  ηξηγώλσλ . 

Δπεηδή  ηα  δεηνύκελα  αζξνίζκαηα  ζηα  δύν  κέιε  ηεο  δεηνύκελεο  ζρέζεο  δελ  

πξνθύπηνπλ  απηόκαηα  από  έλα  ηξίγσλν  ,  ζα  ππνινγίζνπκε  θάζε  έλα  μερσξηζηά  θαη  

ζα  πξνζζέζνπκε  θαηά  κέιε . 
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 Ππζαγόξεην  Θεώξεκα    ζην   ΟΑΒ     :     2 2 2       (1)   

 

 Ππζαγόξεην  Θεώξεκα    ζην   ΟΓΓ     :     2 2 2       (2)   

 

 Ππζαγόξεην  Θεώξεκα    ζην   ΟΑΓ     :     2 2 2       (3)   

 

 Ππζαγόξεην  Θεώξεκα    ζην   ΟΓΒ     :     2 2 2        (4) 

 

Από   (1) + (2)   έρνπκε  όηη    2 2 2 2 2 2         (5)  

 

Από   (3) + (4)   έρνπκε  όηη    2 2 2 2 2 2         (6)  

 

Οη  (5) θαη  (6)  έρνπλ  ηα  2
α
  κέιε  ίζα  θαη  άξα  θαη  ηα  1

α
  θαη  ζπλεπώο   

 
2 2 2 2        ,  πνπ   είλαη  ην   δεηνύκελν .  

 

 

21)   Θεσξνύκε  ηξίγσλν  ΑΒΓ    ( ˆ 90   )  .   

Να  δείμεηε  όηη   α)    2 2 25          θαη        β)   
2 2 2 23

2
         

 

Λύζε   

 
 

Έζησ  ινηπόλ  ην  νξζνγώλην  ηξίγσλν  ΑΒΓ  θαη   νη  δηάκεζνί   ηνπ 

, ,          .   

 

Δπεηδή  ε  δεηνύκελε  ζρέζε   ζπλδέεη  πιεπξέο  ζην  ηεηξάγσλν  ην  κπαιό  καο  πεγαίλεη  

ζην  Ππζαγόξεην  Θεώξεκα . 

Σελ  άπνςε  απηή  εληζρύεη  θαη  ε  ύπαξμε  νξζνγσλίσλ  ηξηγώλσλ . 

Δπεηδή  ηα  δεηνύκελα  αζξνίζκαηα  ζηα  δύν  κέιε  ηεο  δεηνύκελεο  ζρέζεο  δελ  

πξνθύπηνπλ  απηόκαηα  από  έλα  ηξίγσλν  ,  ζα  ππνινγίζνπκε  θάζε  έλα  μερσξηζηά  θαη  

ζα  πξνζζέζνπκε  θαηά  κέιε . 

 

Ππζαγόξεην  ζην ΑΒΚ    :  
2

2 2 2 2 2 2 2 2( )
2 4

 

 
               (1)   
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Ππζαγόξεην  ζην ΑΓΛ    :  
2

2 2 2 2 2 2 2 2( )
2 4

 

 
                 (2) 

 

 (1) + (2)      
2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 4 4 5( )

4 4 4 4
 

       
   

   
          (3)   

 

Δπεηδή   ΑΜ  δηάκεζνο  πνπ  αληηζηνηρεί  ζηελ  ππνηείλνπζα  έρνπκε  όηη  
2

2

2 4
 

 
      (4)  

Από   (3)   θαη   (4)   έρνπκε   όηη     2 2 25         ,   αθνύ  2 2 2      . 

 

Δπίζεο   
2

2 2 2 2 2 2 23
5 6 6

4 2
     


              

 

 

22) Αλ  ΑΔ , ΑΕ    είλαη  αληίζηνηρα  νη  πξνβνιέο  δύν  ρνξδώλ  ΑΓ  θαη  ΑΓ   ελόο  θύθινπ  

ζηε  δηάκεηξν  ηνπ  ΑΒ  λα  δείμεηε  όηη  :  
2 2    

 

Λύζε 

 

 

Φέξλνπκε  ηηο  ΓΒ , ΓΒ  γηα  λα  εθκεηαιιεπηνύκε  ην  γεγνλόο  όηη  νη  γσλίεο  ˆˆ ,    

είλαη  νξζέο  σο  εγγεγξακκέλεο  ζε  εκηθύθιην  ( πξνηείλνπκε  απηό  ην  ηέρλαζκα  λα  ην  

ζπκάζηε  ζε  αληίζηνηρεο  πεξηπηώζεηο ) .  

 

Από  ην  νξζνγώλην  ΑΒΓ  ( κε βάζε  ηνλ  ηύπν θάζεηε  ζην  ηεηξάγσλν = ππνηείλνπζα  επί  

πξνβνιή )  έρνπκε  :  
2     (1) . 

Οκνίσο  από  ην  νξζνγώλην  ΑΒΓ  έρνπκε  :  
2    (2) .  

Γηαηξώληαο  θαηά  κέιε  ηηο  (1) θαη  (2)  έρνπκε  :   

 
2

2

 
 

 

2 2    
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23)   ε  θάζε  νξζνγώλην  ηξίγσλν  κε  ˆ 90  λα   δείμεηε  όηη  :  22      

 

Λύζε 

 

Δίλαη  γλσζηό  όηη  ζε θάζε  νξζνγώλην  ηξίγσλν  ε  δηάκεζνο  πνπ  θαηαιήγεη  ζηελ  

ππνηείλνπζα  είλαη  ίζε  κε  ην  κηζό  ηεο  .πλεπώο  είλαη  
2




  . 

Δπίζεο  από  ην  Ππζαγόξεην  ζεώξεκα  έρνπκε  :  2 2 2    . 

Θεσξνύκε  όηη  ηζρύεη ε  δεηνύκελε  ζρέζε  θαη  κε  ηζνδπλακίεο  πάκε  ζε  θάηη  πνπ  

αιεζεύεη . Δίλαη   

 

2
2 2 2 2 2

22 2

2 2( ) 2 2 2
2 4

2 0 0 ΄



 
        

       

          

     

 

 

 
24)  Γίλεηαη  θύθινο   κε   θέληξν   Ο  θαη  ΑΒ  κηα  δηάκεηξόο  ηνπ . Έζησ  επίζεο  ν  θύθινο  

κε  δηάκεηξν  ΟΑ . Από  έλα  ζεκείν  Γ  ηεο  αθηίλαο   ΟΑ  θέξνπκε  ηε  θάζεηε  ζηελ  ΑΒ  ε  

νπνία  ηέκλεη  ην  κηθξό  θύθιν  ζην  Γ  θαη  ην  κεγάιν  ζην  Δ . Να  δείμεηε  όηη   

2    .  

 

 

Λύζε  

 

 
 

Σα  ηξίγσλα   ΑΓΟ   θαη   ΑΔΒ   είλαη  νξζνγώληα  αθνύ  νη  γσλίεο   ˆ ˆ 90       σο   

εγγεγξακκέλεο  πνπ  βαίλνπλ  ζε  εκηθύθιηα  .  

ην  νξζνγώλην  ινηπόλ  ηξίγσλν   ΑΔΒ   ηζρύεη   :   
2      (1)  

ην  νξζνγώλην  ινηπόλ  ηξίγσλν   ΑΓΟ   ηζρύεη   :   2      (2) 

Γηαηξώληαο   ηηο  (1)   θαη  (2)   θαηά  κέιε   έρνπκε    
2 2 2

2 2 2
2 2 2

     
         

     
 

 

αθνύ    ΑΒ = 2 ΑΟ  .   
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25)  ε  ηξίγσλν  ΑΒΓ  ηζρύεη  όηη   ˆ 90     θαη    
3

4



    .  Να  ππνινγίζεηε  ηηο  

γσλίεο  Β  θαη   Γ   ηνπ  ηξηγώλνπ  .   

 

 

Λύζε   

 

 
 

 Αο   ππνζέζνπκε   όηη    ˆ ˆ     .   

 

Φέξλνπκε  ηε  δηάκεζν  ΑΜ  γηα  ηελ  νπνία  είλαη  γλσζηό  όηη   
2


    . 

 

Δθαξκόδνπκε  ην  Ππζαγόξεην  ζην   ΑΓΜ   θαη  έρνπκε   όηη   :  

 
2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 23 3
( ) ( )
2 2 4 16 16 4

     
               

Βξήθακε  ινηπόλ  όηη   2

4 2 2


 

      . 

 

Έηζη  ζην  νξζνγώλην  ηξίγσλν  ΑΓΜ  ε  θάζεηε  ΓΜ  είλαη  ην  κηζό  ηεο  ππνηείλνπζαο   

ΑΜ   ,  πξάγκα  πνπ  ζεκαίλεη  όηη   ˆ 30   .  

 

Άξα   ˆ 60   .  

 

Όκσο  ην  ΑΜΒ   είλαη  ηζνζθειέο  θαη  ζπλεπώο   ˆ ˆ 60      . 

 

Δπνκέλσο  νη  γσλίεο   ηνπ  ηξηγώλνπ  είλαη   ˆ ˆ60 30    

 

 Αλ  ππνζέηακε  όηη   ˆ ˆ      ηόηε ζα  ήηαλ  ην  Μ  αξηζηεξά   θαη  ην  Γ  δεμηά   θαη   

ζα  είρακε  ˆ ˆ30 60    .  
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26)  Αλ  ηα  ηξίγσλα   ΑΒΓ   θαη   Α΄Β΄Γ΄  ( ˆ ˆ 90΄     )  έρνπλ  ˆ ˆ ΄     ,  ηόηε  λα  

δείμεηε  όηη    

α)  ΄ ΄ ΄                           β)  
1 1 1

΄΄ ΄     
            

 

Λύζε   

 

Αθνύ  είλαη  νξζνγώληα   κε   ˆ ˆ ΄       ζπκπεξαίλνπκε   όηη  είλαη  όκνηα .  

Έηζη  αλ   ι   ν  ιόγνο  νκνηόηεηάο   ηνπ  έρνπκε   όηη    

΄ ΄ ΄

  


  
    

 

α)  Ζ  δεηνύκελε  ζρέζε  ινηπόλ  γίλεηαη    
2 2 2( )΄ ΄ ΄ ΄ ΄ ΄ ΄ ΄ ΄ ΄ ΄ ΄                        

  αθνύ  από  ην  Ππζαγόξεην  έρνπκε  όηη   2 2 2΄ ΄ ΄     .  

 

β)   Θπκίδνπκε  όηη  ζε  θάζε  νξζνγώλην  ηξίγσλν   κε   ππνηείλνπζα  α   ηζρύεη  όηη   

        .  Έηζη  ινηπόλ  έρνπκε  

 

1 1 1

΄ ΄

΄ ΄ ΄ ΄

΄ ΄ ΄ ΄ ΄ ΄ ΄   

   

          


      

 

 

27)  Γίλεηαη  νξζνγώλην  ηξίγσλν  ΑΒΓ  θαη  ην  ύςνο  ηνπ  ΑΓ   πνπ  αληηζηνηρεί  ζηελ  

ππνηείλνπζα  .  Αλ   Δ  θαη   Ε   νη  πξνβνιέο  ηνπ  Γ  ζηηο   ΑΒ , ΑΓ  αληίζηνηρα   λα  δείμεηε  

όηη    

α)  
3                                         β)   

3

3

 


 
   

 

Λύζε  

 
 

Από  ην  ΑΒΓ  έρνπκε  όηη      (1)   θαη   
2     (2)  

Από  ην  ΑΓΒ  έρνπκε  όηη       (3)   

Από  ην   ΑΓΓ  έρνπκε  όηη     (4) 

Αλ  πνι/κε  ηηο  (2) , (3) , (4)  θαηά  κέιε  έρνπκε  όηη   
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4

4

   

  
 

 

Ζ  ηειεπηαία  ζρέζε  κε  ηε  βνήζεηα  ηεο  (1)   γίλεηαη    
4

3

  

  
        

 

β)  Από  ην  ΑΒΓ   έρνπκε  όηη   
2

2

 


 
   (5)  

Από  ηα   ΑΓΒ  θαη   ΑΓΓ  έρνπκε  όηη   2 2      

Οπόηε  κε  δηαίξεζε  θαηά  κέιε  έρνπκε   
2

2

2
( )

   
  

   
 

ε νπνία  κε  ηε  βνήζεηα  ηεο  (5)  γίλεηαη    

 
2 4 3

2

2 4 3
( )
     

    
     

  . 

 

 

28)  ε  ηξαπέδην  ΑΒΓΓ   είλαη   ˆ ˆ 90       θαη  νη  δηαγώληέο  ηνπ  ηέκλνληαη  θάζεηα  .  

Να  δείμεηε  όηη  ην  ηεηξάγσλν  ηνπ  ύςνπο  ηνπ  είλαη  ίζν  κε  ην  γηλόκελν  ησλ  βάζεώλ  

ηνπ .  

 

Λύζε  

 

 
 

Θα  δείμνπκε  όηη   
2    . 

 

Από  ην   ΑΒΓ   έρνπκε  όηη      (1)   θαη   
2     (2)   

 

Από  ην   ΑΒΓ   έρνπκε  όηη       (3)   θαη   
2    (4)  

 

Αλ  πνι/κε θαηά  κέιε  ηηο  (1)  θαη  (3)   έρνπκε   όηη  

 
2         

πνπ  κε  ηε  βνήζεηα     ησλ  (2)     θαη   (4)   έρνπκε  όηη    
2 2 2 2        
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Γελίθεπζε    Ππζαγνξείνπ   Θεσξήκαηνο  

 
   Θεώξεκα   νμείαο   γσλίαο    

 

Γηαηύπσζε 

 

Σν  ηεηξάγσλν   κηαο   πιεπξάο   ηξηγώλνπ  ,  πνπ  βξίζθεηαη   απέλαληη από  νμεία  γσλία  ,  

είλαη  ίζν  κε  ην  άζξνηζκα  ησλ  ηεηξαγώλσλ  ησλ  δύν  άιισλ  πιεπξώλ  ,  ειαηησκέλν  

θαηά  ην  δηπιάζην  γηλόκελν  ηεο  κηα  από  απηέο  επί  ηελ  πξνβνιή  ηεο  άιιεο  πάλσ   ζε  

απηή .  

 

 
 

Έηζη  ινηπόλ   γηα  ηελ  πιεπξά    α    ζηα  ζπγθεθξηκέλα  ζρήκαηα  κε  ηα  ζπγθεθξηκέλα   

γξάκκαηα   ηζρύεη  :       2 2 2 2                          

Αλάινγεο   ζρέζεηο   έρνπκε   θαη  γηα  ηηο  ππόινηπεο  πιεπξέο  . 

ην  παξαπάλσ  ζρήκα   θέξακε  ην  ύςνο  από  ηε  θνξπθή  Β   θαη  έηζη  πξνέθπςε  έλαο  

ηύπνο  όπνπ  κπαίλεη  ην  ηκήκα   ΑΓ   ,  δειαδή  ε  πξνβνιή  ηεο  πιεπξάο   γ   πάλσ  ζηε   β     

Δπίζεο   ζα  κπνξνύζακε  λα  θέξλακε  ην  ύςνο  από  ηελ  θνξπθή   Γ  θαη  λα  βξίζθακε  

έλαλ  άιιν  ηύπν  γηα ηελ  πιεπξά    α  όπνπ  ζα  έκπαηλε  ε  πξνβνιή  ηεο πιεπξάο   β  πάλσ  

ζηε  γ  .    

 

 Θεώξεκα   ακβιείαο   γσλίαο    

 

Γηαηύπσζε 

 

Σν  ηεηξάγσλν   κηαο   πιεπξάο   ηξηγώλνπ  ,  πνπ  βξίζθεηαη   απέλαληη από  ακβιεία  

γσλία  ,  είλαη  ίζν  κε  ην  άζξνηζκα  ησλ  ηεηξαγώλσλ  ησλ  δύν  άιισλ  πιεπξώλ  ,  

απμεκέλν  θαηά  ην  δηπιάζην  γηλόκελν  ηεο  κηα  από  απηέο  επί  ηελ  πξνβνιή  ηεο  άιιεο  

πάλσ   ζε  απηή .  
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Έηζη  ινηπόλ   γηα  ηελ  πιεπξά    α    ζηα  ζπγθεθξηκέλα  ζρήκαηα  κε  ηα  ζπγθεθξηκέλα   

γξάκκαηα   ηζρύεη  :       2 2 2 2                          

Αλάινγεο   ζρέζεηο   έρνπκε   θαη  γηα  ηηο  ππόινηπεο  πιεπξέο  . 

ην  παξαπάλσ  ζρήκα   θέξακε  ην  ύςνο  από  ηε  θνξπθή  Β   θαη  έηζη  πξνέθπςε  έλαο  

ηύπνο  όπνπ  κπαίλεη  ην  ηκήκα   ΑΓ   ,  δειαδή  ε  πξνβνιή  ηεο  πιεπξάο   γ   πάλσ  ζηε   β     

Δπίζεο   ζα  κπνξνύζακε  λα  θέξλακε  ην  ύςνο  από  ηελ  θνξπθή   Γ  θαη  λα  βξίζθακε  

έλαλ  άιιν  ηύπν  γηα ηελ  πιεπξά    α  όπνπ  ζα  έκπαηλε  ε  πξνβνιή  ηεο πιεπξάο   β  πάλσ  

ζηε  γ  .    

 

  Νόκνο    ζπλεκηηόλσλ   

 

Σα  δύν  ζεσξήκαηα   πνπ  είδακε   πξνεγνπκέλσο  θαη  ην  Ππζαγόξεην  Θεώξεκα   

ζπλνςίδνληαη  από  έλαλ  ηύπν  ,  πνπ  ιέγεηαη  ζεώξεκα  ζπλεκηηόλσλ  .   

 

Γηαηύπσζε 

 

Σν  ηεηξάγσλν  θάζε  πιεπξάο  ηξηγώλνπ  ηζνύηαη  κε  ην  άζξνηζκα  ησλ  ηεηξαγώλσλ  ησλ  

άιισλ  δύν  πιεπξώλ  ηνπ  ειαηησκέλν  θαηά  ην  δηπιάζην  γηλόκελν  ησλ  πιεπξώλ  απηώλ  

επί  ην  ζπλεκίηνλν  ηεο  πεξηερόκελεο  γσλίαο.  

 
 

Ηζρύνπλ  δειαδή  νη  παξαθάησ  ηύπνη  :   
2 2 2

2 2 2

2 2 2

ˆ2 (1)

ˆ2 (2)

ˆ2 (3)

   

   

   

   

   

   

 

 

Παξαηήξεζε  

 

Με  βάζε  ηνπο  παξαπάλσ  ηύπνπο  κπνξνύκε  λα  ππνινγίδνπκε : 

Α) κηα  πιεπξά  ελόο  ηξηγώλνπ  όηαλ  μέξνπκε  ηηο  άιιεο  δύν  θαη  ηελ  πεξηερόκελε  ζε  

απηέο  γσλία   

Β) ηηο  γσλίεο  ελόο  ηξηγώλνπ  όηαλ  μέξνπκε  θαη  ηηο  ηξεηο  πιεπξέο  ηνπ  
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Βαζηθέο   εθαξκνγέο 
 

 

1. Πξνζδηνξηζκόο   ηνπ  είδνπο  ησλ  γσληώλ  ελόο  ηξηγώλνπ   θαη  άξα  θαη  ηνπ  

ηξηγώλνπ   

 

ε  θάζε  ηξίγσλν  ΑΒΓ  ηζρύνπλ  νη  παξαθάησ  ηζνδπλακίεο   :   

 
2 2 2

2 2 2

2 2 2

ˆ 90

ˆ 90

ˆ 90

  

  

  

    

    

    

 

 

Έηζη  γλσξίδνληαο  ηα  κήθε  ησλ  πιεπξώλ  ελόο  ηξηγώλνπ  κπνξνύκε  λα  δηαπηζηώζνπκε    

ην  είδνο  ηεο  γσλίαο  πνπ  βξίζθεηαη  απέλαληη  από  θάζε  πιεπξά  .  

Δπίζεο  κπνξνύκε  λα  δηαπηζηώζνπκε  αλ   ην  ηξίγσλν  είλαη  νξζνγώλην  ,  νμπγώλην   ή   

ακβιπγώλην  ζπγθξίλνληαο  ην ηεηξάγσλν  ηεο  κεγαιύηεξεο  πιεπξάο  κε  ην  άζξνηζκα  ησλ  

ηεηξαγώλσλ  ησλ άιισλ δύν  .   

 

Παξάδεηγκα    

 

Να   βξείηε  ην  είδνο  ηεο  γσλίαο  πνπ  βξίζθεηαη  απέλαληη  από  ηε  κεγαιύηεξε  πιεπξά   ,  

όηαλ    

1)   α = 5  ,  β = 12  ,  γ = 13   ,  2) α = 4 , β = 5 , γ = 6   ,  3) α = 4 ,  β = 5 , γ = 7 

 

Λύζε   

 

1)  Γηα  ηε  κεγαιύηεξε  πιεπξά   γ   ,  είλαη   2 213 169     .   

     Δπίζεο    2 2 2 25 12 25 144 169         .    Δπεηδή   2 2 2      ,  ζπκπεξαίλνπκε  

όηη   ε  γσλία   Γ  είλαη  νξζή  θαη  ην  ηξίγσλν  νξζνγώλην .  

2)  Γηα  ηε  κεγαιύηεξε  πιεπξά   γ   ,  είλαη   2 26 36     .   

     Δπίζεο    2 2 2 24 5 16 25 41         .    Δπεηδή   2 2 2      ,  ζπκπεξαίλνπκε  όηη   

ε  γσλία   Γ  είλαη  νμεία  θαη  ην  ηξίγσλν  νμπγώλην .  

3)  Γηα  ηε  κεγαιύηεξε  πιεπξά   γ   ,  είλαη   2 27 49     .   

     Δπίζεο    2 2 2 24 5 16 25 41         .    Δπεηδή   2 2 2      ,  ζπκπεξαίλνπκε  όηη   

ε  γσλία   Γ  είλαη  ακβιεία  θαη  ην  ηξίγσλν  ακβιπγώλην  
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2.  Υπνινγηζκόο  ηνπ  κήθνπο   ηεο  πξνβνιήο  κηαο  πιεπξάο  πάλσ  ζε  κηα  άιιε  

πιεπξά  .  

 

 

Αλ   ιύζνπκε  ηνλ   ηύπν       2 2 2 2          σο   πξνο  ΑΓ   έρνπκε  όηη   

 
2 2 2

2

  



 
    ,  από  όπνπ  ππνινγίδνπκε  ηελ  πξνβνιή  ηεο  πιεπξάο  γ   πάλσ  ζηε  β  

ζηελ  πεξίπησζε  πνπ  ε  πιεπξά  Α  είλαη  νμεία   .   

 

Γεληθά  γηα  ηε  εύξεζε  πξνβνιήο  κηαο  πιεπξάο  ελόο  ηξηγώλνπ  ζε  κηα  άιιε  πιεπξά  ηνπ  

ηξηγώλνπ  εθαξκόδνπκε   Θεώξεκα  νμείαο  ή  ακβιείαο  γηα  ηελ  ηξίηε  πιεπξά . Γηα  λα  

δνύκε  πνην  όκσο  από  ηα  δύν  ζεσξήκαηα  ζα  εθαξκόζνπκε  , πξέπεη  πξώηα  λα  

πξνζδηνξίζνπκε  ην  είδνο  ηνπ  ηξηγώλνπ .  

 

 

Παξάδεηγκα   

 

Σα   κήθε  ησλ  πιεπξώλ  ελόο  ηξηγώλνπ  είλαη   α = 8   ,   β = 6  ,  γ = 5  . 

Να  ππνινγίζεηε  ηηο  πξνβνιέο  ηεο   πιεπξάο  ΑΒ  ζηηο  πιεπξέο   ΑΓ  θαη  ΒΓ. 

 

 

Λύζε  

 

Γηα  λα  ππνινγίζνπκε  ηηο  δεηνύκελεο  πξνβνιέο  ζα  ρξεζηκνπνηήζνπκε  ή  ην  Θεώξεκα  

νμείαο  γσλίαο   ή  ην  Θεώξεκα   ακβιείαο  γσλίαο  .  

 

Γηα  λα  δνύκε  πνηνλ  από  ηνπο  δύν  ζα  ρξεζηκνπνηήζνπκε  πξέπεη  λα  μέξνπκε  αλ  ην  

ηξίγσλν  είλαη  νμπγώλην  ή  ακβιπγώλην .  

  

Απηό  ζα  ην  δνύκε  ζπγθξίλνληαο  ην  ηεηξάγσλν  ηεο  κεγαιύηεξεο  πιεπξάο  κε  ην  

άζξνηζκα  ησλ  ηεηξαγώλσλ  ησλ  δύν  άιισλ .  

 

Ζ  κεγαιύηεξε  πιεπξά  είλαη   ε   α  . 

 

Δίλαη   2 28 64     .  Δπίζεο     2 2 2 26 5 36 25 51        .  

 

Δπεηδή   2 2 2       ζπκπεξαίλνπκε  όηη   ε  γσλία  Α   είλαη  ακβιεία  θαη  θπζηθά  ην  

ηξίγσλν   ακβιπγώλην  .    

 

ρεδηάδνπκε    ινηπόλ  έλα  ηξίγσλν   ΑΒΓ   κε   ηε  γσλία   Α  ακβιεία   θαη  θέξλνπκε   ηα  

ύςε   ΑΓ   θαη   ΒΔ    ,   γηαηί  απηά  ηα  ύςε  θαηαιήγνπλ  ζηηο  πιεπξέο   πάλσ  ζηηο  

νπνίεο  καο  δεηνύληαη  νη  πξνβνιέο .    
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Ζ  πξνβνιή  ηεο  πιεπξάο   ΑΒ   ζηελ   ΑΓ   είλαη   ε    ΑΔ  .  

 

Ζ  πξνβνιή  ηεο  πιεπξάο   ΑΒ   ζηελ   ΒΓ   είλαη   ε    ΒΓ  .  

 

 

Από  ην   ζεώξεκα   ακβιείαο  γσλίαο   γηα   ηελ  πιεπξά   α  έρνπκε   

 
2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 8 6 5 1
2 2

2 2 6 4

  
       



   
              



 

 

Από  ην   ζεώξεκα   νμείαο   γσλίαο   γηα   ηελ  πιεπξά   β  έρνπκε   

 
2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 8 5 6 53
2 2

2 2 8 16

  
       



   
             


 

 

 

 

 

3. Να  ππνινγίδνπκε  ηα  κέηξα  ησλ  πςώλ  ελόο  ηξηγώλνπ  

 

ε  θάζε  ηξίγσλν   ΑΒΓ   ηζρύνπλ  νη  παξαθάησ  ηύπνη  :   

2
( )( )( )

2
( )( )( )

2
( )( )( )







       


       


       


   

   

   

 

όπνπ   η      ε   εκηπεξίκεηξνο ηνπ  ηξηγώλνπ   ,  δειαδή    
2

  


 
   .   

 



3ν ΠΡΟΣΤΠΟ ΛΤΚΔΗΟ ΗΛΗΟΤ  

 

Δπηκέιεηα : Άξεο Αεξάθεο  29 

Παξάδεηγκα   :  Να  ππνινγηζηνύλ  ηα  ύςε  ηζνζθεινύο  ηξηγώλνπ .   

 

Λύζε  

 

 

Δίλαη   
2

2 2

    


  
   

2 2 2
2 2 2 2

2 2 2 2 2 2
( )( )( ) ( )( )( )

2 2 2 2

2 2 2 2 4 2 1 1
4 4

2 2 2 2 4 4 2 2 2



       
          

 

         
   

  

   
        

  
          

 

 

 

2 2 2
2 2 2 2

2 2 2 2 2 2
( )( )( ) ( )( )( )

2 2 2 2

2 2 2 2 4 2 1
4 4

2 2 2 2 4 4 2 2 2

 

       
           

 

          
   

   

   
         

  
          

 

 

 

4. Υπνινγηζκόο   ηνπ  κέηξνπ  κηαο  γσλίαο  ηξηγώλνπ  ΑΒΓ  

 

 

Αλ  ιύζνπκε  θάζε  κία  από  ηηο    ζρέζεηο   ηνπ   Θεσξήκαηνο    πλεκηηόλσλ  σο  πξνο  ζπλ   

έρνπκε  :   

 
2 2 2 2 2 2 2 2 2

ˆ ˆ ˆ, ,
2 2 2

        
  

  

     
       

 

Δπίζεο  ζε  εηδηθέο  πεξηπηώζεηο  ν  ππνινγηζκόο  κηαο  γσλίαο  κπνξεί  λα  γίλεη  θαη  από  ηα  

ζεσξήκαηα  νμείαο  ή  ακβιείαο   γσλίαο  .   
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Παξάδεηγκα    

 

ε  ηξίγσλν   ΑΒΓ   είλαη   ΑΒ = 3  ,  ΒΓ = 7  ,  ΑΓ = 5  .  Να   βξείηε  ην  κέηξν  ηεο  

κεγαιύηεξεο  γσλίαο  ηνπ  .   

 

Λύζε  

 

 

1
νο

  ηξόπνο   :   Με  λόκν  ζπλεκηηόλσλ   

 

Ζ  κεγαιύηεξε  γσλία   είλαη   ε   Α  πνπ  βξίζθεηαη  απέλαληη  από  ηε  κεγαιύηεξε  πιεπξά   

ΒΓ .  

Δίλαη     
2 2 2 2 2 25 3 7 15 1ˆ

2 2 3 5 30 2

  




    
     

 
     

θαη    ζπλεπώο    
1ˆ 120 , 120
2

΄      

 

2
νο

  ηξόπνο      :   Με  ηε  βνήζεηα   ησλ  ζεσξεκάησλ  νμεία  ή  ακβιείαο   

 

Γηα  λα  δνύκε  πνηνλ  από  ηνπο  δύν  ζα  ρξεζηκνπνηήζνπκε  πξέπεη  λα  μέξνπκε  αλ  ην  

ηξίγσλν  είλαη  νμπγώλην  ή  ακβιπγώλην .  

Απηό  ζα  ην  δνύκε  ζπγθξίλνληαο  ην  ηεηξάγσλν  ηεο  κεγαιύηεξεο  πιεπξάο  κε  ην  

άζξνηζκα  ησλ  ηεηξαγώλσλ  ησλ  δύν  άιισλ .  

Ζ  κεγαιύηεξε  πιεπξά  είλαη   ε   α  . 

Δίλαη   2 27 49     .  Δπίζεο     2 2 2 25 3 25 9 34        .  

Δπεηδή   2 2 2       ζπκπεξαίλνπκε  όηη   ε  γσλία  Α   είλαη  ακβιεία  θαη  θπζηθά  ην  

ηξίγσλν   ακβιπγώλην  .    

ρεδηάδνπκε    ινηπόλ  έλα  ηξίγσλν   ΑΒΓ   κε   ηε  γσλία   Α  ακβιεία   θαη  θέξλνπκε   ην  

ύςνο   ΒΓ  .  

 

 
 

Έηζη  ινηπόλ   γηα  ηελ  πιεπξά    α     από  ην  ζεώξεκα  ακβιείαο   ηζρύεη  : 
2 2 2 2 2 22 7 5 3 2 5 49 25 9 10 10 15 1,5                 

 

Παξαηεξνύκε   ινηπόλ  όηη  ζην  νξζνγώλην  ηξίγσλν   ΑΒΓ    θάζεηε  πιεπξά   ΑΓ  είλαη  ην  

κηζό  ηεο  ππνηείλνπζαο    ΑΒ . Απηό  ζεκαίλεη  όηη   ˆ 30    ,   δειαδή    ˆ 60       ,  

δειαδή     ˆ 120   .         
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5. Υπνινγηζκόο  κηαο πιεπξάο  ελόο  ηξηγώλνπ  όηαλ  γλσξίδνπκε  ηηο  άιιεο  δύν  

θαη  ηελ  πεξηερόκελε  γσλία  ηνπο  

 

Δθαξκόδνπκε  λόκν  ζπλεκηηόλσλ  γηα  ηε  δεηνύκελε  πιεπξά . 

 

Παξάδεηγκα  

 

ε  ηξίγσλν  ΑΒΓ  είλαη  ΑΒ = 6  ,  ΑΓ = 8   θαη   ˆ 60   . Να  βξεζεί   ε  πιεπξά  ΒΓ .  

 

Λύζε  

 

Από  ην  λόκν  ζπλεκηηόλσλ  γηα  ηελ  πιεπξά  ΒΓ  έρνπκε  :   

 

2 2 2 2 2 2 21
2 60 6 8 2 6 8 52 52 2 13

2
                 

 

6. Γίλεηαη  κηα  γσλία  ελόο  ηξηγώλνπ  θαη  δεηείηαη  λα  απνδείμνπκε  κηα  ζρέζε  

θαη  αληηζηξόθσο  

 

Παξάδεηγκα  

 

ε  ηξίγσλν  ΑΒΓ  λα  δείμεηε  ηελ   παξαθάησ   ηζνδπλακία   

 
2 2 2ˆ 30 3          

Λύζε 

 

 Αλ  ˆ 30    ηόηε  από  λόκν  ζπλεκηηόλσλ  γηα  ηελ  πιεπξά   α  έρνπκε   

2 2 2 2 2 2 2 2 23
2 30 2 3

2
                       

 

 Έζησ      2 2 2 3       (1)   

 

Δθαξκόδνπκε  λόκν  ζπλεκηηόλσλ  γηα  ηελ  πιεπξά   α  θαη   έρνπκε   

 
2 2 2 ˆ2        (2) 

 

Από   (1) θαη  (2)  έρνπκε   2 2 2 2 3ˆ ˆ ˆ2 3 30
2
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Λπκέλεο  αζθήζεηο    
 

1)  Να   βξείηε  ην  είδνο  ησλ  γσληώλ  ηξηγώλνπ   ΑΒΓ  ,  γηα  ην  νπνίν  ηζρύεη   

 
2 2 2

2 2 2

2 2 2

3 3 3

) 2

)

)

)

   

   

   

   

 

 

 

 

 

 

Λύζε  

 

α)   Πξνθαλώο  ε  κεγαιύηεξε  πιεπξά   είλαη   ε   α  . 

Γηα  ηελ   κεγαιύηεξε  πιεπξά   ινηπόλ  ε  δνζείζα   ζρέζε  γίλεηαη    
2 2 2 2 22           πνπ   ζεκαίλεη  όηη  ε  γσλία    Α  είλαη  ακβιεία  θαη  ην  ηξίγσλν   

ακβιπγώλην .  

 

β)   Ζ  δνζείζα  ζρέζε   γίλεηαη   2 2 2       πνπ  ζεκαίλεη  όηη  ε  γσλία   Β  είλαη  νξζή  

θαη  ην  ηξίγσλν  νξζνγώλην .  

 

γ)   Ζ  δνζείζα  ζρέζε   γίλεηαη   2 2 2       πνπ  ζεκαίλεη  όηη  ε  γσλία   Β  είλαη  

ακβιεία  θαη  ην  ηξίγσλν  ακβιπγώλην .  

 

δ)  Πξνθαλώο  ε  κεγαιύηεξε  πιεπξά   είλαη   ε   α  . 

Γηα  ηελ   κεγαιύηεξε  πιεπξά   ινηπόλ  ε  δνζείζα   ζρέζε  γίλεηαη    
3 3 3 3 2 2 3 2 2 3 2 2 2 2 2( )                               

πνπ  ζεκαίλεη  όηη   ε  γσλία   Α  είλαη  νμεία  .  

Αθνύ  όκσο  ε   πιεπξά   α   είλαη  ε  κεγαιύηεξε  ,  ζα  είλαη  θαη  ε  γσλία   Α  ε  

κεγαιύηεξε . Καη  αθνύ  ε  κεγαιύηεξε  γσλία   είλαη  νμεία  ,  ην  ηξίγσλν  είλαη  νμπγώλην . 

 

2)  Να  ππνινγηζηεί  ε  κεγαιύηεξε  πιεπξά  ελόο  ηξηγώλνπ  ΑΒΓ  ,  ηνπ  νπνίνπ  ηα  κήθε  

ησλ  πιεπξώλ  ζπλδένληαη  κε  ηηο  ζρέζεηο   β = 2α  , γ = α 7  

 

Λύζε 

Δπεηδή   7  > 2   ,  ζπκπεξαίλνπκε   όηη   κεγαιύηεξε  πιεπξά  είλαη  ε  γ  . 

Δπνκέλσο  κεγαιύηεξε  γσλία  είλαη  ε   Γ  .  Γηα  ηνλ  ππνινγηζκό  ηεο   έρνπκε  δύν  

ηξόπνπο  .  

 

1
νο

  ηξόπνο      Με   λόκν  ζπλεκηηόλσλ  .Δίλαη   
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2

(2 ) ( 7) 4 7 2 1ˆ
2 2 2 4 4 2

         


    

      
        

θαη   ζπλεπώο      ˆ 120    . 
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2
νο 

  ηξόπνο      Με   ζεσξήκαηα   νμείαο  ή  ακβιείαο   γσλίαο   

 

Πξέπεη   λα  μέξνπκε  αλ  ε  γσλία  πνπ  ςάρλνπκε  είλαη  νμεία  ή  ακβιεία  γηα  λα  

ρξεζηκνπνηήζνπκε  ην  θαηάιιειν  ζεώξεκα  . 

 

Δίλαη   2 2 2( 7) 7       θαη     2 2 2 2 2 2 2(2 ) 4 5             .  

 

Δπνκέλσο   2 2 2       πξάγκα  πνπ  ζεκαίλεη  όηη  ε  Γ  είλαη  ακβιεία  .  

 
Από  ην  ζεώξεκα  ακβιείαο  γσλίαο  γηα  ηε  πιεπξά   Γ  έρνπκε   

 

2 2 2 2 2 2 22 7 4 2 2 4 2
2


                        

Έηζη   ζην  νξζνγώλην   ΒΓΓ   ηζρύεη   
2


    ,  πξάγκα  πνπ  ζεκαίλεη  όηη   

 

ˆ 30      ,   δειαδή    ˆ 60         ,      δειαδή          ˆ 120     . 

 

 

 

3)  ε  ηξίγσλν  ΑΒΓ   λα  δείμεηε   ηελ  ηζνδπλακία    2 2 2ˆ 60            

 

Λύζε   

 

1
νο 

 ηξόπνο        Με   ζεσξήκαηα   νμείαο  ή  ακβιείαο   γσλίαο   

 Έζησ  όηη   2 2 2         .  Θα  δείμνπκε  όηη      ˆ 60   . 

Πξέπεη   λα  μέξνπκε  αλ  ε  γσλία  πνπ  ςάρλνπκε  είλαη  νμεία  ή  ακβιεία  γηα  λα  

ρξεζηκνπνηήζνπκε  ην  θαηάιιειν  ζεώξεκα  . 

 

Δπεηδή   2 2 2 2 2 2              ζπκπεξαίλνπκε  όηη  ε  γσλία   Α είλαη  νμεία  . 
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Σν  ζεώξεκα  νμείαο  γσλίαο  γηα  ηε  πιεπξά    α   δίλεη  2 2 2 2       . 

πγθξίλνληαο  ηε  ζρέζε  απηή  κε  ηε  δνζείζα   ζρέζε   ζπκπεξαίλνπκε  όηη   

2


    . Έηζη   ζην  νξζνγώλην   ΑΒΓ   ηζρύεη   

2


    ,  πξάγκα  πνπ  ζεκαίλεη  όηη    

ˆ 30      ,   δειαδή       ˆ 60    . 

     

 Έζησ  όηη    ˆ 60    .  Θα  δείμνπκε  όηη   2 2 2          . 

 

Δπεηδή   ζην  νξζνγώλην   ΑΒΓ   είλαη   ˆ 60    ,  δειαδή   ˆ 30    έρνπκε  όηη   

2


    δειαδή   

2


     (1)  .  

Σν  ζεώξεκα  νμείαο  γσλίαο  γηα  ηε  πιεπξά    α   δίλεη  2 2 2 2        

πνπ  κε   ηε  βνήζεηα  ηεο  (1)   γίλεηαη    2 2 2       . 

 

 

2
νο

  ηξόπνο    Με   λόκν  ζπλεκηηόλσλ   κε  απιή  εθαξκνγή  ηνπ  ηύπνπ  γηα ηελ  πιεπξά   α    

 

 

  

4)  ε  ηξίγσλν  ΑΒΓ  λα δείμεηε ηελ  ηζνδπλακία  2 2 2ˆ 150 3           

 

Λύζε   

 

1
νο 

 ηξόπνο        Με   ζεσξήκαηα   νμείαο  ή  ακβιείαο   γσλίαο   

 

 Έζησ  όηη   2 2 2 3         .  Θα  δείμνπκε  όηη      ˆ 150   . 

 

Πξέπεη   λα  μέξνπκε  αλ  ε  γσλία  πνπ  ςάρλνπκε  είλαη  νμεία  ή  ακβιεία  γηα  λα  

ρξεζηκνπνηήζνπκε  ην  θαηάιιειν  ζεώξεκα  . 

Δπεηδή   2 2 2 2 2 23              ζπκπεξαίλνπκε  όηη  ε  γσλία   Α είλαη  

ακβιεία   . 

 
Σν  ζεώξεκα  ακβιείαο  γσλίαο  γηα  ηε  πιεπξά    α   δίλεη  2 2 2 2       . 

 

πγθξίλνληαο  ηε  ζρέζε  απηή  κε  ηε  δνζείζα   ζρέζε   ζπκπεξαίλνπκε  όηη   

3

2


    . Από  ην   Ππζαγόξεην   Θεώξεκα   ζην   ΑΒΓ   έρνπκε  όηη    
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2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 23 3

( )
2 4 4 2

   
                

Έηζη   ζην  νξζνγώλην   ΑΒΓ   ηζρύεη   
2


    ,  πξάγκα  πνπ  ζεκαίλεη  όηη    ˆ 30      

,   δειαδή       ˆ 150    . 

     

 Έζησ  όηη    ˆ 150    .  Θα  δείμνπκε  όηη   2 2 2 3          . 

 

Δπεηδή   ζην  νξζνγώλην   ΑΒΓ   είλαη    ˆ 150   ,  δειαδή  ˆ 30     έρνπκε  όηη    

2


  . Από ην Ππζαγόξεην Θεώξεκα  ζην ΑΒΓ  βξίζθνπκε όηη 

3

2


   

Σν  ζεώξεκα  ακβιείαο γσλίαο  γηα  ηε  πιεπξά    α   δίλεη  2 2 2 2        

πνπ  κε   ηε  βνήζεηα  ηνπ  όηη   
3

2


     γίλεηαη    2 2 2 3       . 

2
νο

  ηξόπνο    Με   λόκν  ζπλεκηηόλσλ   κε  απιή  εθαξκνγή  ηνπ  ηύπνπ  γηα ηελ  πιεπξά   α    

 

 

5)  Να   δείμεηε  όηη  ππάξρεη  νμπγώλην  ηξίγσλν   ΑΒΓ  κε  κήθε  πιεπξώλ   

α = 7     ,   β = 5   ,   γ = 4 2    θαη   λα   ππνινγίζεηε  ην  ύςνο   ΑΓ .  

 

Λύζε 

 

Καηά  αξρήλ  πξέπεη  λα  δείμνπκε  όηη  ππάξρεη  ηέηνην  ηξίγσλν  θαη  θαηόπηλ  λα  δείμνπκε  

όηη   είλαη  θαη  νμπγώλην . 

Σέηνην  ηξίγσλν  ππάξρεη   αθνύ    πξνθαλώο    β < γ < α  <  β + γ  ,  ηθαλνπνηείηαη  δειαδή  ε  

ηξηγσληθή  αληζόηεηα  .  

 

Γηα  ηελ  κεγαιύηεξε   πιεπξά  ηνπ  ηελ   α   έρνπκε  όηη    
2 27 49      θαη    2 2 2 25 (4 2) 25 32 57         . 

 

Ηζρύεη   δειαδή   όηη   2 2 2       πξάγκα  πνπ  ζεκαίλεη  όηη   ε  κεγαιύηεξε  γσλία  ηνπ  

είλαη  νμεία   θαη  ζπλεπώο   ην  ηξίγσλν  νμπγώλην .  

 

ρεδηάδνπκε  ινηπόλ  έλα  νμπγώλην  ηξίγσλν  θαη  θέξλνπκε ην  ύςνο ηνπ  ΑΓ .  

 

 
Γηα    ηνλ  ππνινγηζκό  ηνπ  ύςνπο  ΑΓ   έρνπκε  δύν  ηξόπνπο  . 
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1
νο

  ηξόπνο   

 

Από  ην  ζεώξεκα   νμείαο   γσλίαο   γηα  ηελ  πιεπξά   γ  έρνπκε 
2 2 2 2 2 2

2 2 2 7 5 (4 2)
2 3

2 2 7

  
   



   
        


 

Έηζη  από  ην  Ππζαγόξεην  Θεώξεκα  ζην   ΑΓΓ   έρνπκε  όηη   

 
2 2 2 2 2 2 25 3 16 4            

 

 

2
νο

  ηξόπνο    

Με  ρξήζε  ηνπ  ηύπνπ   
2

( )( )( )       


      θαη  πξάμεηο  .  

 

6)  ε  ηξίγσλν   ΑΒΓ   είλαη   ΑΒ = 2  ,  ΒΓ = 1 + 3    ,  ΑΓ = 6  .  

      Να  ππνινγίζεηε  ηε  γσλία    Β .  

 

Λύζε  

 

Πξέπεη   λα  μέξνπκε  αλ  ε  γσλία  πνπ  ςάρλνπκε  είλαη  νμεία  ή  ακβιεία  γηα  λα  

ρξεζηκνπνηήζνπκε  ην  θαηάιιειν  ζεώξεκα  . 

 

Δίλαη   2 2( 6) 6     .   

Δπίζεο    2 2 2 22 (1 3) 4 1 2 3 3 8 2 3            

Δίλαη  ινηπόλ   
2 2 2       πξάγκα  πνπ  ζεκαίλεη  όηη  ε  γσλία   Β  είλαη  νμεία  .  

ρεδηάδνπκε  ινηπόλ  έλα  νμπγώλην  ηξίγσλν  θαη  θέξλνπκε ην  ύςνο ηνπ  ΑΓ .  

 

 
 

Σν  ζεώξεκα  νμείαο  γσλίαο   γηα  ηελ  πιεπξά   β   δίλεη    
2 2 2 2 2 2

2 2 2 (1 3) 2 ( 6) 2 2 3
2 1

2 2(1 3) 2 2 3

  
   



     
          

 

Έηζη  ζην  νξζνγώλην  ηξίγσλν  ΑΒΓ   ε  θάζεηε  πιεπξά   ΒΓ   είλαη  ίζε  κε  ην  κηζό  ηεο  

ππνηείλνπζαο   ΑΒ  ,  πξάγκα  πνπ  ζεκαίλεη  όηη   ˆ 60    . 

 Ζ  άζθεζε  ζα  κπνξνύζε  λα  ιπζεί  θαη  από  ηνλ  ηύπν  
2 2 2

ˆ
2

  




 
    . 
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7)  Γίλεηαη  ηζνζθειέο ηξίγσλν  ΑΒΓ  ( ΑΒ = ΑΓ )  θαη  έζησ   ΒΓ   έλα  ύςνο  ηνπ .  Να  

δείμεηε  όηη   :  2 2      

 

 

Λύζε   

 

 
Γηαθξίλνπκε  πεξηπηώζεηο  γηα  ηε   γσλία   Α   γηαηί  νη  άιιεο  δύν  είλαη  ζίγνπξα  νμείεο  .     

 

 Αλ  ε  γσλία   Α  είλαη  νμεία    ( ζρήκα  α)   )   

 

Από  ην  ζεώξεκα   νμείαο   γσλίαο   γηα  ηε  πιεπξά   α   έρνπκε   :   

 
2 2 2 2 2 2 2 2

2 2

2 2 2 2

2 ( ) 2

              

      

  

 Αλ  ε  γσλία   Α  είλαη  ακβιεία    ( ζρήκα  β)   )   

 

Από  ην  ζεώξεκα   ακβιείαο   γσλίαο   γηα  ηε  πιεπξά   α   έρνπκε   :   

 
2 2 2 2 2 2 2 2

2 2

2 2 2 2

2 ( ) 2

              

      

 

 Αλ  ε  γσλία   Α  είλαη  νξζή   ( ζρήκα  γ)   )  

 

Σόηε  ην  ζεκείν  Γ  ηαπηίδεηαη  κε  ην   Α  ,  ε  πιεπξά   ΓΓ  είλαη  ε  ΑΓ   θαη  ε  δεηνύκελε  

ζρέζε   γίλεηαη    
2 22      θαη  πξνθύπηεη  από  ην  Ππζαγόξεην  Θεώξεκα   ζην   ΑΒΓ  

. 
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8)  ε  θάζε   ηξαπέδην  ΑΒΓΓ  κε  βάζεηο   ΑΒ   θαη  ΓΓ  ,  λα  δείμεηε  όηη    

 
2 2 2 2 2        

 

 

Λύζε  

 

 
 

 Κάλνπκε  ηελ  απόδεημε  ζεσξώληαο  όηη  νη  γσλίεο  Γ  θαη  Γ  είλαη  νμείεο  .  ε  

αληίζεηε  πεξίπησζε  ε  απόδεημε  είλαη  παξόκνηα  .  

 

 

Σθέςε   

 

Θέινπκε  λα  θηηάμνπκε  ην  άζξνηζκα   
2 2    . 

Σν  άζξνηζκα  απηό  δελ  πξνθύπηεη  από  έλα  ηξίγσλν .  

Θα  ππνινγίζνπκε   ην     2 2    μερσξηζηά  θαη  ζα  ηα  πξνζζέζνπκε  θαηά  

κέιε .  Γηα  λα  ηα  ππνινγίζνπκε  απηά  ζα  δνπιέςνπκε  ζηα  ηξίγσλα  ΑΓΓ  θαη  ΒΓΓ  

αληίζηνηρα  όπνπ  ζα  εθαξκόζνπκε  ηα  ζεσξήκαηα  νμείαο  γσλίαο  (  αθνύ  νη  γσλίεο  Γ  

θαη  Γ  είλαη  νμείεο  )  γηα  απηό  έρνπκε  θέξεη  θαη  ηα  ύςε   ΑΔ   θαη   ΒΕ  .  

 

Λύζε  

 

Σν  ζεώξεκα  νμείαο  ζην  ΑΓΓ  δίλεη   :  
2 2 2 2        (1)  

 

Σν  ζεώξεκα  νμείαο  ζην  ΒΓΓ  δίλεη   :  
2 2 2 2       (2)  

 

Με  πξόζζεζε  θαηά  κέιε  ησλ  (1)  θαη  (2)  έρνπκε  :   

 
2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2 ( )

2 2
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9)  Μηα  επζεία  παξάιιειε  πξνο  ηε  βάζε  ΒΓ  ηζνζθεινύο  ηξηγώλνπ  ΑΒΓ  ηέκλεη  ηηο  

πιεπξέο  ΑΒ  θαη  ΑΓ  ζηα  ζεκεία   Γ  θαη   Δ   αληίζηνηρα .  

Να  δείμεηε  όηη   :  
2 2      

 

Λύζε  

 
 

Σθέςε   

 

Εεηάκε  λα  ππνινγίζνπκε  ην   
2   .  Απηό  κπνξεί  λα  γίλεη  είηε  δεκηνπξγώληαο  

νξζνγώλην  ηξίγσλν  κε  πιεπξά  ηε  ΒΔ  θαη  εθαξκνγή  ηνπ  Ππζαγνξείνπ    είηε   

εθαξκόδνληαο  ην  ζεώξεκα  νμείαο  ή  ακβιεία  γσλίαο  ζε  ηπραίν  ηξίγσλν  κε  πιεπξά  ηε  

ΒΔ  . Δπεηδή  ζην  2
ν
  κέινο  ηεο  δεηνύκελεο   ζρέζεο   ππάξρεη  ην   

2   ζθεθηόκαζηε  λα  

δνπιέςνπκε  κε  ην  2
ν
  ηξόπν  ζην  ηξίγσλν  ΒΔΓ . Γηα  ηελ  εθαξκνγή  ηνπ  ζεσξήκαηνο  

ρξεηάδεηαη  λα  θέξνπκε  ην  ύςνο   ΔΕ . Δπίζεο  θέξλνπκε  θαη  ην  ΓΖ  έηζη  ώζηε  λα  

κεηαθέξνπκε  ηε  πιεπξά   ΓΔ  ( πνπ  ζέισ  λα   βάισ  ζηε  δεηνύκελε  ζρέζε  )   πάλσ  ζηε  

ΒΓ   (πνπ  ζα  κπεη  ζηε  ζρέζε  πνπ  ζα  θηηάμσ )  

 

Λύζε  

 

Από  ην  ηζνζθειέο  ΑΒΓ  ζπκπεξαίλνπκε  όηη  ε  γσλία  Γ  είλαη  νμεία  .  

 

Σα  ηξίγσλα   ΒΓΖ   θαη  ΓΔΕ   είλαη  ίζα   (  νξζνγώληα  κε   ˆ ˆ      θαη    

ΓΖ = ΕΔ    σο   ύςε  ηνπ  ηξαπεδίνπ   ΒΓΔΓ ) . πλεπώο   ΒΖ = ΓΕ  

 

Σν  ΓΔΕΖ  είλαη  πξνθαλώο  νξζνγώλην  θαη  άξα   ΓΔ = ΖΕ  . 

 

Σν  ζεώξεκα  νμείαο  γσλίαο  ζην   ΒΔΓ  γηα  ηε  πιεπξά  ΒΔ  δίλεη  :    

 
2 2 2 2 2

2 2

2 ( 2 ) ( )               
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10)  Γηα   νπνηνδήπνηε  ζεκείν  Γ  ηεο βάζεο  ΒΓ  ηζνζθεινύο  ηξηγώλνπ  ΑΒΓ λα  δείμεηε  

όηη   2 2      .  

 

 

Λύζε  

 

 

 
 

Σθέςε   

 

Θέινπκε  λα  ππνινγίζνπκε  ην  
2   . Δπεηδή  ζην  2

ν
  κέινο  ζέινπκε  λα  παξνπζηάζνπκε   

ην     
2  ,  ζθεθηόκαζηε  λα   δνπιέςνπκε  ζην  ηξίγσλν  ΑΒΓ  εθαξκόδνληαο  ην  

ζεώξεκα  νμείαο  ή  ακβιείαο   γσλίαο   γηα  ηε  πιεπξά  ΑΒ .  Γηα  λα  δνύκε  όκσο  πνην  

από  ηα  δύν  ζα  εθαξκόζνπκε  πξέπεη  λα  μέξνπκε  αλ   ε  γσλία   ˆ   είλαη  νμεία  ή  

ακβιεία  . Απηό  εμαξηάηαη  από  ηε  ζέζε  ηνπ  Γ  πάλσ  ζηε  ΒΓ   ζε  ζρέζε  κε  ην  κέζν  

Μ  ηεο ΒΓ. Θπκίδνπκε  όηη   ζην  ηζνζθειέο  ΑΒΓ  ε δηάκεζνο  ΑΜ  είλαη  θαη  ύςνο  . 

 

Λύζε  

 

 Αλ  ην   Γ  βξίζθεηαη   κεηαμύ  ησλ   Β  θαη   Μ   (ζρήκα  1 )   . 

 

Σόηε  ε  γσλία    ˆ    σο   εμσηεξηθή   ζην  νξζνγώλην  ΑΓΜ  είλαη  ακβιεία . 

Σν  ζεώξεκα  ακβιείαο  γσλίαο   ζην  ΑΒΓ  γηα  ηε  πιεπξά   ΑΒ  δίλεη  :  
2 2 2 2

2 2 2

2 ( 2 )

( ) ( )

           

         

 

  

 Αλ  ην   Γ  βξίζθεηαη   κεηαμύ  ησλ   Γ  θαη   Μ    ( ζρήκα  2 )   . 

 

Σόηε  ε  γσλία    ˆ    σο  γσλία  ηνπ νξζνγσλίνπ  ΑΓΜ  είλαη  νμεία 

 

Σν  ζεώξεκα  νμείαο  γσλίαο   ζην  ΑΒΓ  γηα  ηε  πιεπξά   ΑΒ  δίλεη  :  

 
2 2 2 2

2 2 2

2 ( 2 )

( ) ( )
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 Ζ  εηδηθή  πεξίπησζε   πνπ  ην  Γ  ηαπηίδεηαη  κε  ην  Μ  ( ζρήκα  3 )  

 

Σν  Ππζαγόξεην  ζεώξεκα    ζην  ηξίγσλν   ΑΒΓ   δίλεη  : 

 
2 2 2 2 2          

 

αθνύ   ΓΒ = ΓΓ  . 

 

 

 11)  Αλ   ΒΒ΄  ,  ΓΓ΄   ηα   ύςε  νμπγώληνπ  ηξηγώλνπ  ΑΒΓ  λα  δείμεηε  όηη  

        2 ΄ ΄       .  

Λύζε  

 

 
 

Θεώξεκα  νμείαο   γηα  ηε  πιεπξά   γ  ζην  ΑΒΓ  :  2 2 2 2 ΄         (1)  

 

Θεώξεκα  νμείαο   γηα  ηε  πιεπξά   β  ζην  ΑΒΓ  :  2 2 2 2 ΄         (2) 

 

Με  πξόζζεζε  θαηά  κέιε    ησλ  (1)  θαη  (2)   έρνπκε  :  

 
2 2 2 2 2 22 2 2 2 2 2΄ ΄ ΄ ΄ ΄ ΄                           

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



3ν ΠΡΟΣΤΠΟ ΛΤΚΔΗΟ ΗΛΗΟΤ  

 

Δπηκέιεηα : Άξεο Αεξάθεο  42 

12)  Γηα  νπνηνδήπνηε  ζεκείν  Γ   πιεπξάο  ΒΓ  ηξηγώλνπ  ΑΒΓ  λα δείμεηε  όηη   

 

      
2 2 2         

 

 

Λύζε   

 

 
 

Σθέςε   

 

Θα  ππνινγίζνπκε  μερσξηζηά  ηα  2 2,    δνπιεύνληαο  ζηα  ηξίγσλα   ΑΒΓ  θαη  ΑΓΓ  

αληίζηνηρα  .  Πξέπεη  λα  μέξνπκε  αλ  ε  γσλία  πνπ  είλαη  απέλαληη  από  απηέο  ηηο  πιεπξέο  

είλαη  νμεία  ή  ακβιεία .  Απηό  εμαξηάηαη  από  ηε  ζέζε  ηνπ  Γ  πάλσ  ζηε  ΒΓ   ζε  ζρέζε  

κε ην  ίρλνο  Δ ηνπ  ύςνπο  ΑΔ .  

Αο  ππνζέζνπκε  όηη  ην  ζρήκα  είλαη  όπσο  παξαπάλσ  θαζώο  ζε   αληίζεηε  πεξίπησζε  ε  

απόδεημε είλαη  αλάινγε .  

 

 

Λύζε  

 

Θεώξεκα  νμείαο  γηα  ηε  ΑΒ  ζην   ΑΒΓ      :  
2 2 2 2        (1)  

  

Θεώξεκα   ακβιείαο  γηα  ηε  ΑΓ  ζην  ΑΓΓ  :   
2 2 2 2         (2)  

 

Έηζη ην 1
ν
  κέινο ηεο  δεηνύκελεο  ζρέζεο  κε  ηε  βνήζεηα  ησλ  (1),(2) γίλεηαη 

 
2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

2 2

( 2 ) ( 2 )

2 2

( ) ( )
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13)  ε  θάζε  νμπγώλην  ηξίγσλν ΑΒΓ  κε  ξ  ε  αθηίλα  ηνπ  πεξηγεγξακκέλνπ  θύθινπ  ηνπ   

,  λα  δείμεηε  όηη   2 2 2 28       .  

 

 

Λύζε  

 

 

 
 

 

Παίξλνπκε ην  αληηδηακεηξηθό  ζεκείν   Γ  ηεο  θνξπθήο   Α     κε  ζθνπό  λα  δεκηνπξγεζνύλ  

ηα  νξζνγώληα   ηξίγσλα   ΑΒΓ   θαη   ΑΓΓ   , αθνύ  ˆ ˆ 90      σο  εγγεγξακκέλεο  

πνπ  βαίλνπλ  ζε  εκηθύθιην  .  

 

 

Σν  Ππζαγόξεην ζην  ΑΒΓ  δίλεη :  

 
2 2 2 2 2 2 2 2 2(2 ) 4               (1)    

  

 Σν  Ππζαγόξεην ζην  ΑΓΓ  δίλεη :  

 
2 2 2 2 2 2 2 2 2(2 ) 4               (2)    

  

Σν  ηεηξάπιεπξν  ΑΒΓΓ  είλαη  εγγεγξακκέλν  ζε  θύθιν .  

 

Απηό  ζεκαίλεη  όηη  νη  γσλίεο  Α   θαη  Γ  είλαη  παξαπιεξσκαηηθέο  . 

 

Έηζη  αθνύ  ε  Α  είλαη  νμεία  ζπκπεξαίλνπκε  όηη  ε  Γ  είλαη  ακβιεία .  

 

Από  ην  ηξίγσλν  ΒΓΓ   αθνύ   Γ  ακβιεία   έρνπκε  όηη  :   
2 2 2      (3)  

 

Με  πξόζζεζε  θαηά  κέιε   ησλ1) , (2) , (3)  έρνπκε    2 2 2 28       . 
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Θεσξήκαηα  δηακέζσλ    
 

 

1
ν
  Θεώξεκα  δηακέζσλ  

 

Γηαηύπσζε   

 

Σν  άζξνηζκα  ησλ  ηεηξαγώλσλ  δύν  πιεπξώλ  ηνπ  ,  ηζνύηαη  κε  ην  δηπιάζην  ηνπ  

ηεηξαγώλνπ  ηεο  δηακέζνπ  πνπ  πεξηέρεηαη  ζηηο  πιεπξέο   απηέο  ,  απμεκέλν  θαηά  ην  

κηζό  ηνπ  ηεηξαγώλνπ  ηεο  ηξίηεο  πιεπξάο  .   

 

 

Με  βάζε  ινηπόλ  ην  παξαθάησ  ζρήκα   έρνπκε  όηη  :  
2

2 2 22
2




       

 

 

2
ν
  Θεώξεκα  δηακέζσλ  

 

Γηαηύπσζε   

 

Ζ  δηαθνξά   ησλ  ηεηξαγώλσλ  δύν  πιεπξώλ  ηνπ  ,  ηζνύηαη  κε  ην  δηπιάζην  γηλόκελν  ηεο  

ηξίηεο  πιεπξάο   επί  ηελ  πξνβνιή  ηεο  αληίζηνηρεο  δηακέζνπ  πάλσ  ζε  απηή .   

 

 

Με  βάζε  ινηπόλ  ην  παξαθάησ  ζρήκα   έρνπκε  όηη  :  2 2 2       
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Παξαηεξήζεηο   

 

 

1. Σα ζεσξήκαηα  δηακέζσλ  ηζρύνπλ  ζε  νπνηνδήπνηε  ηξίγσλν . 

 

2. Σν  2
ν
  ζεώξεκα   δηακέζσλ  έρεη  απηή  ηε κνξθή  γηαηί  ζην  ηξίγσλν  πνπ  

ζρεδηάζακε  ,  ε  πιεπξά    β     είλαη  κεγαιύηεξε   από  ηε  γ.  

 

3. Αληίζηνηρνπο  ηύπνπο  κπνξνύκε λα  έρνπκε  θαη  γηα  ηηο  άιιεο  δηακέζνπο    π .ρ .   
2

2 2 22
2




        ,   

2
2 2 22

2



       .  

 

4. Γηα  λα  εθαξκόζνπκε ην  2
ν
  ζεώξεκα δηακέζσλ  πξέπεη  λα  μέξνπκε  πνηα  από  ηηο  

δύν  πιεπξέο  πνπ  ζα βάινπκε  ζην  1
ν
  κέινο  είλαη  κεγαιύηεξε . Γηαθνξεηηθά   

πξέπεη  λα  βάινπκε  όιν  ην  1
ν
  κέινο  ζε  απόιπην  γηα  λα  εμαζθαιίζνπκε  ην  

ζεηηθό  ηνπ  απνηειέζκαηνο . 

 

5. Σν  2
ν
  ζεώξεκα   ηζρύεη  θαη  ζε  ηζνζθειέο  ηξίγσλν  ,  κόλν  πνπ  αλ  ην  

εθαξκόζνπκε  γηα  ηηο  ίζεο  πιεπξέο  β = γ ,  ζα  πάξεη  ηε  ηεηξηκκέλε  κνξθή  0 = 0  

,  αθνύ  ζην  2
ν
  κέινο   ην  ηκήκα  ΜΓ   έρεη  κεδεληθό   κήθνο  ,  αθνύ  ε  δηάκεζνο   

είλαη   θαη    ύςνο    θαη  ζπλεπώο ηα  ζεκεία   Μ  θαη  Γ  ηαπηίδνληαη .  

 

6. Γηα  λα  εθαξκόζνπκε  ην  2
ν
  ζεώξεκα    πξέπεη  λα  θέξνπκε  θαη  έλα  ύςνο  .  Κάζε  

θνξά  θέξλνπκε  ην  ύςνο  πνπ  θαηαιήγεη  ζηελ  ηξίηε  πιεπξά  από   απηέο  πνπ  

είλαη  ζην  1
ν
  κέινο  . Έηζη  ζην  2

ν
  κέινο  ηεο  ζρέζεο  κπαίλεη  πάληα   ην  ηκήκα  

κε   άθξα  ηα  ίρλε  ηνπ  ύςνπο θαη  ηεο  δηακέζνπ .    

 

 

Βαζηθέο  εθαξκνγέο 
 

 

1. Υπνινγηζκόο   ησλ  δηακέζσλ  ηξηγώλνπ  αλ  γλσξίδνπκε  ηηο  πιεπξέο  ηνπ  θαη  

αληηζηξόθσο   

 

 Αλ  μέξνπκε  ηηο  πιεπξέο  ελόο  ηξηγώλνπ  κπνξνύκε  λα  βξνύκε  ηηα  δηακέζνπο  ηνπ  
 

Αλ  από  ην  1
ν
  ζεώξεκα  δηακέζσλ  ιύζνπκε  ηνπο  ηύπνπο   σο  πξνο  ηηο  δηακέζνπο  

έρνπκε  ηνπο  εμήο  ηύπνπο  :   

 

 
2 2 2

2 2 2

4


  


 
       ,      

2 2 2
2 2 2

4


  


 
    ,        

2 2 2
2 2 2

4


  


 
  

 

 

Δίλαη  πξνθαλέο  όηη  αλ  αληηθαηαζηήζνπκε  ζε  θάζε  ηύπν  ηηο  γλσζηέο  πιεπξέο  ελόο  

ηξηγώλνπ  ,  κπνξνύκε λα  ππνινγίζνπκε   ηηο  δηακέζνπο  ηνπ  ηξηγώλνπ .  
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 Αλ  μέξνπκε  ηηο  δηακέζνπο  ελόο  ηξηγώλνπ  κπνξνύκε  λα  βξνύκε  ηηο  πιεπξέο  ηνπ 

.  

 

Απηό  ην  θαηνξζώλνπκε  αλ  ζεσξήζνπκε  όηη  νη  3  παξαπάλσ  ηύπνη  ,  απνηεινύλ  έλα  

ζύζηεκα  κε  αγλώζηνπο  ηα  α , β , γ  θαη  ην  ιύζνπκε  αιγεβξηθά .  

 

Έηζη  έρνπκε  λα ιύζνπκε  ην  ζύζηεκα   :   

 
2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 4 (1)

2 2 4 (2)

2 2 4 (3)







   

   

   

   
 

   
    

 

 

 

Παξαηεξείζηε  όηη  πξόθεηηαη  γηα  έλα  ζπκκεηξηθό  ζύζηεκα  ( αλ  ελαιιάμνπκε  ηε  ζέζε  

ησλ  α , β , γ  ην  ζύζηεκα  δελ  αιιάδεη )  θαη  ιύλεηαη  πξνζζέηνληαο  θαη  ηηο  3  εμηζώζεηο  

θαηά  κέιε .  

 

Έηζη αλ  ηηο  πξνζζέζνπκε  θαηά  κέιε   έρνπκε   :    

 
2 2 2 2 2 23 3 3 4 4 4 (4)               

 

Πνι/κε    θαη  ηα δύν  κέιε  ηεο    (4)   κε   ην   2   θαη  πνι/κε  θαη  ηα  δύν  κέιε  ησλ  (1)  , 

(2)  ,  (3)   κε  ην  3    θαη   κε  αθαίξεζε  θαηά  κέιε  έρνπκε  :  

 

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 24 2
2 (4) 3 (1) 9 8 8 4 (2 2 ) 2 2

9 3
                                 

  

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 24 2
2 (4) 3 (2) 9 8 8 4 (2 2 ) 2 2

9 3
                                 

 

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 24 2
2 (4) 3 (3) 9 8 8 4 (2 2 ) 2 2

9 3
                                   

 

 

Πξνζνρή  :  Οη  παξαπάλσ  ηύπνη  δελ  ζεσξνύληαη  γλσζηνί  θαη  γηα  λα   

                     ρξεζηκνπνηεζνύλ  πξέπεη  λα  απνδεηρζνύλ  όπσο παξαπάλσ .  
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2. Υπνινγηζκόο   ηεο  πξνβνιήο  νπνηαζδήπνηε  δηακέζνπ  ζηελ  αληίζηνηρε  

πιεπξάο  ηεο  .   

 

 

 Έζησ  όηη  μέξνπκε  ηηο  πιεπξέο  ελόο  ηξηγώλνπ  θαη  δεηάκε  ηελ  πξνβνιή  ηεο  

δηακέζνπ  πνπ  αληηζηνηρεί  ζηελ  πιεπξά  α  πάλσ  ζηε  α  . 

 

 

 
 

Από  ην  2
ν
  ζεώξεκα  δηακέζσλ   έρνπκε  ηνλ  ηύπν  :  2 2 2      

όπνπ    ΑΜ   θαη  ΑΓ   ε  δηάκεζνο  θαη  ην  ύςνο  από  ηελ  θνξπθή  Α . 

Λύλνληαο  σο  πξνο     ΜΓ   έρνπκε   
2 2

2

 




     θαη  έηζη  γλσξίδνληαο  ηηο  πιεπξέο  

ηνπ  ηξηγώλνπ  κπνξνύκε λα  βξνύκε  ηελ  πξνβνιή  ηεο  δηακέζνπ  πνπ  αληηζηνηρεί  ζηελ  

πιεπξά    α   πάλσ  ζηελ  πιεπξά   α  .  

 

 Αλ  ζέιακε  ηελ  πξνβνιή  ηεο  δηακέζνπ  πνπ  αληηζηνηρεί  ζηελ  πιεπξά  β  πάλσ  ζηε  β  

,  εθαξκόδακε  ην  2
ν
  ζεώξεκα  δηακέζσλ  βάδνληαο  ζην  1

ν
  κέινο  ηηο  πιεπξέο   α  θαη   

γ  . 

 

 Αλ  ζέιακε  ηελ  πξνβνιή  ηεο  δηακέζνπ  πνπ  αληηζηνηρεί  ζηελ  πιεπξά  γ  πάλσ  ζηε  γ  

,  εθαξκόδακε  ην  2
ν
  ζεώξεκα  δηακέζσλ  βάδνληαο  ζην  1

ν
  κέινο  ηηο  πιεπξέο   α  θαη   

β  . 

 

Παξάδεηγκα   

 

 

ε  έλα  ηξίγσλν   ΑΒΓ  έρνπκε   β = 6  ,  γ = 4  θαη   = 4 . Να ππνινγηζηεί  ην  κήθνο  ηεο  

πξνβνιήο  ηεο  δηακέζνπ     ζηε  ΒΓ .   

 

 

Λύζε 
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Ζ  δεηνύκελε  πξνβνιή  είλαη  ην  επζύγξακκν  ηκήκα  ΜΓ  θαη  γηα   λα  ην  βξνύκε  πξέπεη  

πξώηα   λα  ππνινγίζνπκε  ηελ  πιεπξά    α  .  

Απηή  ζα  ππνινγηζηεί  από ην  1
ν
  ζεώξεκα  δηακέζσλ  αθνύ  μέξνπκε  ηηο  άιιεο  δύν  

πιεπξέο   θαη  ηελ  πεξηερόκελε    ζε  απηέο  δηάκεζν . Δίλαη    
2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

2 2 2 4 2 2 4
2

2 6 2 4 4 4 40 2 10

  


          

  

           

         

 

 

Έηζη  από  ην  2
ν
  ζεώξεκα  δηακέζσλ  έρνπκε   :   

 

2 2 2        
2 2 2 26 4 20 10

2 22 2 10 4 10

 



 
       


  

 

3. Να  απνδεηθλύνπκε  ζρέζεηο  κεηαμύ πιεπξώλ  θαη  δηακέζσλ   

 

Απηό  ην  θαηνξζώλνπκε  κε  εθαξκνγή  θπξίσο  κε  εθαξκνγή  ηνπ  1
νπ

  ζεσξήκαηνο  

δηακέζσλ   ή  θαη  κε  ηνπο  ηύπνπο  πνπ  ηζρύνπλ  γηα ηηο  δηακέζνπο   θαη  θαηάιιειεο  

πξάμεηο  .  

 

Παξάδεηγκα   

 

ε  θάζε  ηξίγσλν  ΑΒΓ  λα  δείμεηε  όηη   ηζρύεη   :  
2 2 2 2 2 23

( )
4

            . 

 

Λύζε 

 

Δίλαη    
2 2 2

2 2 2

4


  


 
       ,      

2 2 2
2 2 2

4


  


 
    ,        

2 2 2
2 2 2

4


  


 
  

Οπόηε   κε  πξόζζεζε  θαηά  κέιε  έρνπκε   :   
2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2

2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

4 4 4

3 3 3 3
( )

4 4
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Λπκέλεο  αζθήζεηο   
 

 

1)  ε   ηξίγσλν  ΑΒΓ  ε  ΑΜ  είλαη  δηάκεζνο  θαη  ην  ΑΓ  ύςνο . Αλ  ΑΒ = 6 , ΑΓ = 8   θαη   

ΓΜ = 2   λα  βξείηε  ηε  πιεπξά   ΒΓ  θαη  ην  είδνο  ησλ  γσληώλ  ηνπ  ηξηγώλνπ .   

 

 

Λύζε   

 

 

 
 

 

Με  εθαξκνγή  ηνπ   2
νπ

  ζεσξήκαηνο   δηακέζσλ  έρνπκε   :   
2 2 2 2

2 2 8 6
2 7

2 2 2

 
     

 
       

 
 

 

Γηα  ηε  κεγαιύηεξε   πιεπξά    έρνπκε   2 28 64      θαη   2 2 2 27 6 85      

Δπεηδή  2 2 2       ζπκπεξαίλνπκε  όηη   ε  γσλία  Β  είλαη  νμεία  . 

Καη  αθνύ  ε  κεγαιύηεξε  γσλία  είλαη  νμεία  ,  ζπκπεξαίλνπκε  όηη  ην  ηξίγσλν  είλαη  

νμπγώλην .  

 

2)  Γίλεηαη  ηξίγσλν  ΑΒΓ  κε   ΑΓ = 3  ,  ΒΓ = 8  θαη    ˆ 60    .  Να  ππνινγίζεηε  ηα  κήθε  

ηεο  πιεπξάο   ΑΒ   θαη   ηεο  δηακέζνπ  ΑΜ  .   

 

 

Λύζε   
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ην  νξζνγώλην  ηξίγσλν   ΑΓΓ     ε   ˆ 60    .  πλεπώο   ˆ 30    ,  πξάγκα  πνπ  

ζεκαίλεη  όηη   
3

1,5
2 2


      .  

Με  εθαξκνγή  ηνπ  ζεσξήκαηνο  νμείαο   γσλίαο   γηα  ηε  πιεπξά   ΑΒ  ,  έρνπκε   :   

 
2 2 2 2 2 2 22 3 8 2 8 1,5 49 7                

 

Γηα  ηνλ  ππνινγηζκό   ηεο  δηακέζνπ   ΑΜ   ζα   ρξεζηκνπνηήζνπκε  ηνλ  ηύπν : 

 
2 2 2 2 2 2

2 2 22 2 2 7 2 3 8
13 13

4 4
   

  
   

     
        

 

 

 

3)   ε  ηζόπιεπξν  ηξίγσλν  ΑΒΓ  πιεπξάο   α  πξνεθηείλνπκε   ηε  ΒΓ  θαηά  ηκήκα    ΓΓ = 

α  . Να ππνινγηζηεί    ην  κήθνο  ηνπ  επζπγξάκκνπ  ηκήκαηνο  ΑΓ  ζπλαξηήζεη   ηνπ   α  .  

 

 

 Λύζε    

 

 

 
 

 

Παξαηεξνύκε  όηη  ζην  ηξίγσλν   ΑΒΓ   ε  ΑΓ  είλαη  δηάκεζνο   θαη  κάιηζηα  μέξνπκε  ην  

κήθνο  ηεο  . 

 

Με  εθαξκνγή  ηνπ  1
νπ

  ζεσξήκαηνο   δηακέζσλ  έρνπκε  όηη    

 
2 2

2 2 2 2 2 2

2
2 2 2 2 2

2 2
2 2

(2 )
2 3 3

2
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4)  Γίλεηαη  ηζνζθειέο  ηξίγσλν  ΑΒΓ  ( ΑΒ = ΑΓ ) θαη  έζησ  Γ  ζεκείν  ηεο  ΒΓ  .  Να  

δείμεηε  όηη    :   2 2    

 

Λύζε  

 
 

θέςε   

 

Ζ   δηαθνξά    
2 2     ζην  1

ν
  κέινο  ηεο  δεηνύκελεο  ζρέζεο   καο  νδεγεί  ζηε  

ζθέςε  λα  εθαξκόζνπκε  ην  2
ν
  ζεώξεκα  δηακέζσλ  ζην  ηξίγσλν  ΑΒΓ . 

Γηα  ηελ   εθαξκνγή  ηνπ  ζεσξήκαηνο   ρξεηάδεηαη  λα  θέξνπκε  ηε  δηάκεζν  ΑΔ   θαη  ην  

ύςνο   ΑΜ   ηνπ   ΑΒΓ . Δπίζεο  πξέπεη  λα  μέξνπκε  πνηα  από  ηηο   ΑΒ  θαη  ΑΓ   είλαη  

κεγαιύηεξε .  

 

Λύζε  

 

Ζ     ΑΔ   δηάκεζνο  ηνπ   ΑΒΓ   ζεκαίλεη  όηη   ΒΔ = ΔΓ   (1)    

 

Ζ     ΑΜ   ύςνο  ηνπ   ΑΒΓ   ,  άξα  θαη  ύςνο  ηνπ  ΑΒΓ   θαη  άξα  θαη  δηάκεζνο    ( ΑΒΓ    

ηζνζθειέο  )  θαη  ζπλεπώο    ΜΒ = ΜΓ  (2) .  

 

ην  ηξίγσλν   ΑΓΓ    ε  γσλία   Γ  είλαη  ακβιεία   θαη  άξα  ε  πιεπξά   ΑΓ  είλαη  κηθξόηεξε  

από  ηελ   ΑΓ   θαη  ζπλεπώο   κηθξόηεξε  θαη  από  ηελ  ΑΒ  αθνύ   ΑΒ = ΑΓ .  

 

Δθαξκόδνπκε  ην  2
ν
  ζεώξεκα  δηακέζσλ  ζην    ΑΒΓ   θαη   έρνπκε   :  

 
2 2 2       (3)    .   Αξθεί  λα  δείμνπκε  όηη   ΓΓ = 2 ΜΔ   .   

 

Όκσο   ΓΓ = ΔΜ + ΜΓ - ΔΓ   πνπ  κε  ηε  βνήζεηα  ησλ  (1)  θαη (2)  γίλεηαη  : 

 

ΓΓ = ΔΜ + ΜΒ – ΔΒ = ΔΜ + ΔΜ     δειαδή    2 ΜΔ = ΓΓ   (4) .  

 

Από  (3)  θαη  (4)  έρνπκε  όηη   :   
2 2    
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5)   Να  απνδεηρζεί  όηη  ην  άζξνηζκα  ησλ  ηεηξαγώλσλ  ησλ  πιεπξώλ  παξ/κνπ  ηζνύηαη  κε  

ην  άζξνηζκα  ησλ  ηεηξαγώλσλ  ησλ  δηαγσλίσλ  ηνπ .   

 
 

θέςε   

 

Εεηάκε  ην  άζξνηζκα  ησλ  ηεηξαγώλσλ  ησλ  πιεπξώλ  ,  δειαδή  ηε  παξάζηαζε   
2 2 2 2      .  Απηή  ε  παξάζηαζε  δελ  κπνξεί  λα  πξνθύςεη  ακέζσο  .  

Μπνξνύκε  όκσο   λα  ππνινγίζνπκε  ηηο  παξαζηάζεηο   
2 2 2 2       κε  εθαξκνγή  ηνπ  1

νπ
  ζεσξήκαηνο  δηακέζσλ  ζε  

θαηάιιεια  ηξίγσλα  θαη  λα  ηηο  πξνζζέζνπκε  θαηά  κέιε . Θπκίδνπκε  όηη  νη  δηαγώληνη  

παξ/κνπ  δηρνηνκνύληαη  θαη  άξα  ην  Ο  είλαη  κέζν  θαη  ησλ  δύν  δηαγσλίσλ  ηνπ .  

 

 

Λύζε 

 

Από  ην  1
ν
  ζεώξεκα  δηακέζσλ  ζην  ΑΒΓ  :  

2
2 2 22

2


       (1)  

Από  ην  1
ν
  ζεώξεκα  δηακέζσλ  ζην  ΑΓΓ  :  

2
2 2 22

2


       (2) 

Με  πξόζζεζε  θαηά  κέιε  ησλ  (1)  θαη  (2)  έρνύκε  :   

 
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 22 2 4 (2 )                  

 

6)  Γηα  θάζε  εζσηεξηθό  ζεκείν  Ο  ελόο  νξζνγσλίνπ  ΑΒΓΓ  λα  δείμεηε  όηη   

      2 2 2 2     .  

 

 

Λύζε  
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θέςε 

 

Θα  ππνινγίζνπκε  ηηο  παξαζηάζεηο  2 2 2 2       κε  εθαξκνγή  ηνπ  1
νπ

  

ζεσξήκαηνο  δηακέζσλ  ζε  θαηάιιεια  ηξίγσλα  θαη  ζα  δείμνπκε   όηη  ηα  2
α
   κέιε  είλαη  

ίζα  θαη  άξα  θαη  ηα  1
α
   θαη  έηζη  ζα  δείμνπκε ην  δεηνύκελν .  Θπκίδνπκε  όηη  νη  

δηαγώληνη  παξ/κνπ  δηρνηνκνύληαη  θαη  άξα  ην  Κ  είλαη  κέζν  θαη  ησλ  δύν  δηαγσλίσλ  

ηνπ . Δπίζεο  ζπκίδνπκε  όηη  νη  δηαγώληεο  νξζνγσλίνπ  είλαη  ίζεο .  

 

 

Λύζε 

 

 

Από  ην  1
ν
  ζεώξεκα  δηακέζσλ  ζην  ΟΑΓ  :  

2
2 2 22

2


       (1)  

Από  ην  1
ν
  ζεώξεκα  δηακέζσλ  ζην  ΟΒΓ  :  

2
2 2 22

2


       (2) 

Δπεηδή  νη  δηαγώληεο  νξζνγσλίνπ  είλαη  ίζεο   έρνπκε   όηη  :   ΑΓ = ΒΓ  (3)  

Ζ  (3)  καο  ιέεη  όηη  νη  (1)  θαη  (2)  έρνπλ  ηα  2
α
  κέιε  ίζα  άξα  θαη  ηα  1

α
  θαη  άξα   :   

2 2 2 2     

 

 
7)  Γίλνληαη  δύν  νκόθεληξνη  θύθινη   (  Ο , R )  θαη    ( Ο , ξ )   κε   R  > ξ . Μηα  επζεία  ε  

δηέξρεηαη  από  ην  Ο  θαη  ηέκλεη  ηνπο  δύν  θύθινπο  θαηά  ζεηξά  ζηα  ζεκεία  Α , Β , Γ , Γ 

. Αλ   Μ  ζεκείν  ηνπ   (  Ο , R )   θαη   Ν  ζεκείν  ηνπ   (  Ο , ξ )   λα  δείμεηε  όηη    
2 2 2 2     .  

  

 

 
 

 

θέςε 

 

Θα  ππνινγίζνπκε  ηηο  παξαζηάζεηο  2 2 2 2       κε  εθαξκνγή  ηνπ  

1
νπ

  ζεσξήκαηνο  δηακέζσλ  ζε  θαηάιιεια  ηξίγσλα  θαη  ζα  δείμνπκε   όηη  ηα  2
α
   κέιε  

είλαη  ίζα  θαη  άξα  θαη  ηα  1
α
   θαη  έηζη  ζα  δείμνπκε ην  δεηνύκελν .  Σνλίδνπκε  όηη  ην   Ο  

είλαη  κέζν  θαη  ηεο  ΑΓ  θαη  ηεο  ΒΓ .  
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Λύζε 

 

Από  ην  1
ν
  ζεώξεκα  δηακέζσλ  ζην  ΑΝΓ  :   

2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2(2 )

2 2 2 2
2 2

R
R 


               (1)  

Από  ην  1
ν
  ζεώξεκα  δηακέζσλ  ζην  ΜΒΓ  :     

2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2(2 )

2 2 2 2
2 2

R R





               (2) 

Οη  (1), (2)  έρνπλ  ηα  2
α
  κέιε  ίζα  θαη άξα  θαη  ηα  1

α
 , δειαδή ην δεηνύκελν .  

 

 

8)  Αλ  ζε  ηξίγσλν  ΑΒΓ  ηζρύεη  όηη   2 2 22      λα  δείμεηε  όηη   

α)  2 2 22                            θαη             β)  
3

2

 
 

  
          

 

Λύζε  

 

α) Με  βάζε  ηνπο  γλσζηνύο  ηύπνπο  πνπ  ηζρύνπλ  γηα  ηηο  δηακέζνπο  ηξηγώλνπ  ΑΒΓ  

έρνπκε  όηη  :   

 
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 4 4 2 6 3

4 4 4 4 4 2
 

            
 

      
         (1)  

 

Δπίζεο   
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 22 2 2( ) 2 2 3 3
2

4 4 4 4 2
 

         
 

     
         (2)   

Από   (1)   θαη   (2)   έρνπκε  όηη    2 2 22        . 

 

β)    Με  βάζε  ηνπο  γλσζηνύο  ηύπνπο  πνπ  ηζρύνπλ  γηα  ηηο  δηακέζνπο  ηξηγώλνπ  ΑΒΓ  

έρνπκε  όηη  :   

 
2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2( ) 2 2 3 3

4 4 4 4 2
 

         
 

     
         (3)  

 
2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 3 3

4 4 4 2
 

        
 

    
               (4)   

 

 
2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 3 3

4 4 4 2
 

        
 

    
              (5)   

 

Από  (3) , (4) , (5)   έρνπκε  όηη   
3

2

 
 

  
      .   
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9) Αλ   Θ  ην  βαξύθεληξν  ηξηγώλνπ   ΑΒΓ   λα   δείμεηε  όηη  :  

2 2 2 2 2 21
( )

3
         

 

Λύζε  

 

 

Δίλαη  γλσζηό  όηη  γηα  ην  βαξύθεληξν   Θ  ηξηγώλνπ  ΑΒΓ  ηζρύεη  όηη  :  

 

2 2 2
, ,

3 3 3
            .   

 

Έηζη  ην  1
ν
  κέινο  ηεο  δεηνύκελεο  ζρέζεο    γίλεηαη  :   

 

2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2
2 2 2 2 2 2

2 2 2 4 4 4
( ) ( ) ( )
3 3 3 9 9 9

4 4 2 2 2 2 2 2 1
( ) ( ) ( )

9 9 4 4 4 3

     

  

     

        
     

         

     
       

   

 

 

 

10)   Αλ  ζε  ηξίγσλν  ΑΒΓ    κε    β > γ   ε   δηάκεζνο       είλαη   κέζε  αλάινγνο  ησλ  

πιεπξώλ  β  θαη   γ  λα   δείμεηε  όηη   ( ) 2     .  

 

 

Λύζε  

 

 

Ζ   θξάζε   ε   δηάκεζνο       είλαη   κέζε  αλάινγνο  ησλ  πιεπξώλ  β  θαη   γ   

ζεκαίλεη  όηη   2





 

 
     (1)  . 

Από  ην  1
ν
  ζεώξεκα  δηακέζσλ  έρνπκε  όηη   :   

2
2 2 22

2



       (2)  . 

 

Από  (1)  θαη  (2)  έρνπκε  όηη  :    

 
2 2 2

2 2 2 2 2

2 2

2 2 ( )
2 2 2

2( ) ( ) 2
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11)    Γίλεηαη  ηζνζθειέο  ηξαπέδην  ΑΒΓΓ  (  ΑΒ // ΓΓ ) . Να  δερηεί   όηη  
2 2     .   

 

 

 
 

 

θέςε 

 

Δπεηδή  ζέινπκε  ηε  δηαθνξά   
2 2     ζα  εθαξκόζνπκε  ην 2

ν
 ζεώξεκα  δηακέζσλ  

ζην   ΑΒΓ . Γηα  ηελ  εθαξκνγή ηνπ   ρξεηάδεηαη  λα θέξνπκε  ηε  δηάκεζν  ΓΜ  θαη  ην  ύςνο   

ΓΕ .  

 

 

Λύζε  

 

Από  ην 2
ν
 ζεώξεκα  δηακέζσλ  ζην   ΑΒΓ  έρνπκε  :  

2 2 2     (1)  

 

Αξθεί  λα  δείμνπκε  όηη   2 ΜΕ = ΓΓ .      

 

Αλ  θέξνπκε  θαη  ην  άιιν  ύςνο  ΓΔ   ,  ην  κέζν   Μ  ηεο  ΑΒ  είλαη  θαη  κέζν  ηεο  ΔΕ  , 

αθνύ  ΜΔ = ΜΑ – ΔΑ  =  ΜΒ – ΒΕ = ΜΕ   ( αθνύ  ΑΔ = ΒΕ   από  ηελ  ηζόηεηα   ησλ   ΑΓΔ  

θαη  ΒΓΕ , νξζνγώληα  κε  ΓΔ = ΓΕ  , ΑΓ = ΒΓ ) .  

 

Έηζη  2 ΜΕ = ΔΕ = ΓΓ    (2)    αθνύ   ΓΓΔΕ   νξζνγώλην .  

 

Από  (1)  θαη  (2)  έρνπκε  ην  δεηνύκελν .   
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12)  Αλ   Δ  , Ε είλαη  αληίζηνηρα  ηα  κέζα  ησλ  δηαγσλίσλ  ΑΓ  θαη  ΒΓ  ελόο  ηεηξαπιεύξνπ   

ΑΒΓΓ  λα   απνδεηρζεί όηη 

 
2 2 2 2 2 2 24           ( Θεώξεκα   Euler )  . 

 

  

 
 

θέςε   

 

Ζ  παξάζηαζε  ζην  1
ν
  κέινο  ηεο  δεηνύκελεο  ζρέζεο  δελ  πξνθύπηεη  ακέζσο .  Θα  

ππνινγίζνπκε   μερσξηζηά  ηηο  παξαζηάζεηο 2 2 2 2       θαη   ζα  ηηο  

πξνζζέζνπκε  θαηά  κέιε .  

 

 

Λύζε   

 

Σν  1
ν
  ζεώξεκα  δηακέζσλ  ζην  ΑΒΓ   δίλεη   :   

2
2 2 22

2


      (1)  

Σν  1
ν
  ζεώξεκα  δηακέζσλ  ζην  ΑΓΓ   δίλεη   :   

2
2 2 22

2


      (2)  

Με  πξόζζεζε θαηά  κέιε  έρνπκε  :  2 2 2 2 2 2 22( )         (3) 

πγθξίλνληαο   ηε  ζρέζε  (3)  κε  ηε  δεηνύκελε  βιέπνπκε  όηη  αξθεί  λα  δείμνπκε  όηη  
2 2 2 22( ) 4      .  

Σν  1
ν
  ζεώξεκα  δηακέζσλ  ζην  ΔΒΓ   δίλεη   : 

2
2 2 22

2


         

2 2 2 22( ) 4        (4) .  

 

Από  (3)  θαη  (4)  έρνπκε  όηη    
2 2 2 2 2 2 24           . 

 

 

 

 

 

 

 

 



3ν ΠΡΟΣΤΠΟ ΛΤΚΔΗΟ ΗΛΗΟΤ  

 

Δπηκέιεηα : Άξεο Αεξάθεο  58 

13)  Αλ  ηα  ζεκεία   Γ  θαη  Δ  δηαηξνύλ  ηελ  ππνηείλνπζα  ΒΓ  νξζνγσλίνπ  ηξηγώλνπ  ΑΒΓ   

ζε   ηξία   ίζα  επζύγξακκα  ηκήκαηα  ,  λα δείμεηε  όηη 

   

Α)    2 2 25

9
              θαη               Β)    2 2 2 22

3
      

 

 

Λύζε  

 

 
 

 

Έζησ  ινηπόλ  ηα  ζεκεία  Γ  θαη  Δ  ηεο  ππνηείλνπζαο  ΒΓ  κε  

 

ΒΓ = ΓΔ = ΔΓ = 
3


   (1)  . 

Φέξλνπκε  ηε  δηάκεζν  ΑΜ  θαη  ηόηε  αθνύ  ΜΓ = ΜΒ   θαη  ΔΓ = ΒΓ  ζπκπεξαίλνπκε  όηη   

ΜΔ = ΜΓ  ,  δειαδή   Μ  κέζν  ηεο   ΔΓ .  

 

Δπίζεο    γηα  ηε  δηάκεζν   ΑΜ  ηζρύεη   :  
2


    (2)  

 

Α) Σν  1
ν
  ζεώξεκα  δηακέζσλ  ζην  ΑΓΔ  κε  ηε  βνήζεηα  ησλ  (1) , (2) δίλεη   :   

2
2 2 2

2 2 2 2 2

( )
532 2( )

2 2 2 2 18 9


   

            

 

Β) Από  ηε  ζρέζε  ηνπ  Α) εξσηήκαηνο  θαη   ηελ   (1)  έρνπκε   :   

 

 

2 2 2 2 2 2 2 25 5 1 2
( )

9 3 9 9 3


              .   
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14)  Γίλεηαη  ηξίγσλν   ΑΒΓ  θαη  ηα  ηζόπιεπξα  ηξίγσλα   ΒΓΓ  ,  ΒΓΔ  εθαηέξσζελ  ηεο  ΒΓ 

. Να  δείμεηε   όηη   2 2 2 2 2       . 

 

 

Λύζε   

 

 
Γηα  λα  πξνθύςεη  ην  1

ν
  κέινο  ηεο  δεηνύκελεο ζρέζε  ζα  εθαξκόζνπκε  ην  1

ν
  ζεώξεκα  

δηακέζσλ  ζην  ΑΓΔ  . Γηα  απηό  παίξλνπκε  ην  κέζν  Μ  ηεο ΓΔ ην  νπνίν  είλαη  θαη  κέζν  

ηεο  ΒΓ  αθνύ   ΒΓΓΔ  ξόκβνο  θαη  νη  δηαγώληνη  δηρνηνκνύληαη  . 

 

Τν  1
ν
  ζεώξεκα  δηακέζσλ  ζην  ΑΓΔ   δίλεη   :  

2
2 2 22

2


      (1) 

 

Σα  ηκήκαηα  ΑΜ  θαη  ΓΔ   δελ   ηα  ζέινπκε  ζηε  ζρέζε  θαη  γηα  απηό  πξέπεη  λα  ηα  

αληηθαηαζηήζνπκε  κε  ηε  βνήζεηα  ησλ  πιεπξώλ  ΑΒ , ΒΓ , ΓΑ  πνπ   ζέινπκε λα  ηα  

βάινπκε  ζηε   δεηνύκελε  ζρέζε .  

 

Σν  ΑΜ  είλαη  δηάκεζνο  θαη  ηνπ  ΑΒΓ  θαη  ζπλεπώο   από  ηνπο  γλσζηνύο  ηύπνπο  γηα  ηηο  

δηακέζνπο  έρνπκε  :  
2 2 2

2 2 2

4

   
    (2) .  

 

Γηα  ην  ΓΔ  ηζρύεη  όηη   ΓΔ = 2 ΓΜ      θαη  ην  ΓΜ  σο  ύςνο   ηζνπιεύξνπ  ηξηγώλνπ   

ηζνύηαη  κε   
3

2


    ( έρεη  ππνινγηζηεί) 

πλεπώο     3    (3)  . 

 

Από  (1) , (2) , (3)  έρνπκε  ην  δεηνύκελν .  
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Μεηξηθέο  ζρέζεηο  ζε  θύθιν  

 

 
Έζησ  θύθινο  (Ο , ξ )  θαη  δύν  ρνξδέο  ηνπ  ΑΒ   θαη  ΓΓ  πνπ  ηέκλνληαη   ζε  ζεκείν   Μ   

,  είηε  εθηόο  ηνπ  θύθινπ  ( ζρήκα  1  )  είηε  εληόο  ηνπ  θύθινπ   

( ζρήκα  2  ) .  

 
 ε  θάζε  πεξίπησζε  ηζρύεη  όηη     :                       

 

 Αλ  ην   Μ  είλαη  εθηόο  ηνπ  θύθινπ  ηζρύεη  όηη   :  2 2          

 

 Αλ  ην   Μ  είλαη  εληόο  ηνπ  θύθινπ  ηζρύεη  όηη   :  2 2   

 

Ζ  δηαθνξά    2 2    ιέγεηαη   δύλακε  ηνπ  ζεκείνπ  Μ  σο  πξνο  ηνλ  θύθιν  ( Ο , ξ )   

θαη   ζπκβνιίδεηαη     ( , )


  .  

 

Δίλαη  ινηπόλ   ( , )


  =  2 2   .   

 

Ζ   δύλακε  ηνπ  ζεκείνπ  Μ  σο  πξνο  ηνλ  θύθιν  ( Ο , ξ )   καο  πιεξνθνξεί  γηα  ηε  ζέζε  

ηνπ  Μ  ζε  ζρέζε  κε  ηνλ  θύθιν  ( Ο , ξ ) .   πγθεθξηκέλα    : 

 

 Αλ    ( , )


  > 0   ηόηε   είλαη  θαη   ΟΜ > ξ   πξάγκα  πνπ  ζεκαίλεη  όηη  ην  Μ  

είλαη  εθηόο  ηνπ  θύθινπ  .    

 

 Αλ    ( , )


  < 0   ηόηε   είλαη  θαη   ΟΜ < ξ   πξάγκα  πνπ  ζεκαίλεη  όηη  ην  Μ  

είλαη  εληόο  ηνπ  θύθινπ  .    

 

 Αλ    ( , )


  = 0   ηόηε   είλαη  θαη   ΟΜ = ξ   πξάγκα  πνπ  ζεκαίλεη  όηη  ην  Μ  

είλαη  ζεκείν   ηνπ  θύθινπ  .    
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Έζησ  θύθινο   ( Ο , ξ )   θαη  ζεκείν  Μ  εθηόο  απηνύ . Από  ην  ζεκείν  Μ  θέξνπκε  

κηα  επζεία    πνπ  ηέκλεη  ηνλ  θύθιν  ζηα  ζεκεία   Α θαη  Β   θαη   έλα   εθαπηόκελν  

ηκήκα  ΜΓ .  

 

 

 
 

Γηα   ηελ  ηέκλνπζα   ΜΑΒ  ηνπ  θύθινπ  θαη  ην   εθαπηόκελν  ηκήκα  ΜΓ   ηζρύεη  όηη   

:   

 

  
2    

 

 

 

Παξαηεξήζεηο   

 

Ηζρύνπλ  θαη  ηα  αληίζηξνθα ησλ  παξαπάλσ  πξνηάζεσλ  .  πγθεθξηκέλα  : 

 

 Αλ  δύν  ηκήκαηα  ΑΒ  θαη  ΓΓ  ή  νη  πξνεθηάζεηο  ηνπο  ηέκλνληαη  ζε  ζεκείν  Ρ  ώζηε   

  ,  ηόηε  ην  ηεηξάπιεπξν  κε θνξπθέο  ηα  ζεκεία   Α , Β , Γ , Γ   είλαη  

εγγξάςηκν .  

 

Ζ  πξόηαζε  απηή   απνηειεί  κηα   ζπλζήθε  εγγξαςηκόηεηαο  ηεηξαπιεύξσλ   πνπ  

αθνξά   ζε   ηκήκαηα   ηνπ  ηεηξαπιεύξνπ .  

Θπκίδνπκε  όηη  νη  κόλεο  ζπλζήθεο  εγγξςηκόηεηαο  πνπ  μέξακε  κέρξη  ηώξα   

αθνξνύζαλ  ζηηο  γσλίεο  ηνπ  ηεηξαπιεύξνπ .  

 

 Αλ   γηα 3  δηαδνρηθά   ζεκεία   Ρ , Α , Β   θαη    γηα  ζεκείν   Δ  πνπ  δελ  αλήθεη  ζηελ  

επζεία  πνπ  νξίδνπλ  ηα   Ρ , Α ,Β  ηζρύεη  όηη   
2     ,  ηόηε  ην  ηκήκα  ΡΔ  είλαη  

εθαπηόκελν  ζηνλ  θύθιν  πνπ  νξίδνπλ  ηα  ζεκεία   Α , Β , Δ .     
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Βαζηθέο  εθαξκνγέο   
 

Με  βάζε  ηε  ζεσξία   πνπ  έρεη   αλαπηπρζεί  ζην   θεθάιαην  απηό  κπνξνύκε : 

 

1. Να  ππνινγίδνπκε  ηκήκαηα  ρνξδώλ  , ηεκλνπζώλ  θύθινπ  , εθαπηόκελσλ  

ηκεκάησλ , αθηίλα  θύθινπ  ,  δπλάκεηο  ζεκείσλ  σο  πξνο  θύθιν .  

 
πγθεθξηκέλα  ζε  έλα  ζρήκα  όπσο  ην  παξαπάλσ   ζπλδένληαη    ηα   

ΜΑ , ΜΒ , ΑΒ  , ΜΟ = δ  ,  ΟΓ = ξ , ΜΓ  ,   ( , )


  . Γλσξίδνληαο  θάπνηα  αιιά θαηάιιεια  

από  απηά  κπνξνύκε  λα  βξνύκε  ηα  ππόινηπα  .   

Βιέπε  ιπκέλεο  αζθήζεηο    1  θαη   2  . 

 

2. Να  δείρλνπκε  όηη  έλα  ηεηξάπιεπξν  είλαη  εγγξάςηκν . 

 

Με  βάζε  ηελ  παξαηήξεζε  1  .  Βιέπε  άζθεζε   6  .  

 

3. Να δείρλνπκε  όηη  έλαο  θύθινο  εθάπηεηαη  ζε  κηα  επζεία  ζε  έλα  

ζπγθεθξηκέλν  ζεκείν  ηεο  . 

 

Με  βάζε  ηελ  παξαηήξεζε   2  .  Βιέπε  άζθεζε     17 . 

 

4. Να  ππνινγίδνπκε  ηηο  δηρνηόκνπο  ηξηγώλνπ  αλ  μέξνπκε  ηηο  πιεπξέο  ηνπ . 

 

πγθεθξηκέλα  ζηελ  άζθεζε     8     ζα  δείμνπκε  όηη  :   

 

2 2 2
( ) , ( ) , ( )             

     
     

  
 

 

όπνπ  2η = α + β + γ .  
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Λπκέλεο  αζθήζεηο   
 

1)  Θεσξνύκε  θύθιν  (Ο , ξ )  , ην  εμσηεξηθό  ζεκείν  ηνπ  Ρ  ,  ηελ  ηέκλνπζα  ΡΑΒ    θαη   

ην   εθαπηόκελν  ηκήκα  ΡΓ .   

 

α)  αλ   ξ = 6  ,  ΟΡ = 14   θαη   ΑΒ = 6  ,  λα  ππνινγηζζεί  ην  ΡΑ .  

β)  αλ    ΡΑ = 4   ,  ΑΒ = 5   λα  ππνινγηζζεί  ην   ΡΓ .  

γ)  αλ   ΟΡ = 45  , ΡΑ = 36 ,  ΡΒ =50   ,  λα  ππνινγηζζεί  ε  ξ .  

δ)  αλ   ΟΡ = 8  ,  ξ = 4  ,  ΑΒ = 2ΡΑ  ,  λα  ππνινγηζζεί  ην  ΡΑ . 

 

Λύζε  

 

 
 

α)  Έζησ  ΡΑ = ρ  .  

     Δίλαη   2 2 2 2 2( 6) 14 6 6 160 0                πνπ  αλ  ηε  

ιύζνπκε  κε  δηαθξίλνπζα θαη  ηα  γλσζηά   ζα  βξνύκε  όηη   ρ = 10 ή -16 .  

Άξα   ΡΑ = 10 .   

β)   Έζησ  ΡΓ = ρ  . 

      Δίλαη  2 2 24(4 5) 36 6            ή  –6  .  Άξα   ΡΓ = 6 .  

γ)  Δίλαη  2 2 2 2 236 50 45 225 15              .  

δ)  Δίλαη  
2 2 2 2 2

2

( ) 8 4 ( 2 ) 48 3 48

16 4

              

   
 

 

 

2) Θεσξνύκε  θύθιν  (Ο , ξ )  θαη  ηηο  ρνξδέο  ηνπ  ΑΒ  θαη  ΓΓ  πνπ  ηέκλνληαη  ζε  ζεκείν   

Ρ  εληόο  ηνπ  θύθινπ .  

 

α)  αλ  ΑΒ = 21  ,  ξ = 46  , ΟΡ = 6  ,  λα  ππνινγηζζνύλ  ηα  ΡΑ , ΡΒ  

β)  αλ   ξ =13  ,  ΟΡ = 11   θαη   ΡΑ = 3 ΡΒ , λα  ππνινγηζζνύλ ηα  ΡΑ , ΡΓ ΡΒ  

γ)  αλ  ΑΒ = 15 , ΡΒ = 5  θαη   ΡΓ = 2 ΡΓ ,  λα  ππνινγηζζνύλ  ηα   ΡΓ , ΡΓ .  

 

 

Λύζε  
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α)  Έζησ   ΡΑ = ρ .  Δίλαη   

   
2 2 2 2 2 2(21 ) 12 ( 46) 21 144 46 21 98 0                     

Αλ  ηε  ιύζνπκε  ζα  βξνύκε  όηη  ρ =7  ή  ρ = 14 .  

Άξα   ΡΑ = 7  θαη   ΡΒ = 14       ή         ΡΑ = 14  θαη   ΡΒ = 7      .   

 

β)   Δίλαη  
2 2 2 2 2 23 13 11 3 48 16 4            

Οπόηε  ΡΑ = 3 ΡΒ = 12 .  

Δπίζεο  3 12 48      

 

 

γ)  Δίλαη   
2 2 2( ) 2 (15 5)5 2 2 50 25 5            

θαη  ΡΓ = 2 ΡΓ = 10 . 

 

 

3)  ην  παξαθάησ  ζρήκα   ε  ΑΓ  είλαη  δηρνηόκνο  ηεο  γσλίαο  Α . Να  γξάςεηε  όζεο  

κεηξηθέο  ζρέζεηο  κπνξείηε  θαη  λα  δείμεηε  όηη  ΒΕ = ΓΔ .  
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Λύζε  

 

Γηα  ηηο  ηέκλνπζεο   ΓΓΒ   θαη  ΓΔΑ  ηνπ  κηθξνύ  θύθινπ  έρνπκε  :  

    (1) .  

 

Γηα  ηηο  ηέκλνπζεο   ΒΓΓ   θαη  ΒΕΑ  ηνπ  κεγάινπ  θύθινπ  έρνπκε  :  

     (2) .  

 

Δπεηδή  ΑΓ  δηρνηόκνο  , από  ην  γλσζηό  ζεώξεκα  δηρνηόκσλ ζην  ΑΒΓ  έρνπκε:   

 

 


 
  (3)  .   

 

Γηαηξώληαο ηηο  (1) , (2) , θαηά  κέιε  θαη  κε  ηε  βνήζεηα  ηεο   (3)   έρνπκε  όηη    

 

1
     

        
     

  . 

 

 

 

4)  Γύν  θύθινη  (Ο , Ρ )  , ( Κ , ξ )  κε  Ρ > ξ  ηέκλνληαη  ζηα  ζεκεία  Α , Β θαη  ΓΓ  έλα  

θνηλό  εμσηεξηθό  εθαπηόκελν  ηκήκα  .  Αλ   Μ  ζεκείν  ηεο  πξνέθηαζεο  ηεο θνηλήο  

ρνξδήο   ΑΒ  , λα  δείμεηε  όηη  ην  Μ  έρεη  ίζεο  δπλάκεηο  σο  πξνο  ηνπο  δύν  θύθινπο  θαη  

όηη  ηα  εθαπηόκελα  ηκήκαηα  ΜΔ  θαη  ΜΕ  είλαη  ίζα  .  Δπίζεο  λα  δείμεηε  όηη  ε  θνηλή  

ρνξδή  ΑΒ  δηρνηνκεί  ην  θνηλό    εμσηεξηθό   εθαπηόκελν  ηκήκα     ΓΓ . 

 

Λύζε  

 
 

 Δίλαη   ( , )



      θαη    ( , )


    από  όπνπ  ζπκπεξαίλνπκε  όηη  ην  Μ  

έρεη  ίζεο  δπλάκεηο  σο  πξνο  ηνπο  δύν  θύθινπο .  

 Δίλαη   
2     θαη    

2     θαη  άξα    ΜΔ = ΜΕ  δειαδή  ηα  

εθαπηόκελα  ηκήκαηα  ΜΔ  θαη  ΜΕ  είλαη  ίζα  .  

 Δπίζεο  
2      θαη    

2      θαη  άξα    ΝΓ = ΝΓ   δειαδή   όηη  ε  

θνηλή  ρνξδή  ΑΒ  δηρνηνκεί  ην  θνηλό    εμσηεξηθό   εθαπηόκελν  ηκήκα  ΓΓ.  
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5)  Αλ  δύν  ρνξδέο  θύθινπ  ηέκλνληαη  ζε  κέξε  αλάινγα  λα  δείμεηε  όηη  είλαη  ίζεο  .  

 

Λύζε  

 

Ζ  θξάζε  ηέκλνληαη  ζε  κέξε  αλάινγα   ζεκαίλεη  όηη    
 


 

 (1) . Δπίζεο  είλαη  θαη   

   (2) . πλδπάδνληαο  ηηο  (1) θαη  (2)  βξίζθνπκε όηη    ΡΑ = ΡΓ   θαη   ΡΓ = 

ΡΒ   θαη  επνκέλσο  είλαη  θαη  ΑΒ = ΓΓ .   

 
6) Γύν θύθινη  ηέκλνληαη  ζηα   ζεκεία     Α  θαη   Β .  Από  ζεκείν  Μ ηεο  πξνέθηαζεο  ηεο   

ΑΒ    θέξλνπκε  δύν  επζείεο  πνπ  ε  κία  ηέκλεη  ηνλ  έλα  θύθιν  ζηα  ζεκεία   Γ  θαη   Γ  

θαη  ε  άιιε  ηνλ άιινλ  ζηα  ζεκεία  Δ  θαη  Ε . Να  δείμεηε  όηη  ηα  ζεκεία   Γ , Γ , Δ , Ε  

είλαη  θνξπθέο  εγγξάςηκνπ   ηεηξαπιεύξνπ .  

 

 

Λύζε  

 

 
 

 

 Οη  ΜΑΒ   θαη  ΜΓΓ  είλαη  ηέκλνπζεο  ηνπ  κεγάινπ  θύθινπ  θαη  επνκέλσο  ηζρύεη   όηη  

:     (1)   

 

 Οη  ΜΑΒ   θαη  ΜΔΕ  είλαη  ηέκλνπζεο  ηνπ  κηθξνύ θύθινπ  θαη  επνκέλσο  ηζρύεη   όηη  :  

   (2)   

 

 

Από   (1)  θαη  (2)  έρνπκε  όηη          πξάγκα  πνπ  κε  όζα  έρνπκε  πεη  

ζηε  ζεσξία  ζεκαίλεη  όηη   ηα  ζεκεία   Γ , Γ , Δ , Ε  είλαη  θνξπθέο  εγγξάςηκνπ   

ηεηξαπιεύξνπ .  
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7)  ε  ηξίγσλν  ΑΒΓ  θέξλνπκε ηα  ύςε  ΑΓ ,ΒΔ , ΓΕ .  Αλ  Ζ  ην  νξζόθεληξν  ηνπ  

ηξηγώλνπ λα δείμεηε όηη  : 

 

α)              β)    
 


 

 

 

 

Λύζε  

 

 
 

 

α) Σν ηεηξάπιεπξν  ΑΒΓΔ    είλαη  εγγξάςηκν  αθνύ  ε  πιεπξά  ΑΒ  θαίλεηαη  από  ηηο 

θνξπθέο  Γ  θαη  Δ  ππό  ίζεο   γσλίεο  ( αθνύ  είλαη θαη  νη  δύν  νξζέο )    

 

ηνλ  ππνηηζέκελν  ινηπόλ  απηό  θύθιν πνπ  πεξηγξάθεη  ην  ΑΒΓΔ  γηα  ηηο  ηεκλόκελεο  

ρνξδέο  ΑΓ  ,  ΒΔ  ηζρύεη  όηη      (1) .  

 

Σν ηεηξάπιεπξν  ΒΓΔΕ    είλαη  εγγξάςηκν  αθνύ  ε  πιεπξά  ΒΓ  θαίλεηαη  από  ηηο θνξπθέο  

Ε  θαη  Δ  ππό  ίζεο   γσλίεο  ( αθνύ  είλαη θαη  νη  δύν  νξζέο )    

 

ηνλ  ππνηηζέκελν  ινηπόλ  απηό  θύθιν πνπ  πεξηγξάθεη  ην  ΒΓΔΕ  γηα  ηηο  ηεκλόκελεο  

ρνξδέο  ΓΕ  ,  ΒΔ  ηζρύεη  όηη        (2)   . 

 

Από  (1)  θαη  (2)  έρνπκε  όηη      

 

 

β)  Δπίζεο  ζην    εγγξάςηκν  ηεηξάπιεπξν  ΒΓΔΕ   γηα  ην  εμσηεξηθό  ζεκείν  Α  ηνπ  

ππνηηζέκελνπ  θύθινπ    πνπ  πεξηγξάθεη  ην  ΒΓΔΕ  θαη  γηα  ηηο ηέκλνπζεο  απηνύ    ΑΕΒ   

θαη   ΑΔΓ   ηζρύεη  όηη   :   
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8)   Ζ  εζσηεξηθή  δηρνηόκνο   ΑΓ  ηξηγώλνπ   ΑΒΓ  ηέκλεη  ηνλ  πεξηγεγξακκέλν  θύθιν  ηνπ  

ηξηγώλνπ  ζην   ζεκείν  Δ . Να  δείμεηε  όηη  :   

α)  2( )



 

 


      β)  2           γ)  
2

( )   
 

 


 

Λύζε  

 

α)  Δίλαη   2( )
  


     

    
  

  ,   

αθνύ  από  ην θεθάιαην  κε   Θεώξεκα  Γηρνηόκσλ   έρνπκε  όηη   

 


 
 


   θαη   



 
 


 .  

 

β)  Δίλαη   
2 2( )    

Αξθεί  ινηπόλ  λα  δείμνπκε  όηη   :  
 

   
 

  .  

Απηό  ζα  πξνθύςεη  από  ηελ  νκνηόηεηα  ησλ  ηξηγώλσλ   ΑΒΓ  θαη  ΑΔΓ  ηα  νπνία  είλαη  

όκνηα  ,  αθνύ  1 2
ˆ ˆ     από  ηε  δηρνηόκν  θαη   ˆ ˆ     σο  εγγεγξακκέλεο  πνπ  βαίλνπλ  

ζην  ίδην  ηόμν .  

Πξάγκαηη  ινηπόλ   2     .  

γ)   Ζ  πξνεγνύκελε  ζρέζε   2      κε  ηε  βνήζεηα  ησλ  


 
 


  θαη   



 
 


   γίλεηαη   :   

2 2
2 2 2 2

2 2

2 2 2 2
2 2 2

2 2 2 2

2 2

2 2

(1 )
( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 (2 2 ) 4 ( ) 2

( ) ( )

  

  

  

    
      

       

           
     

       

     
    

    

            
   

       
        

    

 
    

 
( )  






 

 



3ν ΠΡΟΣΤΠΟ ΛΤΚΔΗΟ ΗΛΗΟΤ  

 

Δπηκέιεηα : Άξεο Αεξάθεο  69 

9) Γίλεηαη  θύθινο   ( Ο , ξ )   θαη  ΑΒ  κηα  δηάκεηξόο   ηνπ . Γύν  ρνξδέο  ηνπ  θύθινπ   ΑΓ  

θαη  ΒΓ  ηέκλνληαη  ζην  Δ . Να  δείμεηε  όηη  :  24    

 

Λύζε  

 

 
 

Γηα  λα  πξνθύςεη  ην  γηλόκελν      ζα  ζέιακε  θύθιν  κε  ηέκλνπζα  ηε ΑΔΓ .  

Γηα  λα  πξνθύςεη  ην  γηλόκελν      ζα  ζέιακε  θύθιν  κε  ηέκλνπζα  ηε ΒΔΓ . 

Φέξλνπκε  ινηπόλ  ηελ  ΑΕ  θάζεηε  ζηε  δηάκεηξν  ΑΒ  κε  ζθνπό  λα  δεκηνπξγεζνύλ  

εγγξάςηκα  ηεηξάπιεπξα  θαη  άξα  θαη  θύθινη .  

 

 Σν  ηεηξάπιεπξν  ΑΓΔΕ  είλαη  εγγξάςηκν  αθνύ  νη  απέλαληη  γσλίεο  ηνπ  είλαη  

παξαπιεξσκαηηθέο .  

ηνλ  ππνηηζέκελν  ινηπόλ  θύθιν  πνπ  πεξηγξάθεη  ην  ηεηξάπιεπξν  ΑΓΔΕ  νη  ΒΕΑ  θαη  

ΒΔΓ  είλαη  ηέκλνπζεο  θαη  άξα  ηζρύεη  όηη  :      (1) . 

 

 

Σν  ηεηξάπιεπξν  ΒΓΔΕ  είλαη  εγγξάςηκν  αθνύ  νη  απέλαληη  γσλίεο  ηνπ  είλαη  

παξαπιεξσκαηηθέο .  

ηνλ  ππνηηζέκελν  ινηπόλ  θύθιν  πνπ  πεξηγξάθεη  ην  ηεηξάπιεπξν  ΑΓΔΕ  νη  ΑΕΒ  θαη  

ΑΔΓ  είλαη  ηέκλνπζεο  θαη  άξα  ηζρύεη  όηη  :      (2) . 

 

Με  πξόζζεζε  θαηά  κέιε  ησλ  (1)  θαη  (2)  έρνπκε  όηη  :   
2( ) 2 2 4         
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10) Σεηξάγσλν   ΑΒΓΓ  πιεπξάο   α  είλαη  εγγεγξακκέλν  ζε θύθιν    

( Ο , ξ ). Αλ  Δ  είλαη  ην  κέζν  ηεο ΑΓ  θαη  ε  ΒΔ  πξνεθηεηλόκελε  ηέκλεη  ηνλ  θύθιν  ζην   

Ε    , λα  δείμεηε  όηη   :  

α) ΒΔ = 
5

2


                                β)  ΒΔ = 5 ΔΕ   

 

Λύζε  

 

 
 

α)  Από  ην  Ππζαγόξεην  ζεώξεκα  ζην ηξίγσλν   ΑΒΔ  ,  έρνπκε  :  

    ΒΔ
2
 = ΑΒ

2
 + ΑΓ

2 
   ΒΔ

2
 = α

2 
 + 

2 2 2
2 5 5

2 4 4 2

   


 
     

 
 

β)  Από  ην  ζεώξεκα  ηεκλνκέλσλ  ρνξδώλ  γηα  ηηο  ρνξδέο   ΑΓ  θαη  ΒΕ έρνπκε  :  

 

ΑΔ  ΓΔ = ΒΔ  ΔΕ      

5 5 5
5

2 2 2 2 102 5 2 5 5

      
            

 

πλεπώο      ΒΔ = 5 ΔΕ   . 

 

11) Από  ζεκείν  Α  εθηόο  θύθινπ  ( Ο , ξ ) θέξνπκε  ηέκλνπζα  ΑΒΓ  θαη  εθαπηόκελν  

ηκήκα  ΑΓ . Αλ  ε  δηρνηόκνο  ηεο  γσλίαο  Α  ηέκλεη  ηηο  ΒΓ , ΓΓ  ζηα   Δ , Ε  αληίζηνηρα  ,  

λα  δείμεηε  όηη  ΔΒ  ΕΓ  =  ΔΓ  ΕΓ .  

 

Λύζε  
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Ζ  δεηνύκελε  ζρέζε  κεηαηξέπεηαη  ζε  αλαινγία   σο  εμήο  :  
 


 

 

 

Σα  ηκήκαηα   πνπ  κπαίλνπλ  ζηνπο παξαπάλσ  ιόγνπο  , θαζώο  θαη  ε  ύπαξμε  δηρνηόκνπ  ,  

καο  θάλνπλ  λα  ζθεθηνύκε  ην  ζεώξεκα  δηρνηόκσλ . 

Από  ην  ζεώξεκα  δηρνηόκσλ  ζην  ηξίγσλν  ΑΒΓ  έρνπκε : 
 


 

  (1) 

Από  ην  ζεώξεκα  δηρνηόκσλ  ζην  ηξίγσλν  ΑΓΓ  έρνπκε : 
 


 

  (2)  

Δπίζεο  αθνύ  ΑΓ  εθαπηόκελν  ηκήκα  θαη  ΑΒΓ  ηέκλνπζα   , από  ην  Θεώξεκα  2  έρνπκε  

όηη   :  ΑΓ
2
 = ΑΒ  ΑΓ      

 


 
        (3)  .  

Από  (1) , (2) , (3)  έρνπκε  όηη     
 


 

     θαη  κε  ρηαζηί  έρνπκε ην  δεηνύκελν   ΔΒ  

ΕΓ  =  ΔΓ  ΕΓ . 

 

 

12) Αλ  ε  δηάκεζνο  ΑΜ  ηξηγώλνπ  ΑΒΓ  ηέκλεη  ηνλ  πεξηγεγξακκέλν  θύθιν  ζην  Δ  ,  λα  

δείμεηε όηη   :  

α)  ΑΜ  ΜΔ  =  
2

4


                                     β)   ΑΒ

2
 + ΑΓ

2
 = 2ΑΜ  ΑΔ   

 

Λύζε  

 

 
 

α)  Από  ην  γλσζηό   Θεώξεκα    γηα  ηηο  ηεκλόκελεο  ρνξδέο  ΑΔ  θαη  ΒΓ  έρνπκε :  ΑΜ  

ΜΔ  =  ΒΜ  ΜΓ    ΑΜ  ΜΔ  = 
2

2 2 4

  
    

 

β)  Από  ην  1
ν
  Θεώξεκα  δηακέζσλ ζην ηξίγσλν  ΑΒΓ  έρνπκε  όηη  :  

ΑΒ
2
 + ΑΓ

2
 = 2ΑΜ

2
 + 

2

2


    ΑΒ

2
 + ΑΓ

2
 = 2ΑΜ

2
 + 2ΑΜ   ΜΔ     

ΑΒ
2
 + ΑΓ

2
 = 2ΑΜ ( ΑΜ + ΜΔ )     ΑΒ

2
 + ΑΓ

2
 = 2ΑΜ  ΑΔ   
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13) Γίλεηαη  νξζνγώλην  ηξίγσλν  ΑΒΓ  ( ˆ 90   ) , εγγεγξακκέλν  ζε  θύθιν  (Ο, ξ )   θαη   

ην  ύςνο  ηνπ  ΑΓ . Αλ  κεηαβιεηή  επζεία   πνπ  δηέξρεηαη  από  ην  Γ  ηέκλεη  ην  ύςνο  ζην  

Μ  θαη  ηνλ  θύθιν  ζην  Ζ  , λα δείμεηε  όηη  :  ΓΜ  ΓΖ = ΓΑ
2
 

 

Λύζε  

 
Αθνύ  ην  ηξίγσλν  ΑΒΓ  είλαη  νξζνγώλην ζην  Α  ζπκπεξαίλνπκε  όηη  ε  ΒΓ  είλαη  

δηάκεηξνο  ηνπ  θύθινπ  ,  γηαηί   γηα  λα είλαη  ε  εγγεγξακκέλε  γσλία  Α  νξζή  πξέπεη  λα  

βαίλεη  ζε  εκηθύθιην .  

 

Γηα  λα  πξνθύςεη  ην  γηλόκελν  ΓΜ  ΓΖ  ,  πξέπεη  ε  ΓΜΖ  λα  είλαη  ηέκλνπζα  ελόο  

θύθινπ .  

Αλαδεηνύκε  ινηπόλ  θύθιν  πνπ  λα  δηέξρεηαη  από  ηα  ζεκεία  Μ  ,  Ζ .  

Δπεηδή  ηέηνηνο θύθινο  δελ  ππάξρεη  , πξέπεη  λα  δεκηνπξγήζνπκε .  

Φέξλνπκε  ινηπόλ  ηελ  ΒΖ  θαη  επεηδή  ΒΓ  δηάκεηξνο  ε  γσλία  ΒΖΓ  είλαη  εγγεγξακκέλε  

γσλία  πνπ  βαίλεη  ζε  εκηθύθιην  θαη  επνκέλσο  νξζή .  

 

Δπνκέλσο  ην  ηεηξάπιεπξν  ΒΖΜΓ  είλαη  εγγξάςηκν  αθνύ  νη  απέλαληη  γσλίεο  ηνπ    Ζ   

θαη   Γ  είλαη  παξαπιεξσκαηηθέο  .  

 

ε  απηόλ  ινηπόλ  ην  ππνηηζέκελν  θύθιν  πνπ  πεξηγξάθεη  ην  ηεηξάπιεπξν  ΒΖΜΓ  ,  ε   

ΓΜΖ  θαη   ε   ΓΓΒ  είλαη  ηέκλνπζεο  θαη  επνκέλσο  ηζρύεη  όηη  :  ΓΜ  ΓΖ = ΓΓ  ΓΒ  (1) .  

 

Όκσο  ζην  νξζνγώλην  ηξίγσλν  ΑΒΓ  ην  ΑΓ  είλαη  ύςνο  θαη  ην  ηκήκα  ΓΓ  είλαη  ε  

πξνβνιή  ηεο  θαζέηνπ  ΑΓ  ζηελ  ππνηείλνπζα  ΒΓ .  

 

Από  ηνλ  γλσζηό  ηύπν   ινηπόλ  πνπ  ηζρύεη  ζηα  νξζνγώληα  ,  έρνπκε  όηη  :   ΑΓ
2
 =  ΓΓ  

ΓΒ   (2)  .  

 

Από  (1) , (2)  έρνπκε  όηη  :  ΓΜ  ΓΖ = ΓΑ
2
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14) Αλ  ε  δηρνηόκνο  ΑΓ ηξηγώλνπ  ΑΒΓ  ηέκλεη  ηνλ  πεξηγεγξακκέλν  θύθιν  ζην  Δ  θαη  

ηζρύεη  όηη   ΑΓ
2
 = ΓΒ  ΓΓ  ,  λα  δείμεηε όηη  :   

ΑΔ
2
 = 2 ΔΓ

2
   

 

Λύζε  

 

 
 

Γηα ηηο  ηεκλόκελεο  ρνξδέο  από  ην γλσζηό  ζεώξεκα  ηζρύεη  όηη :  

ΑΓ  ΓΔ = ΒΓ  ΓΓ   (1) . 

 

Από  ηελ  ππόζεζε  ηζρύεη  όηη   :  ΑΓ
2
 = ΓΒ  ΓΓ   (2)   

 

πγθξίλνληαο  ηηο  (1)  θαη (2)   πξνθύπηεη  όηη   ΑΓ = ΓΔ  (3) .  

 

Ζ  δεηνύκελε  ζρέζε  κεηαηξέπεηαη  ζε  αλαινγία  σο  εμήο  :   

 

ΑΔ
2
 = 2 ΔΓ

2
  2

2

   
     

   
    (4) 

 

αθνύ    ΑΓ = ΓΔ  θαη  άξα   ΑΔ = 2 ΓΔ . 

 

Δπνκέλσο  γηα  λα  δείμνπκε ηε  δεηνύκελε  ζρέζε  ,  αξθεί  λα δείμνπκε  ηε  ζρέζε  (4)  , ε  

νπνία  ζα πξνθύςεη  αλ  θαηαθέξνπκε  λα βγάινπκε  ηα  ηξίγσλα  ΓΔΓ  θαη  ΑΔΓ  όκνηα .  

 

Μα  απηά  είλαη  πξάγκαηη  όκνηα  αθνύ  ε  γσλία   Δ είλαη  θνηλή  θαη    

Α2 =  Α1 = Γ1  ( σο  εγγεγξακκέλεο  πνπ  βαίλνπλ  ζην  ίδην  ηόμν  ΒΔ ) .  
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15) Γίλεηαη  ηξίγσλν  ΑΒΓ  ,  ε  δηρνηόκνο  ηνπ  ΑΓ   ,  ε  δηάκεζνο   ηνπ  ΑΜ  θαη  ν  

πεξηγεγξακκέλνο  θύθινο  (Κ) ηνπ  ηξηγώλνπ  ΑΓΜ . Αλ  Δ , Ε ηα  ζεκεία  ηνκήο  ησλ  ΑΒ  

θαη   ΑΓ  κε  ηνλ  θύθιν (Κ)  αληίζηνηρα  ,  λα  δείμεηε  όηη  ΒΔ = ΓΕ .  

 

Λύζε  

 

 
Από  ην  γλσζηό  ζεώξεκα  γηα ηηο  ηέκλνπζεο  ΒΔΑ , ΒΓΜ  έρνπκε  όηη : 

ΒΓ  ΒΜ  = ΒΔ  ΒΑ   ΒΔ =  
 


           (1) .  

 

Από  ην  γλσζηό  ζεώξεκα  γηα ηηο  ηέκλνπζεο  ΓΕΑ , ΓΜΓ  έρνπκε  όηη : 

ΓΓ  ΓΜ  = ΓΕ  ΓΑ  ΓΕ =     



           (2) .  

   

Αθνύ  ΑΜ  δηάκεζνο   έρνπκε  όηη   :   ΒΜ = ΜΓ   (3) .  

 

Αθνύ  ΑΓ  δηρνηόκνο  , από  ην  ζεώξεκα  δηρνηόκσλ  έρνπκε  όηη  :  

 

   
  

   
     (4) .  

 

Οη  (3) ,(4)  καο  ιέλε  όηη  νη  (1)  θαη  (2)  έρνπλ  ηα  2
α
  κέιε  ίζα  ,  θαη  επνκέλσο  θαη  ηα  

1
α
  ,  δειαδή   ΒΔ = ΓΕ  .  
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16) Γίλεηαη  ηξίγσλν  ΑΒΓ  κε  2 2 22     . Αλ  ε  δηάκεζνο  ΑΜ  ηέκλεη  ηνλ  

πεξηγεγξακκέλν  θύθιν  ζην  Γ  λα  δείμεηε  όηη  
3

2


   .  

 

 

Λύζε  

 

 
 

 

Από  ην  γλσζηό  ηύπν  ππνινγηζκνύ  ηεο  δηακέζνπ  έρνπκε  όηη  :  

 
2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 22 2 2( ) 2 2 3 3

4 4 4 4 2
    

         
    

     
          

 

Από  ην  ζεώξεκα  γηα  ηηο  ηεκλόκελεο  ρνξδέο  ΑΓ  θαη  ΒΓ  έρνπκε  : 

 

3
3

2 2 2 2 2 3

3 3

62 3 3
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17) ε  ηξίγσλν  ΑΒΓ  είλαη   
3

2
   . Αλ  Μ  είλαη  ην  βαξύθεληξν  ηνπ  ηξηγώλνπ  ΑΒΓ  

λα  δείμεηε  όηη  ν  πεξηγεγξακκέλνο  θύθινο  ηνπ  ηξηγώλνπ  ΑΒΜ  εθάπηεηαη  ηεο  ΒΓ  ζην   

Β  .  

 

 

Λύζε  

 

 
 

Έζησ    ΑΓ    κηα    δηάκεζνο  ηνπ  ηξηγώλνπ  ΑΒΓ  . 

 

ύκθσλα  κε  ηελ  εθαξκνγή  2  ηνπ  ζρνιηθνύ  ( πνπ  κπνξνύκε  λα  ρξεζηκνπνηνύκε  ζε  

αζθήζεηο  )  αξθεί  λα  δείμνπκε  όηη  
2    . 

 

Δίλαη  
2 2 2

21 1 1 2 2

3 3 3 4
  

  
  

 
        (1)  

 

Από  ηελ  ππόζεζε  έρνπκε  όηη    
2

2 2 2 2 2 2 2

2 2 2

3 3
4 3 2 2 3

2 4

2 (2)

  


        

  

         

 

 

 

Ζ    (1)  κε  ηε  βνήζεηα  ηεο  (2)  γίλεηαη   :   

 
2 2 2 2

2 21 4 1 3
( )

3 4 3 4 4 2

    
            

 

Πξάγκαηη  ινηπόλ  
2     πξάγκα  πνπ  ζεκαίλεη  όηη   ν πεξηγεγξακκέλνο  θύθινο  

ηνπ  ηξηγώλνπ  ΑΒΜ  εθάπηεηαη  ηεο  ΒΓ  ζην  Β .  
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Γεληθέο   αζθήζεηο   

 
Άζθεζε  1   

 
Α)  Γίλεηαη  ηξίγσλν  ΑΒΓ  κε  7 , 5 , 3      

 

α) Να   βξείηε  ην  είδνο  ηνπ  ηξηγώλνπ  σο  πξνο  ηηο  γσλίεο  ηνπ  .    

β) Να  ππνινγίζεηε  ηελ  πξνβνιή  ηεο  πιεπξάο  ΑΒ   ζηελ  πιεπξά  ΒΓ  θαη    ηελ  πξνβνιή  

ηεο  πιεπξάο  ΑΒ   ζηελ  πιεπξά  ΑΓ    

γ)  Να  ππνινγίζεηε  ηε  γσλία   Α .  

δ)  Να  ππνινγίζεηε  ηε  δηάκεζν  ΑΜ   

ε)  Να  ππνινγίζεηε  ηελ  πξνβνιή  ηεο  δηακέζνπ  ΑΜ  ζηελ  πιεπξά  ΒΓ  

 
Λύζε 

 

α)  Δίλαη   2 27 49      θαη   2 2 2 25 3 34        

Αθνύ  2 2 2 ˆ 90       θαη  άξα  ην  ηξίγσλν  ακβιπγώλην  .   

 

  
 

β)  Φέξλνπκε  ηα ύςε  ΑΓ  θαη   ΒΔ .  Δίλαη        θαη       .  

 

 Γηα   ηνλ  ππνινγηζκό  ηνπ  ΒΓ  εθαξκόδνπκε  ζ. νμείαο  γηα  ηελ  ΑΓ  θαη  έρνπκε :   

 

2 2 2 33
2 25 49 9 14

14
            

 

 Γηα   ηνλ  ππνινγηζκό  ηνπ  ΑΔ  εθαξκόδνπκε  ζ. ακβιείο  γηα  ηελ  ΒΓ  θαη  έρνπκε :   

 

2 2 2 3
2 49 25 9 10

2
            

 

γ)  1
νο

  ηξόπνο  :  Αθνύ  ΑΔ = 
3 ˆ ˆˆ 30 60 120
3 2


        

 

2
νο

   ηξόπνο  :  
2 2 2 2 2 25 3 7 1ˆ ˆ 120

2 2 5 3 2
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δ)  
2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 5 2 3 7 19 19

4 4 4 2

       
       

 

ε)    Δίλαη       . Από  ην  2
ν
  ζ . δηακέζσλ  γηα  ηηο  πιεπξέο  β , γ  έρνπκε  :   

 
2 2

2 2 16 8
2

2 14 7

 
  




        

 

Άζθεζε   2  
 
  

 
Γίλεηαη  θύθινο   ( Ο , 2 )  θαη  ζεκείν   Ρ  εθηόο  απηνύ .  Αλ   ΡΑΒ  κηα  ηέκλνπζα  απηνύ  

κε   ΑΒ = 2 2    θαη   Ρ = 2 3   έλα  εθαπηόκελν  ηκήκα  ( ηα  ζεκεία  Α  θαη    

εθαηέξσζελ  ηεο  ΡΟ )   ηόηε  :  
  

Να ππνινγίζεηε  ηα  ηκήκαηα   ΡΑ  , ΡΟ , θαζώο  θαη  ηε  κέγηζηε  θαη  ηελ   

 ειάρηζηε  απόζηαζε  ηνπ  Ρ  από  ηνλ  θύθιν . 
    

  

 

Λύζε 

 

 

 Έζησ   ΡΑ = ρ  ηόηε   ΡΒ = 2 2  +  ρ   . Από  ηέκλνπζεο  θύθινπ  γλσξίδνπκε  όηη  :  

 
2 2 2( 2 2) (2 3) 2 2 12 0            

2(2 2) 4( 12) 56        ,   

1,2

14 22 2 56 2 2 2 14
2 14

2 2 14 2


     
      

 

 

Ζ  ηηκή   14 2     απνξξίπηεηαη  σο  αξλεηηθή  νπόηε  14 2 2( 7 1)       

Καη   ΡΒ =     2( 7 1) 2 2 2( 7 1 2) 2( 7 1)         

Δπίζεο   από  ηέκλνπζεο  θύθινπ    έρνπκε  :  

 
2 2 2 2 2 2 22( 7 1) 2( 7 1) 2 ( 2) (( 7) 1) 4 16 4R              

 

Αλ  ε   ΟΡ  ηέκλεη  ηνλ θύθιν  θαηά  ζεηξά  ζηα  ζεκεία  Κ  θαη   Λ  ηόηε  γλσξίδνπκε  όηη  

ΡΚ  είλαη  ε  ειάρηζηε  απόζηαζε  ηνπ  Ρ  από  ηνλ  θύθιν   θαη  ΡΛ  ε κέγηζηε  .  

Δίλαη   ΡΚ = ΟΡ – ΡΚ = 4-2=2    θαη      ΡΛ = ΡΟ + ΟΛ = 4 + 2 = 6  
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Άζθεζε  3   

 

Α)  Να  ραξαθηεξίζεηε  κε    ή  Λ  ηηο  παξαθάησ  πξνηάζεηο                         

 

 Αλ  ην  ηξίγσλν  ΑΒΓ  είλαη  ακβιπγώλην  ηόηε  ηζρύεη     2 2 2             Σ Λ 

 

 Αλ  ζε  ηξίγσλν  ΑΒΓ  ηζρύεη   όηη   2 2 2     ηόηε  είλαη  νμπγώλην         Σ Λ 

 

 Σν  ηξίγσλν  ΑΒΓ   έρεη     ˆ 90   .    Ηζρύεη   όηη  2 2 2    .                  Σ Λ 

 

 Αλ  ζε  ηξίγσλν  ΑΒΓ  ηζρύεη  όηη   2 2 2        ηόηε   ˆ 60             Σ  Λ 

    

 ε  θάζε    ηξίγσλν   ΑΒΓ   ηζρύεη     όηη     2 2 2                         Σ   Λ   

 

Β) Βάιηε ζε  θύθιν ηε κνλαδηθή ζσζηή  απάληεζε ζηηο παξαθάησ πξνηάζεηο   

 

 Ζ δηαγώληνο ηεηξαγώλνπ είλαη 4 cm. Σν κήθνο ηεο πιεπξάο ηνπ ζε cm ηζνύηαη κε:  

 

α. 22  β. 4 γ. 24 , δ. 2  ε. 2 

 Γίλεηαη  ηξίγσλν  ΑΒΓ ( ˆ 90   ) , ΑΓ  ην ύςνο  ηνπ  κε  ΒΓ = 1 θαη  ΒΓ = 3  

              Σν  κήθνο  ηνπ  επζύγξακκνπ  ηκήκαηνο  ΑΓ  είλαη  :  

 

α .  2               β .  3            γ .  2            δ . 3 2            ε.  
1

2
 

 ε  ηξίγσλν  ΑΒΓ ( ˆ 90   ) κε   ΑΓ  ην ύςνο  ηνπ  θαη   2





  , ν  ιόγνο   



  

ηζνύηαη  κε  :    

α .  2               β .  4           γ .  
1

2
       δ .  

1

4
       ε. θαλέλα  από  ηα  πξνεγνύκελα  

 ην νξζνγώλην ηξίγσλν ΑΒΓ (


A  = 90°) είλαη:  

 

α. β
2
 + γ

2
 = μ α

2     β. β
2
 + γ

2
 = 2μα

2     γ. β
2
 + γ

2
 = 3μα

2     δ. β
2
 + γ

2
 = 4μα

2    ε. β
2
 + γ

2
 = 5μα

2  

 

 Αλ  ζε  ηξίγσλν  ΑΒΓ  είλαη   2 2 25      ηόηε    

α.
2




                β. 

3

4



        γ. 

3

2



         δ. 

2

3



      ε. 

4

3
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Α)    Δξσηήζεηο   – Λ  

 

 Λάζνο  αθνύ  δελ  μέξνπκε  πνηα  γσλία  είλαη  ακβιεία . Γηα  λα  ήηαλ  ζσζηό  ζα  

έπξεπε  λα  καο  ιέεη  όηη  ακβιεία  είλαη  ε   Α .  

 

 Λάζνο   αθνύ  από  ηε  δνζκέλε  αληζόηεηα  πξνθύπηεη  όηη  ε  γσλία  Α  είλαη  νμεία . 

Γελ  απνθιείεηαη  όκσο  θάπνηα  από  ηηο  Β  ή  Γ  λα   είλαη  νξζή  ή  θαη  ακβιεία . 

 

 Σσζηό  αθνύ  δεδνκέλνπ  όηη  ε  Α  είλαη  νξζή  ηόηε  αλαγθαζηηθά  ε Β  είλαη  νμεία  

 

 Λάζνο   αθνύ  κε  εθαξκνγή  ηνπ  Ν.  πλεκηηόλσλ    πξνθύπηεη  όηη   ζπλΑ= 
1

2
   θαη  

άξα   ˆ 120    

 

 Λάζνο  γηαηί  γηα  λα  έρεη  ην  2
ν
   Θ. δηακέζσλ  απηή  ηε  κνξθή  πξέπεη  λα  μέξνπκε  όηη  

β > γ . 

 

 

Β)   Δξσηήζεηο  πνιιαπιήο  επηινγήο   

 

 Απάληεζε   α)  αθνύ   αλ  ρ  ε  πιεπξά  ηνπ  ηεηξαγώλνπ  από  Ππζαγόξεην  έρνπκε  όηη  
2 2 2 2 24 2 16 8 8 2 2              

 

 Απάληεζε   β)  αθνύ   ΓΓ = ΒΓ – ΒΓ = 3-1 = 2   θαη   
2 2 1 2 2          

 

 Απάληεζε   δ)  αθνύ   
2

2

2

1
2 4

4

    
      

    
 

 

 Απάληεζε   δ)  αθνύ   2 2 2 2 2(2 ) 4          

 

 Απάληεζε   γ)  αθνύ   
2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2( ) 2 5 9 3

4 4 4 4 2
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Άζθεζε   4    

 

ε  ηξίγσλν  ΑΒΓ   είλαη  ˆ 60    ,  β = 5  ,  γ = 3 .  Να  ππνινγηζηνύλ   

 

α)  Ζ  πιεπξά   α                            β)  Σν  είδνο  ηνπ  ηξηγώλνπ  σο  πξνο  ηηο  γσλίεο  ηνπ                                      

 

γ)  Ζ  δηάκεζνο   κα                         δ)  Ζ πξνβνιή  ηεο  κα  ζηελ  πιεπξά  α                                                             

 

ε)  Ζ  πξνβνιή  ηεο  πιεπξάο   β   ζηελ  πιεπξά   γ                                           

 

Λύζε 

 

α)   Με  εθαξκνγή  ηνπ  Ν.  πλεκηηόλσλ    γηα  ηελ  πιεπξά  α   έρνπκε   :   

 

2 2 2 2 2 1ˆ2 5 3 2 5 3 19 19
2

                  

 

β)  Ζ  κεγαιύηεξε  πιεπξά  είλαη  ε  β   θαη   έρνπκε   2 25     ,   2 2 19 9 28      

 

Αθνύ   β > α   θαη     β > γ     θαη   2 2 2       ην  ηξίγσλν  είλαη  νμπγώλην  .  

 

γ)   
2 2 2

2 2 2 49 7
...

4 4 2
 

  
 

 
      

 

 

δ) Με  εθαξκνγή  ηνπ  2
νπ

  Θ. δηακέζσλ  έρνπκε   :   

 
2 2

2 2 16 8 19
2 ...

2 192 19
   

 
      




         

 

ε)  Με  εθαξκνγή  ηνπ  Θ. νμείαο  γηα  ηελ  πιεπξά  α   έρνπκε  :   

 
2 2 2

2 2 2 2 2 22 2 ...
2

  

  
             



 
             

 

Άζθεζε   5 

Γίλεηαη   ηξίγσλν   ΑΒΓ   κε   


A  = 90°,  β > γ ,   ΑΓ ύςνο θαη   ΑΜ = κα   δηάκεζνο.  

Να  απνδείμεηε  όηη  :   

  

   α) 
2 2 24 4             β)  β

2
 - γ

2
 = 4 κα ΓΜ              γ)   2 2 2 2                                                                                     

 

  δ)  β
2
 = μ α

2  + ΜΓ
2
 + αΓΜ                         ε)  

2 2 25                                                                                                   
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Λύζε 

 

 
 

 

Καηά  αξρήλ   ζπκίδνπκε  όηη  ε  δηάκεζνο  πνπ  θαηαιήγεη  ζηελ  ππνηείλνπζα  ηζνύηαη  κε  

ην  κηζό  ηεο  δειαδή  ζηελ  πεξίπησζή  καο  ΑΜ = 
2




   .  

 

α)  Ππζαγόξεην   ζην  ΑΜΓ  :    
2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2( ) 4 4
2 4

 
                

 

β)  Με  εθαξκνγή  ηνπ  2
νπ

  Θ. δηακέζσλ  έρνπκε   :   

 
2 2 2 2 2 22 2 2 4                         

 

γ)     Ππζαγόξεην   ζην  ΑΒΓ  :    2 2 2         (1)  

 

        Ππζαγόξεην   ζην  ΑΓΓ  :    2 2 2         (2)    

 

(2) – (1)  2 2 2 2 2 2 2 2 2 2              

 

 

δ)    Με  εθαξκνγή  ηνπ  Θ. ακβιείαο  γηα  ηελ  πιεπξά  β   ζην   ΑΜΓ   έρνπκε  :   

 
2 2 2 2 2 22                 

 

αθνύ    2ΜΓ = α   εθόζνλ  Μ  κέζν  ΒΓ   θαη    ˆ 90    σο  εμσηεξηθή  ζην  ΑΜΓ . 

 

ε)  Με  βάζε  ηνπο  ηύπνπο   πνπ  ηζρύνπλ  γηα  ηηο   δηακέζνπο  έρνπκε  : 

 
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 22 2 2 2 4 4 5
5( ) 5

4 4 4 4 4 2
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Άζθεζε   6   
 

ε  νξζνγώλην  ηξίγσλν  ΑΒΓ  θέξλνπκε  ηε  δηάκεζν  ΑΜ  θαη  ηελ  θάζεηε  ζηελ  ΑΜ  ζην   

Μ  πνπ  ηέκλεη  ηελ  ΑΒ  ζην     θαη  ηελ  πξνέθηαζε  ηεο  ΑΓ  ζην  Σ. Να  δείμεηε  όηη  :   

 

α)  
2 2 2 2 22            β)   ην ηεηξάπιεπξν   ΒΓΣ  είλαη  εγγξάςηκν   

 

 

Λύζε 

 

 
 

α)   Αθνύ  ΑΜ  δηάκεζνο  ζηελ  ππνηείλνπζα  έρνπκε  :   ΑΜ = ΜΒ = ΜΓ = 
2


 

 Από  ην  1
ν
  ζ. δηακέζσλ  ζην   ΒΓ   έρνπκε   :   

2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2(2 ) 4

2 2 2 2 2 2( ) 2
2 2 2

  
                   

αθνύ   ΑΜ  νξζνγώλην  νπόηε  από  Ππζαγόξεην   :  
2 2 2     

 

 Από  ην  1
ν
  ζ. δηακέζσλ  ζην   ΣΒΓ   έρνπκε   :   

2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2(2 ) 4

2 2 2 2 2 2( ) 2
2 2 2

  
                   

αθνύ   ΣΑΜ  νξζνγώλην  νπόηε  από  Ππζαγόξεην   :  
2 2 2     

 

Πξνζζέηνληαο   θαηά  κέιε  ηηο  παξαπάλσ  ζρέζεηο  έρνπκε   :   
2 2 2 2 2 2 2 2 22 2 2( ) 2              

αθνύ   ΣΑ   νξζνγώλην  θαη  από  Ππζαγόξεην  έρνπκε  :  
2 2 2      

 

β)  Δίλαη   
2        θαη  επεηδή  ζην  νξζνγώλην  ΑΣ  ην  ΑΜ  είλαη   

ύςνο   έρνπκε  :  
2    .  

πλεπώο  είλαη         πνπ  ζεκαίλεη  όηη   ΒΓΣ   εγγξάςηκν    .  
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Άζθεζε   7  

 
Αλ   Μ  είλαη  ην  κέζν  ηεο  πιεπξάο  ΒΓ   νμπγσλίνπ  ηξηγώλνπ  ΑΒΓ  θαη   ΒΓ  ην  ύςνο  

ηνπ  ,  λα  δείμεηε  όηη  
2 2    .  

 

 
Σθέςε : Σν  θιεηδί  ζηελ  άζθεζε  είλαη  πσο  ζα  εκθαληζηεί  ην  γηλόκελν   . 

Έρνπκε  δύν  επηινγέο  θαη  άξα  δύν  ηξόπνπο  γηα  ηε  ιύζε  ηεο  άζθεζεο . 

1
νο

 ηξόπνο :  Παξαηεξνύκε  όηη  ην  ηκήκα  ΑΓ  είλαη  ε  πξνβνιή  ηεο  ΑΒ  ζηελ  ΑΓ  νπόηε  

ην  γηλόκελν     εκθαλίδεηαη  αλ  εθαξκόζνπκε  ζεώξεκα  νμείαο  γηα  ηελ  πιεπξά  

ΒΓ . 

2
νο

 ηξόπνο :  Σν  γηλόκελν     κπνξεί  λα  εκθαληζηεί  από  ηα  ζεσξήκαηα  

ηεκλνπζώλ  θύθινπ , αξθεί  απηόο  ν  θύθινο  λα  δηέξρεηαη  από  ηα  Γ , Γ .Πξάγκαηη  ην  

ηξίγσλν  ΒΓΓ  είλαη  νξζνγώλην  θαη  σο  γλσζηό  ν  πεξηγγεγξακκέλνο  θύθινο  ηνπ  έρεη  

δηάκεηξν  ηελ   ππνηείλνπζα ηνπ  ΒΓ  . 

 

Λύζε  

1
νο

 ηξόπνο 

 

Σν   ζεώξεκα  νμείαο  (αθνύ  ΑΒΓ  νμπγώλην )  γηα  ηε  ΒΓ  δίλεη  :   
2 2 2 2        (1)   

Από  ην  1
ν
  ζεώξεκα  δηακέζσλ  έρνπκε  :  

2
2 2 22

2


       (2)   

Σέινο   αθνύ  Μ  κέζν  ηνπ  ΒΓ  :  ΒΓ = 2 ΒΜ (3)  

 

Από   (1) , (2) , (3)  έρνπκε  :     
2

2 2 2 2 2

2 2 2 2

(2 )
(2 ) 2 2 4 2 2 2

2

2 2 2


            

      

 

 

2
νο

  ηξόπνο  

 

Από  ζεώξεκα  ηεκλνπζώλ   γηα  ηνλ  θύθιν (Μ , ΒΜ)  κε  ηέκλνπζα  ηελ  ΑΓΓ  έρνπκε  : 
2 2      

2 2    .  
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Γίλεηαη  νμπγώλην  ηξίγσλν  ΑΒΓ  κε       . Να  δείμεηε  όηη  :   

α) 2 2 25        ,      β) αλ  ΑΓ  ύςνο  θαη   Ζ  ην  νξζόθεληξν  ηνπ  ηξηγώλνπ ΑΒΓ ηόηε  : 
22   .  

 

Λύζε 

 

 
 

α) Έζησ  ινηπόλ  νη  δηάκεζνη  ΒΚ , ΓΛ  κε        θαη  Θ  ην  βαξύθεληξν  ηνπ  

ηξηγώλνπ . Γλσξίδνπκε    από  ηελ   ηδηόηεηα  ηνπ  βαξύθεληξνπ  όηη 

2 2

3 3
         θαη        

2 2

3 3
     .  

Από  ην  Ππζαγόξην  ζεώξεκα  ζην  ΒΘΓ  έρνπκε :   

 

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2

2 2 4 4
( ) ( ) 9 4 4
3 3 9 9

2 2 2 2
9 4 4 9 2 2 2 2

4 4

5

             

     
       

  

             

   
         

 

 

β) Σθέςε : Σν  θιεηδί  ζηελ  άζθεζε  είλαη  πσο  ζα  εκθαληζηεί  ην  γηλόκελν   .Σν  

γηλόκελν     κπνξεί  λα  εκθαληζηεί  από  ηα  ζεσξήκαηα  ηεκλνπζώλ  θύθινπ , αξθεί  

απηόο  ν  θύθινο  λα  δηέξρεηαη  από  ηα  Γ , Ζ .Αλαδεηνύκε  ινηπόλ  θύθιν πνπ  λα  δηέξρεηαη  

από  Γ , Ζ  ή  ηζνδύλακα  εγγξάςηκν  ηεηξάπιεπξν  ηνπ  νπνίνπ  νη  θνξπθέο  λα  είλαη  ηα  

Γ,Ζ   .Σν  ηεηξάπιεπξν  ΖΓΔΓ  είλαη  εγγξάςηκν  αθνύ  ˆ ˆ 90 90 180      .πλεπώο  

από  ηα  ζεκεία  Ζ,Γ,Δ,Γ,  δηέξρεηαη  θύθινο   ζηνλ  νπόην  ΑΖΓ,ΑΔΓ  είλαη  ηέκλνπζεο  ,  

νπόηε  από  ην  ζεώξεκα  ηεκλνπζώλ  έρνπκε  :  

   (1)  

Σν  ζεώξεκα  νμείαο  γηα  ηελ  πιεπξά   α   δίλεη  :   
2 2 2 2          θαη  επεηδή  από  ην  α)  εξώηεκα  έρνπκε  όηη 2 2 25     

ε  ζρέζε  γίλεηαη  :   
2 2 2 25 2 4 2 2             (2)   

 

Από  (1),(2)  έρνπκε  ηειηθά  όηη  :   
22    . 
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ε  νμπγώλην  ηξίγσλν  ΑΒΓ  θέξνπκε  ηε  δηάκεζν  ΑΜ . Αλ  Γ  ε  πξνβνιή  ηνπ  Μ  ζηελ  

ΑΒ  λα  δείμεηε  όηη  2 2 23 4       .  

 

 
 

 

Σθέςε : Σν  θιεηδί  ζηελ  άζθεζε  είλαη  πσο  ζα  εκθαληζηεί  ην  γηλόκελν   . 

Παξαηεξνύκε  όηη  ην  ηκήκα  ΑΓ  είλαη  ε  πξνβνιή  ηεο  ΑΜ  ζηελ  ΑΒ  νπόηε  ην  

γηλόκελν     εκθαλίδεηαη  αλ  εθαξκόζνπκε  ζεώξεκα  νμείαο  γηα  ηελ  πιεπξά  ΒΜ . 

 

Λύζε 

 

Σν  ζεώξεκα  νμείαο  γηα  ηελ  πιεπξά  ΒΜ  ζην ηξίγσλν  ΑΒΜ   δίλεη :   

 
2 2 2 2        (1)    

 

Όκσο   ΑΜ  δηάκεζνο  νπόηε  
2


    (2)     θαη   

2 2 2
2 2 2

4

   
   (3) 

Από  (1),(2),(3)  έρνπκε  :   

 
2 2 2 2 2 2 2 2

2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2

2 2 2 2
2 2

2 4 4 4

2 2 4 8 2 6 2 8

3 4
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Γίλεηαη  θύθινο  (Ο , ξ) , κηα  δηάκεηξόο  ηνπ  ΑΒ  θαη   Γ,Γ  ηα  κέζα  ησλ  ΟΑ , ΟΒ 

αληίζηνηρα . Αλ  κηα  ρνξδή  ΔΖ  δηέξρεηαη  από  ην  Γ  θαη  είλαη   
13

2
    λα  δείμεηε  

όηη  ˆ 90   .  

 
 

Σθέςε  Αξθεί  λα  δείμνπκε  όηη  ην ηξίγσλν  ΔΓΖ  είλαη  νξζνγώλην  ζην  Γ  δειαδή  αξθεί  

λα  δείμνπκε  όηη  :  
2 2 2     . 

 

Λύζε 

Δίλαη  2 2 213 13
( )

2 4
      (1)  

 

Από  ην  1
ν
  ζεώξεκα  δηακέζσλ   ζην  ΔΓΓ  έρνπκε  :   

  
2 2 2

2 2 2 2 5
2 2

2 2 2

 



         (2)   

 

Από  ην  1
ν
  ζεώξεκα  δηακέζσλ   ζην  ΖΓΓ  έρνπκε  :   

  
2 2 2

2 2 2 2 5
2 2

2 2 2

 



         (3)  

Από  (2) + (3)  έρνπκε  :  
2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 25 5
5 ( )

2 2

 
             (4)  

Όκσο    
2

2 2 2 213
( ) 2

4


          

θαη   από  ηέκλνπζεο  θύθινπ  έρνπκε   :  
23 3

2 2 4

  
        νπόηε   

 
2 2 2

2 2 2 213 3 7
2

4 4 4

  
        (5)  

Από  (4) , (5) έρνπκε  :  
2 2 (1)

2 2 2 2 2 2 2 27 13
5

4 4

 
           


