
 

 
 

 

 

ΘΕΩΡΙΑ 1 

Να αποδείξετε την ισοδυναμία 

 

 

 

 

ΘΕΩΡΙΑ 2 

Ο κύκλος με κέντρο το σημείο O(0,0) και ακτίνα ρ έχει εξίσωση  x2 + y2 = ρ2  

 

 

 

 



ΘΕΩΡΙΑ 3 

 Η εφαπτομένη του κύκλου x2 + y2 = ρ2 στο σημείο του A(x1, y1 ) έχει εξίσωση 

xx1 + yy1 = ρ2 

 

 

 

 

ΘΕΜΑ 3 

           Δίνονται τα σημεία 𝚨(𝟏, 𝟑), 𝚩(−𝟐, 𝟐) και η ευθεία 𝛆: 𝟑𝐱 + 𝐲 + 𝛂 = 𝟎 με 𝛂𝛜ℝ. 

       α) Να βρεθεί η απόσταση του σημείου Α από το σημείο Β. 

(Μονάδες 5) 

       β) Για ποιες τιμές του α, η απόσταση ΑΒ είναι ίση με την απόσταση του σημείου Α από την ευθεία ε.        

       (Μονάδες 8) 

       γ) Για 𝛂 = 𝟒 να βρεθεί το εμβαδόν του τριγώνου 𝚨𝚩𝚪, όπου Γ το σημείο τομής της ευθείας ε με τον άξονα 

𝐲΄𝐲.       

(Μονάδες 12)                                                                          

ΛΥΣΗ 

α) Κάνουμε αντικατάσταση τις συντεταγμένες των σημείων Α και Β στο τύπο της απόστασης 

(ΑΒ) = √(3 − 2)2 + (−2 − 1)2 = √10. 

β) Για να βρούμε τη τιμή του α θα λύσουμε την εξίσωση που προέρχεται από τη ισότητα 



(ΑΒ)=d(A, ε) ⟺ (ΑΒ) =
|Αx0+By0+Γ|

√Α2+Β2
, δηλαδή √10 =

|6+α|

√10
⟺ |α + 6| = 10, τότε 

 α = 4 ή α = −16. 

γ)  Για α = 4 η ευθεία ε γίνεται ε: 3x + y + 4 = 0.  

Η ευθεία τέμνει τον y΄y για x = 0. Άρα, το σημείο τομής της ε με τον άξονα y΄y είναι (0, −4). 

Άρα Γ (0,−4). 

Επίσης, βρίσκουμε τις συντεταγμένες των διανυσμάτων ΑΒ⃗⃗⃗⃗  ⃗ και ΑΓ⃗⃗⃗⃗  ⃗. 

ΑΒ⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (−3,−1) και ΑΓ⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (−1,−7).  

Από το τύπο του εμβαδού τριγώνου (ΑΒΓ) =
1

2
|det (ΑΒ,⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ΑΓ⃗⃗⃗⃗  ⃗)| υπολογίζουμε ότι  

(ΑΒΓ) =
1

2
| |
−3 −1
−1 −7

| | =
1

2
∙ 20 = 10 τετραγωνικές μονάδες. 

ΘΕΜΑ 3 

Θεωρούμε τα διανύσματα  �⃗⃗�  ,  �⃗⃗�  με |�⃗⃗� | = 𝟐, |�⃗⃗� | = 𝟒 ,(�⃗⃗�   ,∧ �⃗⃗� ) =
𝝅

𝟑
 και τα διανύσματα �⃗⃗� = �⃗⃗�  −  �⃗⃗�  και �⃗⃗� =

𝟐�⃗⃗�  +  �⃗⃗� . 

α) Να βρείτε το �⃗⃗� ⋅ �⃗⃗� .                                                                                                                   (Μονάδες 5) 

β) Να βρείτε το �⃗⃗� ⋅ �⃗⃗� .                                                                                                                     (Μονάδες 7) 

γ) Να βρείτε τα |�⃗⃗� | , |�⃗⃗� |                                                                                                                (Μονάδες 8) 

δ) Να βρείτε τη γωνία (�⃗⃗�   ,∧  �⃗⃗� ).                                                                                                   (Μονάδες 5) 

 

ΛΥΣΗ 

α) Είναι 𝛼 ⋅ 𝛽 = |𝛼 | ⋅ |𝛽 | ⋅ 𝜎𝜐𝜈
𝜋

3
= 2 ⋅ 4 ⋅

1

2
= 4. 

β) Είναι  

𝛾 ⋅ 𝛿 = (𝛼  − 𝛽 ) ⋅ (2𝛼  + 𝛽 ) = 2𝛼 2 + 𝛼   ⋅  𝛽 − 2 ⋅ 𝛼   ⋅  𝛽 − 𝛽 2 = 2|𝛼 |2 − 𝛼   ⋅  𝛽 − |𝛽 |
2
= 2 ⋅ 22 − 4 − 42

= −12 

γ) Είναι  |𝛾 |2 = 𝛾 2 = (𝛼  − 𝛽 )
2
= 𝛼 2  −  2𝛼  𝛽 + 𝛽 2 = 12

 
οπότε |𝛾 | = √12 = 2√3. Επίσης  

|𝛿 |
2
= 𝛿 2 = (2𝛼  + 𝛽 )

2
= 4𝛼 2  + 4𝛼  𝛽 + 𝛽 2 = 48 οπότε |𝛿 | = √48 = 4√3. 

δ) Είναι 𝜎𝜐𝜈(𝛾   ,∧ 𝛿 ) =
�⃗⃗� ⋅�⃗⃗� 

|�⃗⃗� |⋅|�⃗⃗� |
=

−12

2√3⋅4√3
= −

1

2
, οπότε 

2
( , )

3


 



=
r ur

.  

 



ΘΕΜΑ 3 

Δίνεται η εξίσωση (𝝁 + 𝟏)𝒙 + (𝝁 + 𝟐)𝒚 = 𝟎, 𝝁 ∈ ℝ  (1). 

α)  

i. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση (1) παριστάνει ευθεία για κάθε 𝝁 ∈ ℝ.  (Μονάδες 08) 

ii. Να αποδείξετε ότι όλες οι ευθείες που ορίζονται από την εξίσωση (1) διέρχονται από την αρχή 

των αξόνων.                                                                                                           (Μονάδες 02) 

β)  

i. Πότε η εξίσωση (1) παριστάνει ευθεία που έχει συντελεστή διεύθυνσης 𝟎; Ποια είναι η εξίσωσή 

της;                                                                                                                            (Μονάδες 03) 

ii. Πότε η εξίσωση (1) παριστάνει ευθεία για την οποία δεν ορίζεται συντελεστής διεύθυνσης; Ποια 

είναι η εξίσωσή της;                                                                                              (Μονάδες 03) 

γ) Να βρείτε για ποια τιμή του πραγματικού αριθμού 𝝁, προκύπτει ευθεία η οποία  σχηματίζει γωνία 𝟒𝟓° με τον 

άξονα 𝒙΄𝒙. Ποια είναι η εξίσωσή της;                                                                                         (Μονάδες 09) 

ΛΥΣΗ 

α)  

i. Η εξίσωση (1) παριστάνει ευθεία για όλες τις πραγματικές τιμές του 𝜇, εκτός από αυτές για τις 

οποίες είναι: { 
𝜇 + 1 = 0
𝜇 + 2 = 0

⬚
⇔ { 

𝜇 = −1
𝜇 = −2

  

Το παραπάνω σύστημα είναι αδύνατο, ως εκ τούτου η εξίσωση  (1) παριστάνει ευθεία για κάθε 

𝜇 ∈ ℝ. 

ii. Tο σημείο 𝛰(0,0) επαληθεύει την (1), επομένως όλες οι ευθείες διέρχονται από την αρχή των 

αξόνων. 

β)  

i. Αν  𝜇 = −1, η (1) γράφεται 𝑦 = 0, έχει συντελεστή διεύθυνσης 0 και εκφράζει τον άξονα 𝑥΄𝑥. 

ii. Αν 𝜇 = −2, η (1) γράφεται 𝑥 = 0, δεν ορίζεται συντελεστής διεύθυνσης και εκφράζει τον άξονα 

𝑦΄𝑦. 

γ) Μία ευθεία (𝜀) σχηματίζει γωνία 45° με τον άξονα 𝑥΄𝑥 όταν 𝜆𝜀 = 𝜀𝜑45° = 1.  

Αν 𝜇 + 2 = 0
⬚
⇔𝜇 = −2, η ευθεία έχει εξίσωση 𝑥 = 0, παριστάνει τον άξονα 𝑦΄𝑦 και σχηματίζει γωνία 

90° με τον άξονα 𝑥΄𝑥.  



Επομένως, πρέπει 𝜇 ≠ −2 οπότε ορίζεται συντελεστής διεύθυνσης με 𝜆𝜀 = −
𝜇+1

𝜇+2
 .  

Τότε, είναι: 1 = −
𝜇+1

𝜇+2

⬚
⇔𝜇 + 2 = −𝜇 − 1

⬚
⇔𝜇 = −

3

2
 . 

Από (1)
𝜇=− 

3

2
⇒     −

1

2
𝑥 +

1

2
𝑦 = 0

⬚
⇔𝑦 = 𝑥. 

ΘΕΜΑ 3 

Δίνεται η εξίσωση 𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 − 𝟐𝒙 + 𝟒𝒚 = −𝟏. 

α) Να αποδείξετε ότι παριστάνει κύκλο του οποίου να βρείτε το κέντρο και την ακτίνα. 

                                                                                                                                                (Μονάδες 6) 

β) Να αποδείξετε ότι το σημείο 𝑴(𝟑, 𝟐) βρίσκεται έξω από τον κύκλο. 

                                                                                                                                            (Μονάδες 7) 

γ) Να βρείτε τις εφαπτόμενες του κύκλου που διέρχονται  από το Μ.  

    (Μονάδες 12) 

 

 



 
 

 

ΘΕΜΑ   3 

 
Στο καρτεσιανό σύστημα   Οxψ  δίνεται  η ευθεία   ε:  3x- 2ψ -8 = 0 και το σημείο   Α(-2 , 6) εκτός 

αυτής 

                                                                                                                         

α.     Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας  ε1: που φέρεται από το σημείο Α και  

           σχηματίζει γωνία  45ο  με τον άξονα  x΄x                                                            7 μονάδες 

β.     Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας  ε2  που φέρεται από το σημείο  Α  

           και είναι κάθετη στην ευθεία   ε                                                                         8 μονάδες 

γ.     Αν οι εξισώσεις των ευθειών  ε1 και ε2  είναι αντίστοιχα  ψ =x + 8 και  

          2x + 3ψ – 14 = 0 ,  η  ε1  τέμνει τον άξονα  x΄x στο σημείο  Β  και  η  ε2    

                 τέμνει την ευθεία  ε  στο σημείο   Γ ,  να βρείτε την εξίσωση της ευθείας ΒΓ    10 μονάδες 

 

 
 

 
 

 



 

 
 

Β. Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις ως σωστές (Σ) ή λάθος (Λ) : 

1. Κάθε διάνυσμα στον επίπεδο  είναι ίσο με τη διανυσματική ακτίνα του πέρατος μείον τη διανυσματική 

ακτίνα της αρχής. 

2. Η ευθεία με εξίσωση Ax+ By+ Γ = 0 είναι παράλληλη στο διάνυσμα η⃗ = (Α,Β). 

3. Η εφαπτομένη του κύκλου x2 + y2 = ρ2 στο σημείο του Α(x1,y1) έχει εξίσωση xx1 + yy
1
= ρ2. 

4.   Η διευθετούσα της παραβολής y2 = 2px, έχει εξίσωση x = − 
𝑝

2
   

5.  Η παραβολή με εξίσωση y2 = 4x έχει εστία το σημείο Ε(1,0).   

6.  Αν ισχύει 𝛼
→
⋅ 𝛽
→

= 0 τότε 𝛼
→
┴𝛽
→

 για οποιαδήποτε διανύσματα 𝛼
→
, 𝛽
→

 

7. Η εξίσωση Αχ+Βψ+Γ=0 παριστάνει ευθεία για κάθε Α,Β,Γ πραγματικούς αριθμούς. 

8. Όταν ο συντελεστής διεύθυνσης μιας ευθείας δεν ορίζεται, τότε η εξίσωση της είναι της μορφής x = x0. 

9. Η γωνία που σχηματίζει η ευθεία x + y = 0 με τον άξονα x´x είναι 45. 

10. Η ευθεία με εξίσωση Ax + By + Γ = 0 είναι κάθετη στο διάνυσμα n  = (-Α, - Β).  

11.  Αν  𝛼 ⋅ 𝛽 = 0   ,  τότε   𝛼 =  0⃗  ή   𝛽 = 0⃗  

12.  Αν    𝛼 ⋅ 𝛽 = |𝛼 | ⋅ |𝛽 |, τότε   𝛼 ↑↑ 𝛽  

13.  Η εξίσωση του κύκλου με κέντρο   Κ(x0 ,ψ0)  και ακτίνα  ρ  είναι  (x – x0)
2  + (ψ -ψ0)

2  = ρ2    

14.  Για   𝜆 ≠ 0, οι ευθείες    ψ = |𝜆|x  - 2  και     ψ = - 
1

𝜆
x +

1

2
  είναι κάθετες 

15.  Η εξίσωση   Αx + Βψ + Γ = 0  παριστάνει ευθεία για     Α ≠0 ή Γ≠0    

16.  Η εξίσωση Αχ+Βψ+Γ=0 παριστάνει ευθεία για κάθε Α,Β,Γ πραγματικούς αριθμούς. 

17. Αν     𝛼 ↑↓ 𝛽  𝜏ό𝜏𝜀 𝛼 ∙ 𝛽 = −|𝛼 | ∙ |𝛽 |  

18.  Η εφαπτομένη της παραβολής ψ2=2ρχ στο σημείο Μ(χ1, ψ1)
 έχει εξίσωση  ψψ1=2ρ(χ+χ1 ) 

19. Ισχύει :
→→→→

=  τότε 
→→

= με 
→→

 0  

20. Το εσωτερικό γινόμενο δύο διανυσμάτων είναι ίσο με το άθροισμα των γινομένων των ομώνυμων 

συντεταγμένων τους”. 

 


