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Φυλλάδιο 09 - Συνέπειες ϑεωρήματος Μέσης Τιμής

Ασκήσεις

1. Βρείτε τη μονοτονία της f (x) = x1/x, x > 0.
2. Βρείτε τη μονοτονία της f (x) = ex − 1

2 x2 − x − 1.

3. Δίνεται η συνάρτηση f (x) = x ln (x + 1) − (x + 1) ln x, x > 0.
α) Να αποδείξετε ότι ln (x + 1) − ln x < 1/x για κάθε x ∈ (0,+∞).
β) Να αποδείξετε ότι f

↣

στο x ∈ (0,+∞).

4. Αν f : [α, β] → R παραγωγίσιμη με f (β) = α, f (α) = β και 0 < α. Αν για κάθε x ∈ [α, β]
ισχύει: f ′(x) + f (x) + e−x < 0, να δείξετε ότι:

α) f (x) > 0 για κάθε x ∈ [α, β],
β) f

↣

στο [α, β].

5. Αν f , g : R → R δύο φορές παραγωγίσιμες συναρτήσεις με f ′′(x) > g′′(x) για κάθε x ∈
R, f (0) = g(0), f ′(0) > g′(0). Να δείξετε ότι f (x) > g(x) για κάθε x > 0.

6. ´Εστω η συνάρτηση f : (−∞, 1)→ R με f (x) =
1 + ex · ln (1 − x)

ex .
α) Να βρείτε τη μονοτονία της f

β) Να λύσετε την εξίσωση ex

(
ln

x − 3
x − 1

− ln 2
)
=

e
ex − e2 για x < 1.

7. Δίνεται η συνάρτηση f με τύπο f (x) =
ln x

x
για x > e.

α) Να μελετήσετε τη συνάρτηση f ως προς τη μονοτονία.

β) Δείξτε ότι: xx+2021 > (x + 2021)x και x2021 >
(
1 +

2021
x

)x

.

8. Να βρείτε το πλήθος των ριζών της εξίσωσης 2ex−1 − 2 ln x − 3 = 0 στο διάστημα [1, e].

9. ´Εστω f : R→ R συνεχής και γνησίως μονότονη με f (R) = R και lim
x→1

x2 − 2 f (2)x + f (3)
x − 1

= 4.
α) Να δείξετε ότι η f είναι γνησίως φθίνουσα.
β) Να δείξετε ότι η f είναι αντιστρέψιμη.
γ) Να λυθεί η εξίσωση f

(
f −1

(
− |x − 3|

)
− 1

)
= −1.

δ) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση f (x) = 0 έχει μοναδική ρίζα το R.

ε) Να υπολογίσετε το όριο lim
x→+∞

ηµ3x + συν2x · ηµx
f 2021(x)

.

10. ´Εστω f (x) =
ex

x2 + 1
, x ∈ R.

α) Να βρείτε το σύνολο τιμών της συνάρτησης f .
β) Να δείξετε ότι η εξίσωση f

(
e3−x(x2 + 1)

)
= e2

5 έχει μοναδική ρίζα στο R.

11. ´Εστω f (x) =
ln |x|

x2
+ 2. Για τη συνάρτηση f να βρείτε:

α) το πεδίο ορισμού της,
β) τη μονοτονία της,
γ) το σύνολο τιμών της.
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