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1.1 Οι ππάξειρ και οι ιδιόηηηέρ ηοςρ 

 Ρηηός αριθμός νλνκάδεηαη θάζε αξηζκόο πνπ είλαη ζε κνξθή θιάζκαηνο 



, 

όπνπ α, β αθέξαηνη θαη 0 . 

Όινη νη δεθαδηθνί αξηζκνί θαη νη πεξηνδηθνί δεθαδηθνί κπνξνύλ λα γξαθνύλ ζε 

κνξθή θιάζκαηνο (π.ρ. 3,567=
1000

3567
,  1,23=

100

123
,  

99

163
64,1  ) 

Τπάξρνπλ όκσο θαη αξηζκνί , όπσο νη ,3,2 πνπ απνδεηθλύεηαη όηη δελ 

κπνξνύλ λα γξαθνύλ ζηε κνξθή 



 κε α,β αθέξαηνπο θαη νλνκάδνληαη άρρηηοι  

 Πραγμαηικός αριθμός νλνκάδεηαη θάζε αξηζκόο πνπ είλαη είηε ξεηόο είηε 

άξξεηνο. Σν ζύλνιν ησλ πξαγκαηηθώλ αξηζκώλ ην ζπκβνιίδνπκε κε ην  . ην 

ζύλνιν ησλ πξαγκαηηθώλ αξηζκώλ νξίδνληαη νη πξάμεηο πξόζζεζε θαη 

πνιιαπιαζηαζκόο ησλ νπνίσλ νη ηδηόηεηεο αλαθέξνληαη ζην παξαθάησ πίλαθα. 
 

 

                         Ππάξη 

Ηδιόηηηα 

Ππόζθεζη Πολλαπλαζιαζμόρ 

Αληηκεηαζεηηθή α+β=β+α αβ=βα 

Πξνζεηαηξηζηηθή α+(β+γ)=(α+β)+γ α(βγ)=(αβ)γ 

 

επηκεξηζηηθή α(β+γ)=αβ+αγ 

 α+0=α aa 1  
 α+(-α)=0 

0,1
1

 


  

 

 O αξηζκόο 0 ιέγεηαη οσδέηερο ζηοιτείο ηης πρόζθεζης. Ο αξηζκόο 1 ιέγεηαη 

οσδέηερο ζηοιτείο ηοσ πολλαπλαζιαζμού. Οη αξηζκνί α θαη –α πνπ έρνπλ 

άζξνηζκα κεδέλ ιέγνληαη ανηίθεηοι, ελώ νη αξηζκνί α θαη 
a

1
 κε 0a  πνπ έρνπλ 

γηλόκελν 1 ιέγνληαη ανηίζηροθοη 

 

 Αθαίρεζη  
Έζησ  δύν πξαγκαηηθνί αξηζκνί α,β. Σόηε νξίδνπκε σο δηαθνξά ηνπ β από ην α ην 

άζξνηζκα ηνπ α κε ηνλ αληίζεην ηνπ β, δειαδή α – β = α + (-β). Η πξάμε κε ηελ 

νπνία βξίζθνπκε ηελ δηαθνξά ιέγεηαη αθαίρεζη. 

 

 Γιαίρεζη  

Γηα λα βξνύκε ην πειίθν α:β ή 



 κε 0 , πνιιαπιαζηάδνπκε ηνλ α κε ηνλ 

αληίζηξνθν ηνπ β. Η πξάμε κε ηελ νπνία βξίζθνπκε ην πειίθν ιέγεηαη διαίρεζη. 
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 Δπιπλέον ιδιόηηηες 

 *Αλ α=β θαη γ=δ ηόηε 











  (πξόζζεζε θαη πνιιαπιαζηαζκόο θαηά  

                                                                    κέιε δύν ηζνηήησλ) 

 *Αλ α=β    

 

Σν ζύκβνιν  ζα ζπλδέεη δύν ηζρπξηζκνύο (π.ρ. ηζόηεηεο, αληζόηεηεο) κόλν 

ζηελ πεξίπησζε πνπ , όηαλ αιεζεύεη ν πξώηνο ηζρπξηζκόο αιεζεύεη θαη ν 

δεύηεξνο θαη αληηζηξόθσο, όηαλ αιεζεύεη ν δεύηεξνο αιεζεύεη θαη ν πξώηνο. 

 *Αλ 0 , ηόηε α=β    

 *αβ=0 α=0 ή β=0 

 * 000    

Η έθθξαζε α=0 ή β=0 ζεκαίλεη όηη έναρ ηοςλάσιζηον από ηνπο α,β είλαη κεδέλ, 

ελώ ε έθθξαζε 00    ζεκαίλεη όηη ηαςηόσπονα θαη ν α θαη ν β 

είλαη κε κεδεληθνί. 

 

 Κανόνας ηων προζήμων 
(-1)α= -α    (-α)β = -αβ   (-α)(-β) = αβ 

 

 Κανόνας απαλοιθής παρενθέζεων  

-(α+β) = -α –β   00,
111

 


  

 

 Λογιζμός με κλαζμαηικές παραζηάζεις 











 
     












    











 
    




















:  

 

 Ιδιόηηηες αναλογιών 

Αλ 0,,,  , ηόηε έρνπκε: 

1) 







  

 2) 


















 

3)


















 

4) 
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Γςνάμειρ – Σαςηόηηηερ - Παπαγονηοποίηζη 
 Γύναμη ελόο πξαγκαηηθνύ αξηζκνύ α κε εθζέηε ζεηηθό αθέξαην λ νλνκάδνπκε ηνλ 

αξηζκό  


 
έ

 .....  

Αλ 0  νξίδνπκε 
































1
1

1
0

1

’

 

 

 

 ΙΓΙΟΣΗΣΔ ΓΤΝΑΜΔΩΝ : Γηα α,β   θαη εθζέηε αθέξαην 

1)
    

2)









    0  

3)
  )(  

4)
  )(   

5)






















 0  

 

 

 

 ΒΑΙΚΔ ΣΑΤΣΟΣΗΣΔ 

 1)
222 2)(    

2)  
222 2)(    

3)  
22))((    

4)  
32233 33)(    

5)  
32233 33)(    

6)  ))(( 2233    

7)  ))(( 2233    

8)  )...)(( 1221      

9)  )222)( 2222    

10) ))(()(2   xxaxax  

11)  2)( 222   

12) )(3)( 333    

13)  222333 )()()()(
2

1
3    
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 ΜΔΘΟΓΟΙ ΠΑΡΑΓΟΝΣΟΠΟΙΗΗ 
1) Κοινόρ παπάγονηαρ 

    Αλ όινη νη όξνη ελόο πνιπσλύκνπ έρνπλ θνηλό παξάγνληα, ην πνιπώλπκν απηό 

κεηαηξέπεηαη ζε γηλόκελν ζύκθσλα κε ηελ επηκεξηζηηθή ηδηόηεηα. 

Π.ρ. κα+κβ-κγ = κ(α+β-γ)     15-3ρ = 3(5-ρ) )12(224 2223  xyyxyxyx  

2) Ομαδοποίηζη 
    Αλ δελ έρνπλ όινη νη όξνη θνηλό παξάγνληα αιιά έρνπλ ζε νκάδεο, βγάδνπκε 

ηνλ θνηλό παξάγνληα ζε θάζε νκάδα, αιιά πξέπεη ζην ηέινο λα ππάξρεη θάπνηα 

θνηλή παξέλζεζε. 

Π.ρ. αρ+αy+βρ+βy=α(ρ+y)+β(ρ+y)=(α+β)(ρ+y) 

        )1)(1()1()1(1 2223    

       3) Γιαθοπά  ηεηπαγώνων 

           Από ηελ ηαπηόηεηα  
22))((    έρνπκε: 

           )13)(13(19 2  xxx  

             yxyxyx 9)12(9)12(81)12( 22   

     4) Ανάπηςγμα ηεηπαγώνος 

         Από ηελ ηαπηόηεηα 
222 2)(    ή 

222 2)(    

  
2222 )5(5522510    

   
22222 )72()7(722)2(49284    

      5) Σπιώνςμο 

    Από ηελ ηαπηόηεηα ))(()(2   xxaxax  

    )2)(5(1032    

    )3)(2(652    

 

 

 

 

1.2 Γιάηαξη ππαγμαηικών απιθμών 
 Οπιζμοί 

Ο αξηζκόο α είλαη κεγαιύηεξνο από ηνλ β όηαλ θαη κόλν όηαλ ε δηαθνξά α-β είλαη 

ζεηηθόο αξηζκόο. Γειαδή 0   

 

Ο αξηζκόο α είλαη κηθξόηεξνο από ηνλ β όηαλ θαη κόλν όηαλ ε δηαθνξά α-β είλαη 

αξλεηηθόο αξηζκόο. Γειαδή 0   

 

 Αλ α > 0 θαη β > 0 ηόηε α + β > 0 

 Αλ α < 0 θαη β < 0 ηόηε α + β < 0 

 Αλ α,β νκόζεκνη ηόηε αβ > 0 θαη 0



 

 Αλ α,β εηεξόζεκνη ηόηε αβ < 0 θαη 0



 

 Γηα θάζε αξηζκό α ηζρύεη 02 a  
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 ΗΓΗΟΣΖΣΔ ΑΝΗΟΣΖΣΩΝ: 

1) 












a

a
 (Μεηαβαηηθή ηδηόηεηα) 

2)    

3) γηα γ>0 ηζρύεη :    

4) γηα γ<0 ηζρύεη :    

5) 












 (Μπνξνύκε λα πξνζζέζνπκε νκνηόζηξνθεο  

                                                       αληζόηεηεο) 

6) 






















0,,,

 

      ΠΡΟΟΥΖ:   Γεν διαιπούμε , ούηε αθαιπούμε ανιζόηηηερ καηά μέλη! 

7) Γηα ζεηηθνύο α,β θαη λ θπζηθό , λ  0 ηζρύνπλ: 

       











 

8) Αλ α,β νκόζεκνη , ηόηε 



11

  

9) Αλ α>0 ηόηε 2
1



  

10) Αλ α<0 ηόηε 2
1



  

11) 022    , γηα θάζε α,β   

12) 022    , γηα θάζε α,β   

 

 

 

 

 ΓΗΑΣΖΜΑΣΑ 

 Σν ζύλνιν }/{   xx  ιέγεηαη θιεηζηό δηάζηεκα από ην α κέρξη ην β 

θαη ζπκβνιίδεηαη [α,β] .Γειαδή  [α,β]= }/{   xx  

Αλ από ην [α,β] παξαιείςνπκε ηα α,β πξνθύπηεη ην αληίζηνηρν αλνηθηό 

δηάζηεκα από ην α κέρξη ην β πνπ ζπκβνιίδεηαη (α,β) . 

Γειαδή (α,β)= }/{   xx  
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1.3 Απόλςηη ηιμή ππαγμαηικού απιθμού 
 Οριζμός  

Έζησ α έλαο αξηζκόο ν νπνίνο παξηζηάλεηαη  ζ’ 

έλαλ άμνλα κε ην ζεκείν Α. Απόιπηε ηηκή ηνπ α 

ιέγεηαη ε απόζηαζε ηνπ Α από ηελ αξρή Ο ηνπ 

άμνλα (δειαδή ην κήθνο ηνπ επζύγξακκνπ 

ηκήκαηνο ΟΑ) θαη ζπκβνιίδεηαη κε a   

π.ρ.  00,22,22   

 

Παξαηεξνύκε όηη 













0

0




  

 Ιδιόηηηες 
Γηα θάζε αξηζκό α ηζρύνπλ: 

1) 0a ,  
22

aa  , aa   

2) 00  aa  θαη 00  aa  

3) aa   θαη aa   νπόηε aaa   

4)    

5)







  

6)         Γεληθά       

 

 

 ΔΞΙΩΔΙ 

1)Αλ ζ 0 ηόηε   ήx  

   Αλ ζ<0 ηόηε ε εμίζσζε x   είλαη αδύλαηε αθνύ  

  ζεηηθόο ή κεδέλ = αξλεηηθόο 

2)   ήx  

 

 ΑΝΗΩΔΗ 

1) Αλ ζ>0 ηόηε  x       x  

    Αλ ζ 0 ηόηε ε αλίζσζε x  είλαη αδύλαηε αθνύ  

   ζεηηθόο ή κεδέλ < αξλεηηθνύ 

2) Αλ ζ>0 ηόηε   ήx    







  ήx  

    Αλ ζ 0 ηόηε ε αλίζσζε x  είλαη ηαπηόηεηα (ηζρύεη πάληα) αθνύ  

   ζεηηθόο ή κεδέλ > αξλεηηθνύ 

 

Ο Α 

2 -2 0 
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 Παπαηηπήζειρ 

0....0..... 2121     

0....0..... 2121    ήήή  

0....0..... 2121    ήήή  

 Απόζηαζη δύο ζημείων 

Η απόζηαζε δύν ζεκείσλ ζπκβνιίδεηαη κε d(α,β) ή κε d(β,α) θαη είλαη ίζε κε 

  . Γειαδή  d(α,β)=    

 

 

 

 

 

ΠΑΡΑΓΔΗΓΜΑ: Να ιπζεί ε εμίζσζε 8132  xx   

 

ρ                           0                                 1                           

ρ                -                0                 +             + 

ρ-1 -                 -               0                + 

 

1. Γηα )0,(x  xx   θαη 11  xx  

Άξα 8132  xx  -2ρ-3ρ+3=8 -2ρ-3ρ=8-3 -5ρ=5 ρ = -1 (δεθηή) 

2. Γηα )1,0[x  xx   θαη 11  xx  

Άξα 8132  xx  2ρ-3ρ+3=8 2ρ-3ρ=8-3 -ρ=5 ρ= -5(απνξξίπηεηε) 

3. Γηα ),1[ x  xx   θαη 11  xx  

Άξα 8132  xx  2ρ+3ρ-3=8 2ρ+3ρ=8+3 5ρ=11 ρ =11/5 (δεθηή) 

 

ΆΡΑ ρ=1 ή ρ=11/5  

 

 

1.4 ΡΗΕΔ ΠΡΑΓΜΑΣΗΚΩΝ ΑΡΗΘΜΩΝ  
 Οριζμός νιοζηής ρίζας:  

Η ληνζηή ξίδα (λ ζεηηθόο αξηζκόο) ελόο κε αξλεηηθνύ αξηζκνύ α ζπκβνιίδεηαη κε 
   θαη είλαη ν κε αξλεηηθόο αξηζκόο πνπ όηαλ πςσζεί ζηελ λ, δίλεη α. Γειαδή 

αλ 0 , ε    παξηζηάλεη ηε κε αξλεηηθή ιύζε ηεο εμίζσζεο  X  

 

Δπίζεο γξάθνπκε 1  =α θαη  2  

 

ΠΡΟΟΥΖ!!  Δίλαη 9 3  δηόηη 3 92  .Δπίζεο θαη ( ) 3 92
 αιιά ζύκθσλα 

κε ηνλ νξηζκό δεν επιηπέπεηαι λα γξάθνπκε 9 3   

 

 

 

Ο Β Α 

β α 

d(a,b) 

Ο 

d(a,b) 

Β Α 

β α 
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 ΤΝΔΠΔΗΔ ΣΟΤ ΟΡΗΜΟΤ: 

1)Γηα 0  ηζρύνπλ:   
   θαη      

ΠΡΟΟΥΖ!! 9 3  (θαη όρη  3) 

 

2)Γηα α    2
 ,   

2 2
 γηα λ

  

 

 ΗΓΗΟΣΖΣΔ ΡΗΕΩΝ: 

Γηα α,β 0  θαη θ,κ,λ 
  ηζρύνπλ : 

1)     

2) 











  κε β 0 

3) 
  


  

4) 
    

 
 

5) 
   )(  

6)      

 

 

 

 Αλ έρνπκε παξαζηάζεηο κε άξξεηνπο παξαλνκαζηέο γηα λα ηηο κεηαηξέςνπκε ζε 
ηζνδύλακεο κε ξεηνύο παξαλνκαζηέο , πνιιαπιαζηάδνπκε αξηζκεηή θαη 

παξαλνκαζηή κε ηε «ζπδπγή» ηνπ παξαλνκαζηή. 

 

   1           ,    

        

333 233    333 233    

 

ΠΑΡΑΓΔΗΓΜΑ: Να κεηαηξαπνύλ νη παξαζηάζεηο ζε ηζνδύλακεο κε ξεηνύο 

παξαλνκαζηέο. 
8 3

3

a

a
A   , α>0 θαη 

33 23

1


B  

 

8 52
8 53

8 8

8 53

8 58 3

8 53

8 388 3

8 383

8 3

3

aa
a

aa

a

aa

aa

aa

aa

aa

a

a
A 





















 

 















3333

3 2333 2

3 2333 233

3 2333 2

33
23

2233

223323

2233

23

1
B

3 2333 2
3 2333 2

2233
23

2233
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ΑΚΖΔΗ 

ΑΛΓΔΒΡΑ  Α΄ ΛΤΚΔΗΟΤ 

ΚΔΦ  1
Ο 

1) Αλ 0







 δείμηε όηη: 

α) 
2

22

2

22







 



  β) 









6

73

6

73 



 

2) Αλ 
742




y
 θαη 3ρ-2y+σ=10 λα βξεζνύλ ηα ρ, y, σ. 

3) Αλ 
5

6

25

26
22

22






yxyx

yy
 , όπνπ 0y  λα βξεζεί ν ιόγνο 

y

x
 θαη ε ηηκή ηεο 

παξάζηαζεο 
yx

yx
A






4
  

4) Αλ (α-β)(β-γ)(γ-α) 0  θαη 
 







zyx
 ηόηε νη αξηζκνί x+y, z είλαη 

αληίζεηνη. 

5) Αλ α πεξηηηόο , β άξηηνο θαη α+βι=0 ηόηε ν ι δελ είλαη αθέξαηνο. 

6) Απνδείμηε όηη αλ 21,  ξεηνί , α άξξεηνο θαη 021    ηόηε 021    

7) Να αλαιπζνύλ ζε γηλόκελα παξαγόλησλ νη παξαζηάζεηο: 

α) 
22 )3()2(     β) 

22 )()(   yy  

γ) 3xy-6xσ+αy-2ασ  δ) 
2323    

8) Να βξεζνύλ ηα εμαγόκελα:  
04  , 

0)4,3322(  , 
02 , 

2)1(  , 
)12()1(  
 ,όπνπ 

λ θπζηθόο 

9) Να απινπνηεζνύλ νη παξαζηάζεηο: 

α) 
34 )(    β)   4352 2234       

γ)   32323232 6:1824     

10) Να απνδείμεηε όηη: 

α) )21)(1(3)21()1( 333    

β) Να ιπζεί ε εμίζσζε 0)21()1( 333    

11) Αλ α-β=2 ηόηε 1344222    

12) Να απινπνηήζεηε ηηο παξαζηάζεηο: 

α)
)4)((

))(16(
33

24








  β) 

4

)6)(2()4)(2(
2 






 

13) Να ιπζνύλ νη εμηζώζεηο: 

α) 0)29()4()5( 333    

β) 0)
3

4
(27)1(8)2( 333 
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14) Να απνδείμεηε όηη: 

α)  8162   β) 
222 )()(2    γ)  48)( 22   

15) Αλ α<β<γ<δ λα απνδείμεηε όηη: 

α) 


 



2

  β) 


 



2

 γ) 


 



4

 

16) Αλ α+β=4 λα απνδείμεηε όηη: 

α) 4   β) 822    

17) Να απνδείμεηε όηη: 

α) 0422     β)αλ 2  ηόηε 
8

2

44

1
32 


 

 

18) Να ιπζνύλ νη εμηζώζεηο: 

α) 
3

1
 xx    β) 2 xx  1  γ) 02332  xx      δ) x

x




3

1

4

32
  

ε) 
3

2

3

12

2

13 





 xxx
 ζη) 11

3

112

4

113
3

2

111
1 








 x

xxx
 

δ) 
2

6

4
1

2

4 22

2

2 xxxx
xx

xx 






  ε)  2 2 3 4 2 10x x      

ζ)
2 6 1 8 9 3 15 5 10

3 2 4

x x x     
       η) 3 3x x    

19) Να ιπζνύλ νη αληζώζεηο: 

α) 2
2

5
3 x   β) 15 x   γ) 325  x  

δ) 04 x   ε) 04 x  ζη) 04 x  

20) Να ιπζνύλ νη αληζώζεηο: 

α) 
3

1

4

32 xx 



 β)     22213  xx       γ) 

 
5

3

12

2

3






x

xx
 

δ) 1
3

83
3

3

132





 x
x

x
 ε) 2 3 2x    ζη) 3 10 4x    

21) Να δείμεηε όηη: 

α)















   β) 












   

γ)αλ    ηόηε 1











 

22) Αλ α<β<γ λα απινπνηήζεηε ηελ παξάζηαζε: 

1 2                

23) Αλ 1<x<2<y λα απνδείμεηε όηη: 1 2 2 1 2x y x y y          

24) Αλ 2       θαη , 0    λα απνδείμεηε όηη νη αξηζκνί α θαη β 

είλαη νκόζεκνη. 
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12 

25) γ) )3(22    δ) 1123     ε)
2

11 







  

    ζη) 22    δ) 4123     ε) 2596194    

26) Να ιπζνύλ νη αληζώζεηο: 

     α) 223  xx   β) xx 2   γ) 113  xx  

27) Να απινπνηεζνύλ νη παξαζηάζεηο: 

    α)
x

x 2
     β) 

1

12





x

x
  γ) 

44

2

4

2
22

2










xx

x

x

xx
 

28) Να απινπνηεζνύλ νη παξαζηάζεηο: 

    α) 2)8( a   β) 
16

4x
  γ) 4 8)2( x  δ) 

4 129  

  

   ε) aaa 10364         ζη)  764 22   

29) Να ππνινγίζεηε ηηο παξαζηάζεηο: 

   α) 26262    β) 333 57574    

   γ) 44444 151315132    δ) 4 3 22    

  ε) 
5 8 333   ζη)

3 5 525255  

30) Να δείμεηε όηη: 

   α) 11037          β) 5210210     

   γ) 1713226         δ) 43 5432   

   ε)
11

5811

54

5

54

4 






   ζη) 

81

75

)75(

1

)75(

1
22






 

31) Να κεηαηξέςεηε ηα παξαθάησ θιάζκαηα ζε ηζνδύλακα κε ξεηό παξνλνκαζηή: 

    α)
4

5

7
  β) 

2 13

13 11
   γ) 

4

2 3
 

32) Να βξεζεί ε ηηκή ηεο παξάζηαζεο:  
a x a x

a x a x

  

  
 γηα 

2

2

1

a
x







 

 


