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1.1 Η ΔΝΝΟΙΑ ΣΟΤ ΓΙΑΝΤΜΑΣΟ 

 

ΟΡΙΜΟ:  Έλα πξνζαλαηνιηζκέλν επζύγξακκν ηκήκα δειαδή 

έλα επζύγξακκν ηκήκα  ηνπ νπνίνπ ηα άθξα ζεσξνύληαη δηαηεηαγκέλα 

ιέγεηαη διάνσζμα. Τν πξώην άθξν ιέγεηαη αξρή ή ζεκείν εθαξκνγήο 

θαη ην δεύηεξν ιέγεηαη πέξαο ηνπ δηαλύζκαηνο. 

Τν δηάλπζκα  κε αξρή ην Α θαη πέξαο ην Β ζπκβνιίδεηε κε AB  

 

 Μηδενικό ιέγεηαη ην δηάλπζκα ηνπ νπνίνπ ε αξρή θαη ην πέξαο 

ζπκπίπηνπλ, π.ρ. ην AA  είλαη κεδεληθό δηάλπζκα. 

 Μέηρο ή μήκος ηνπ δηαλύζκαηνο AB  ιέγεηαη ε απόζηαζε ησλ άθξσλ ή ην κήθνο 

ηνπ επζύγξακκνπ ηκήκαηνο ΑΒ θαη ζπκβνιίδεηαη κε AB . 

 Μοναδιαίο ιέγεηαη ην δηάλπζκα πνπ έρεη κέηξν 1. 

 Η επζεία πάλσ ζηελ νπνία βξίζθεηαη έλα κε κεδεληθό δηάλπζκα 

AB ιέγεηαη θορέας ηνπ AB . Ωο θνξέα ηνπ κεδεληθνύ 

δηαλύζκαηνο κπνξνύκε λα ζεσξήζνπκε νπνηαδήπνηε από ηηο 

επζείεο πνπ δηέξρνληαη από ην Α. 

 

Αλ ν θνξέαο ελόο δηαλύζκαηνο AB είλαη παξάιιεινο ή 

ζπκπίπηεη κε κηα επζεία δ ηόηε ιέκε όηη ην AB  είλαη 

παξάιιειν πξνο ηε δ θαη γξάθνπκε //AB  

 

 Γύν κε κεδεληθά δηαλύζκαηα AB θαη πνπ έρνπλ ηνλ ίδην θνξέα ή 

παξάιιεινπο θνξείο ιέγνληαη παράλληλα ή ζσγγραμμικά διανύζμαηα. Σηελ 

πεξίπησζε απηή ιέκε όηη ηα AB θαη  έρνπλ ηελ ίδηα δηεύζπλζε θαη γξάθνπκε 

AB // . Τα ζπγγξακκηθά δηαλύζκαηα δηαθξίλνληαη ζε ομόρροπα θαη 

ανηίρρροπα  
   

ζπγθεθξηκέλα  

 Ομόρροπα ιέγνληαη δύν κε κεδεληθά 
δηαλύζκαηα όηαλ: 

α) έρνπλ παξάιιεινπο θνξείο θαη βξίζθνληαη 

ζην ίδην εκηεπίπεδν πξνο ηελ επζεία  ΑΓ πνπ 

ελώλεη ηηο αξρέο ηνπο ή 

β) έρνπλ ηνλ ίδην θνξέα  θαη κηα από ηηο 

εκηεπζείεο ΑΒ θαη ΓΓ πεξηέρεη ηελ άιιε. 

Σηηο πεξηπηώζεηο απηέο ιέκε όηη ηα AB θαη  έρνπλ ηελ ίδια καηεύθσνζη (ίδηα 
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δηεύζπλζε θαη ίδηα θνξά) θαη γξάθνπκε AB . 

 

 Ανηίρροπα ιέγνληαη δύν κε κεδεληθά 

δηαλύζκαηα AB θαη  όηαλ είλαη 

ζπγγξακκηθά θαη δελ είλαη νκόξξνπα. 

Σηελ πεξίπησζε απηή ιέκε όηη ηα 

δηαλύζκαηα AB θαη  έρνπλ 

ανηίθεηη καηεύθσνζη (ίδηα δηεύζπλζε θαη αληίζεηε θνξά) θαη γξάθνπκε 

AB  

 

 

Ίζα διανύζμαηα 

ΟΡΙΜΟ:  Γύν κε κεδεληθά δηαλύζκαηα 

AB θαη ιέγνληαη ίζα όηαλ έρνπλ ηελ  ίδηα 

θαηεύζπλζε θαη ίζα κέηξα θαη γξάθνπκε 

AB =  
 

Άμεζες ζσνέπειες 

 Αλ  AB =  ηόηε A = B  , =  θαη A =  

 

 

 

 Αλ Μ κέζν ηνπ AB ηόηε AM = MB  θαη αληηζηξόθσο  

 

Ανηίθεηα διανύζμαηα 

ΟΡΙΜΟ:  Γύν κε κεδεληθά δηαλύζκαηα 

AB θαη ιέγνληαη ανηίθεηα όηαλ έρνπλ 

αληίζεηε θαηεύζπλζε θαη ίζα κέηξα θαη γξάθνπκε 

AB =  ή = AB  

 

Άμεζες ζσνέπειες 

 Αλ  AB = AB =  

 A= AB  
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Γωνία δύο διανσζμάηων 

Έζησ δύν κε κεδεληθά δηαλύζκαηα a θαη . Με αξρή έλα ζεκείν Ο παίξλνπκε ηα 

δηαλύζκαηα θαη . Τελ θπξηή γσλία ˆ  πνπ νξίδνπλ νη 

εκηεπζείεο  ΟΑ θαη ΟΒ ηελ νλνκάδνπκε γωνία ηων διανσζμάηων a και  θαη 

ηελ ζπκβνιίδνπκε κε ,a  ή  ,  ή κε έλα κηθξό γξάκκα ζ. Δίλαη θαλεξό όηη 

0  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Διδικόηερα 

 ζ=0 αλ  

 ζ=π αλ  

Αλ ζ=π/2 ηόηε ιέκε όηη ηα δηαλύζκαηα a θαη  είλαη ορθογώνια ή κάθεηα 

θαη γξάθνπκε  

 

Παραηηρήζεις 

Αλ έλα από ηα δηαλύζκαηα a θαη  είλαη ην κεδεληθό δηάλπζκα ηόηε σο γσλία ησλ 

a θαη  κπνξνύκε λα ζεσξήζνπκε νπνηαδήπνηε γσλία ζ κε 0 . 

Έηζη κπνξνύκε λα ζεσξήζνπκε όηη ην κεδεληθό δηάλπζκα είλαη νκόξξνπν ή 

αληίξξνπν ή αθόκα θαη θάζεην ζε θάζε άιιν δηάλπζκα. 
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1.2 ΠΡΟΘΔΗ ΚΑΙ ΑΦΑΙΡΔΗ  ΓΙΑΝΤΜΑΣΩΝ 
 

Πρόζθεζη διανσζμάηων 

Έζησ δύν δηαλύζκαηα a θαη . Με αξρή έλα 

ζεκείν Ο παίξλνπκε δηάλπζκα  θαη ζηε 

ζπλέρεηα κε αξρή ην Α παίξλνπκε δηάλπζκα 

AM .  

Τν δηάλπζκα OM ιέγεηαη άθροιζμα ή 

ζπληζηακέλε ησλ δηαλπζκάησλ a θαη  θαη ζπκβνιίδεηαη κε a + . 

 

 

Γεύηερος ηρόπος πρόζθεζης διανσζμάηων  

(κανόνας παραλληλογράμμοσ) 

Αλ κε αξρή έλα ζεκείν Ο πάξνπκε ηα δηαλύζκαηα  

 θαη  ηόηε ην άζξνηζκα a +  

νξίδεηαη από ηελ δηαγώλην ΟΜ πνπ έρεη 

πξνζθείκελεο πιεπξέο ηηο ΟΑ θαη ΟΒ. 

 

 

 

 

Ιδιόηηηες πρόζθεζης διανσζμάηων 

Έζησ a , ,  ηξία δηαλύζκαηα. Τόηε ηζρύνπλ: 

1) a + = + a  (Αληηκεηαζεηηθή ηδηόηεηα) 

2) ( a + )+ = a +( + ) (πξνζεηαηξηζηηθή ηδηόηεηα) 

3) a + 0 = a  

4) a +(- a )= 0  

 

 

Άμεζη ζσνέπεια 

Γηα λα πξνζζέζνπκε λ δηαλύζκαηα aaaa ,...,,, 321  ηα θαζηζηνύκε δηαδνρηθά 

νπόηε ην άζξνηζκά ηνπο ζα είλαη ην δηάλπζκα πνπ έρεη σο αξρή ηελ αξρή ηνπ πξώηνπ 

θαη σο πέξαο ην πέξαο ηνπ ηειεπηαίνπ. 
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Αθαίρεζη διανσζμάηων 

Η δηαθνξά a - ηνπ δηαλύζκαηνο  από ην δηάλπζκα a  νξίδεηαη σο άζξνηζκα ησλ 

δηαλπζκάησλ a θαη - . Γειαδή a - = a +(- ) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Γιάνσζμα θέζεως 
Έζησ Ο έλα ζηαζεξό ζεκείν ηνπ ρώξνπ. Τόηε γηα θάζε ζεκείν 

Μ ηνπ ρώξνπ νξίδεηαη ην δηάλπζκα OM  ην νπνίν ιέγεηαη 

διάνσζμα θέζεως ηοσ Μ ή διανσζμαηική ακηίνα ηοσ Μ. Τν 

ζεκείν Ο πνπ είλαη ε θνηλή αξρή όισλ ησλ δηαλπζκαηηθώλ 

αθηίλσλ ησλ  

ζεκείσλ ηνπ ρώξνπ ιέγεηαη ζημείο αναθοράς ζην ρώξν. 

Αλ Ο έλα ζεκείν αλαθνξάο ηόηε γηα νπνηνδήπνηε δηάλπζκα AB  έρνπκε:  

AB =  

δειαδή κάθε διάνσζμα ζηο τώρο είναι ίζο με ηην διανσζμαηική ακηίνα ηοσ 

πέραηος μείον ηην διανσζμαηική ακηίνα ηης αρτής. 

 

 

Μέηρο αθροίζμαηος διανσζμάηων 

 

 

 

Παραηηρήζεις  
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1.3 ΠΟΛΛΑΠΛΑΙΑΜΟ ΑΡΙΘΜΟΤ ΜΔ ΓΙΑΝΤΜΑ 

 

Πολλαπλαζιαζμός αριθμού με διάνσζμα 

ΟΡΙΜΟ:  Έζησ ι έλαο πξαγκαηηθόο αξηζκόο κε 0  θαη a  έλα κε κεδεληθό 

δηάλπζκα. Ολνκάδνπκε γηλόκελν ηνπ ι κε ην a  θαη ην ζπκβνιίδνπκε κε a ή 

a έλα δηάλπζκα ην νπνίν: 

 Δίλαη νκόξξνπν κε ην a , αλ ι>0 θαη αληίξξνπν ηνπ a  αλ ι<0. 

 Έρεη κέηξν |||| a  

 

Αλ ι=0 ή 0a ηόηε νξίδνπκε σο a ην κεδεληθό δηάλπζκα 0 . 

 

Ιδιόηηηες 

 aa )(  

 aaa)(  

 aa )()(  

 

Άμεζες ζσνέπειες οριζμού -ιδιόηηηες 

1) a = 00  ή 0a  

2) )()()( aaa  

3) aa )(  

4) aaa)(  

5) Αλ a θαη 0  ηόηε a  

6) Αλ aa θαη 0a  ηόηε ι=κ 

 

Γραμμικός ζσνδσαζμός διανσζμάηων  

Ολνκάδεηαη γξακκηθόο ζπλδπαζκόο δύν δηαλπζκάησλ a θαη  θάζε δηάλπζκα ηεο 

κνξθήο av  όπνπ θ,ι  

 

σνθήκη παραλληλίας διανσζμάηων (1η
  ζσνθήκη) 
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Θεώρημα: Αλ a θαη  είλαη δύν δηαλύζκαηα κε 0  ηόηε  

//a a , ι  

 

Διδικόηερα 

 Αλ  ηόηε ι>0 

 Αλ  ηόηε ι<0 

 Αλ 0a  ηόηε ι=0 

 

 

 

Γιανσζμαηική ακηίνα μέζοσ ημήμαηος 

Έζησ AB  έλα δηάλπζκα θαη Ο έλα ζεκείν αλαθνξάο. 

Γηα ηε δηαλπζκαηηθή αθηίλα OM  ηνπ κέζνπ Μ ηνπ 

ηκήκαηνο ΑΒ έρνπκε 
2

OBOA
OM  

 

 

1.4 ΤΝΣΔΣΑΓΜΔΝΔ ΣΟ ΔΠΙΠΔΓΟ 

 

σνηεηαγμένες διανύζμαηος 
Έζησ Οxy έλα ζύζηεκα ζπληεηαγκέλσλ 

ζην επίπεδν θαη a  έλα δηάλπζκα ηνπ 

επηπέδνπ. Με αξρή ην Ο ζρεδηάδνπκε ην 

δηάλπζκα . Αλ 1A θαη 2A είλαη νη 

πξνβνιέο ηνπ Α ζηνπο άμνλεο xx  θαη 

yy αληίζηνηρα έρνπκε = 21 OAOA . 

Αλ (ρ,y) είλαη νη ζπληεηαγκέλεο ηνπ Α ηόηε 

ixOA1 θαη jyOA2  άξα ixa + jy  

 

Ώζηε  κάθε διάνσζμα ηοσ επιπέδοσ γράθεηαι καηά μοναδικό ηρόπο ζηη μορθή 

ixa + jy  
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Τα δηαλύζκαηα ix θαη jy ιέγνληαη ζσνιζηώζες ηνπ δηαλύζκαηνο  θαηά ηε 

δηεύζπλζε ησλ i θαη j  αληίζηνηρα ελώ νη αξηζκνί ρ, y ιέγνληαη ζσνηεηαγμένες ηνπ 

 ζην ζύζηεκα Ορy.  

 

Γύν δηαλύζκαηα ιέγνληαη ίζα αλ θαη κόλν αλ νη ζπληεηαγκέλεο ηνπο είλαη ίζεο. 

Καζέλα από ηα ίζα δηαλύζκαηα κε ηεηκεκέλε ρ θαη ηεηαγκέλε y ζα ην ζπκβνιίδνπκε 

κε ην δηαηεηαγκέλν δεύγνο (ρ,y). 

 

σνηεηαγμένες γραμμικού ζσνδσαζμού διανσζμάηων 

Αλ ),( 11 yx  θαη ),( 22 yx  ηόηε: 

 ),( 2121 yyxx  ή ηζνδύλακα ),( 11 yx + ),( 22 yx = ),( 2121 yyxx  

 ),( 11 yx  ή ηζνδύλακα ),( 11 yx = ),( 11 yx  

 ),( 2121 yyxx  ή ηζνδύλακα 

),( 11 yx + ),( 22 yx = ),( 2121 yyxx  

 

σνηεηαγμένες μέζοσ ημήμαηος 

Αλ ),( 11 yxA ,  ),( 22 yxB  θαη (ρ,y) νη ζπληεηαγκέλεο ηνπ κέζνπ Μ ηνπ ΑΒ ηόηε:  

2

21 xx
x  θαη 

2

21 yy
y  

 

σνηεηαγμένες διανύζμαηος με γνωζηά άκρα 

Αλ ),( 11 yxA θαη ),( 22 yxB ηόηε ),( 1212 yyxxAB  

 

Μέηρο διανύζμαηος, Απόζηαζη δύο ζημείων 

 Αλ ),( yx  ηόηε 
22 yx  

 Αλ ),( 11 yxA  θαη ),( 22 yxB  ηόηε ε απόζηαζή ηνπο είλαη: 

2
12

2
12)( yyxxAB  
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σνθήκη παραλληλίας διανσζμάηων (2
η
  ζσνθήκη) 

Αλ ),( 11 yx  θαη ),( 22 yx  ηόηε: 0),det(//
22

11

yx

yx
 

 

 

σνηελεζηής διεύθσνζης διανύζμαηος 

Αλ ),( yx , 0x  ηόηε 
x

y
 όπνπ θ ε 

γσλία πνπ ζρεκαηίδεη ην δηάλπζκα  κε ηνλ άμνλα 

xx , δειαδή ε γσλία πνπ δηαγξάθεη ν εκηάμνλαο Ορ αλ 

ζηξαθεί γύξσ από ην Ο θαηά ηε ζεηηθή θνξά κέρξη λα 

ζπκπέζεη κε ηελ εκηεπζεία ΟΑ 

 

 Αλ xx//  ηόηε ν ζπληειεζηήο δηεύζπλζεο ηνπ  

είλαη ν ι=0 

 Αλ yy//  ηόηε δελ νξίδεηαη  ζπληειεζηήο δηεύζπλζεο γηα ην   

 Αλ ),( 11 yx  θαη ),( 22 yx  κε ζπληειεζηέο δηεύζπλζεο 21, αληίζηνηρα 

ηόηε: // 21   (3
η
  ζσνθήκη παραλληλίας διανσζμάηων) 

 

 

1.5 ΔΩΣΔΡΙΚΟ ΓΙΝΟΜΔΝΟ ΓΙΑΝΤΜΑΣΩΝ 

 

ΟΡΙΜΟ:    Ωο εζσηεξηθό γηλόκελν δύν δηαλπζκάησλ νξίδνπκε: 

                          

000

00






ή

a  

 όπνπ θ ε γσλία ησλ δηαλπζκάησλ  θαη  

ΠΑΡΑΣΗΡΗΔΙ:  

 

1.Πξνθαλώο ην εζσηεξηθό γηλόκελν δύν δηαλπζκάησλ είλαη πξαγκαηηθόο αξηζκόο. 

2.Απνδεηθλύεηαη όηη: αλ ),( 11


θαη ),( 22


ηόηε: 2121


a  

   (Αναλσηική έκθραζη εζωηερικού γινομένοσ) 

 

Ο x 

y 

Α(x,y) 

θ 

a
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ΙΓΙΟΣΗΣΔ ΔΩΣΔΡΙΚΟΤ ΓΙΝΟΜΔΝΟΤ 

1. 


 (Αληηκεηαζεηηθή ηδηόηεηα) 

2. (ι )()


 

3. 


)(  (επηκεξηζηηθή ηδηόηεηα) 

4. 


0   

5. 
22 aa


 

6. Αλ 


a  

7. Αλ 


a  

8. Αλ 0


 θαη  0


  ηόηε ζπλ
2

2

2

1

2

2

2

1

2121),( 


 

9. Αλ 121


a  όπνπ ι1=   θαη ι2=   (αλ ηα 


,a  δελ είλαη παξάιιεια ζηνλ 

ςς΄)  

 

ΠΡΟΟΥΗ: (Τη δελ ηζρύεη) 

1. )(


a


)(a                                             Σ       Λ      

2. 0


a  ηόηε νπσζδήπνηε 0


a  ή  0


          Σ       Λ 

3. Ιζρύεη όηη:  


a                                      Σ       Λ 

4. 


aa  ηόηε 


                                        Σ       Λ 

5. (
222)


                                                   Σ       Λ 

6. 


                                                    Σ       Λ 

 

 

 

ΠΡΟΒΟΛΗ ΓΙΑΝΤΜΑΣΟ Δ ΓΙΑΝΤΜΑ 

Ολνκάδνπκε πξνβνιή ηνπ δηαλύζκαηνο 


= AB  ζην 

δηάλπζκα 


= A  (θαη ζπκβνιίδνπκε 


 ) ην 

δηάλπζκα  πνπ είλαη νξζή πξνβνιή ηνπ 

επζπγξάκκνπ ηκήκαηνο ΑΒ ζε επζεία παξάιιειε 

κε ηνλ θνξέα ηνπ 


. 

Απνδεηθλύεηαη όηη: 


aa  

 

 

 

ΜΔΘΟΓΟΛΟΓΙΑ ΓΙΑ ΣΗΝ ΛΤΗ ΣΩΝ ΑΚΗΔΩΝ 

 

ΜΔΘΟΓΟ 1: Γηα λα ππνινγίζνπκε ηελ γσλία δύν δηαλπζκάησλ ρξεζηκνπνηνύκε ηνλ ηύπν: 

Α 

Β 


Α 

Γ 
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                                              ζπλ
2

2

2

1

2

2

2

1

2121),( 


 

 

Παξάδεηγκα: Να βξεζεί ε γσλία ζ ησλ δηαλπζκάησλ )2,1(a


θαη )1,3(


 

Λύζε:        
2

2

2

1

105

5

1321

1231

2222
 άξα ζ=

4
 

ΜΔΘΟΓΟ 2: Γηα λα δείμνπκε όηη δύν δηαλύζκαηα είλαη θάζεηα αξθεί λα δείμνπκε όηη ην 

εζσηεξηθό ηνπο γηλόκελν είλαη 0.  

Παξάδεηγκα: Να δείμεηε όηη ην δηάλπζκα 







2

)(
 είλαη θάζεην ζην


  

Λύζε: Ιζρύεη όηη: 





)

)(
(

2
0

)( 2

2





 Άξα:


. 

ΜΔΘΟΓΟ 3: Γηα λα ππνινγίζνπκε ην κέηξν ελόο δηαλύζκαηνο πνπ δίλεηαη σο γξακκηθόο 

ζπλδπαζκόο δύν άιισλ δηαλπζκάησλ ηόηε ππνινγίδνπκε ην ηεηξάγσλν ηνπ δηαλύζκαηνο πνπ 

καο ελδηαθέξεη ρξεζηκνπνηώληαο ηνλ ηύπν:  22
aa


 

Παξάδεηγκα: Να ππνινγίζεηε ην κέηξν ηνπ δηαλύζκαηνο 


32  αλ 1


, 2


  

θαη
3

),(


a . 

Λύζε:  Ιζρύεη όηη: 1
2

1
21


a   

Άξα : 
222

22
9124)32(32


=4+12+36=52 

Οπόηε: 52


 

ΜΔΘΟΓΟ 4: Γηα λα δείμνπκε ηζόηεηεο ή αληζόηεηεο κε κέηξα δηαλπζκάησλ πςώλνπκε θαη ηα 

δύν κέιε ζην ηεηξάγσλν . 

Παξάδεηγκα: Έζησ 


,a  δύν κε κεδεληθά δηαλύζκαηα. Να απνδείμεηε όηη:                    

                                         


3434a  

Λύζε: Ιζρύεη όηη:     
22

3434


a 22 )34()34(


 

22 92416


=
22 92416

 
0048a  

ΜΔΘΟΓΟ 5: Γηα λα αλαιύζνπκε έλα δηάλπζκα 


ζε δύν θάζεηεο ζπληζηώζεο εθ 

ησλ νπνίσλ ε κία λα είλαη παξάιιειε πξνο δεδνκέλν δηάλπζκα a


  ππνινγίδνπκε ην 

εζσηεξηθό γηλόκελν a


 κε ηνλ νξηζκό 


= 2121  θαη από ηνλ ηύπν 


a  

Παξάδεηγκα: Γίλνληαη ηα δηαλύζκαηα )1,3(a


 θαη )2,1(


. Να αλαιπζεί ην 


ζε 

δύν θάζεηεο ζπληζηώζεο από ηηο νπνίεο ε κία λα είλαη παξάιιειε ζην a


. 

Λύζε: Έζησ 21


  όπνπ 1


 ε ζπληζηώζα πνπ είλαη παξάιιειε ζην a


 νπόηε: 

1


=


=(3ι,ι) . Άξα 


a = 1


a =9ι+ι=10ι θαη 

52113va
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Άξα 10ι=5 5,0 . Οπόηε: 1
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