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1) Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε  f x
x

x
( )

ln
  ,ρ>0. 

Α) Να βξείηε ηα αθξόηαηα θαη ην ζύλνιν ηηκώλ ηεο f. 

Β) Να απνδείμεηε όηη ε εμίζωζε lnx
x


2

 είλαη αδύλαηε. 

Γ) Απνδείμηε όηη γηα θάζε ρ>0 ηζρύεη ex xe . Πόηε είλαη ex xe . 

Γ) Να ππνινγίζεηε ην εκβαδό ηνπ ρωξίνπ πνπ πεξηθιείεηαη από ηηο γξαθηθέο παξαζηάζεηο 

ηωλ ζπλαξηήζεωλ f x ex( )   , g x xe( )   θαη ηελ επζεία ρ=1. 

2) Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε  f x xe x

x

x
( ) ,

,
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Α) Να εμεηάζεηε αλ ε f είλαη ζπλερήο ζην ζεκείν 0 

Β) Να βξείηε ηηο αζύκπωηεο ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο f. 

3) Να ππνινγίζεηε ην εκβαδό ηνπ ρωξίνπ πνπ πεξηθιείεηαη από ηελ γξαθηθή παξάζηαζε C  

ηεο ζπλάξηεζεο f x x x( ) ln  ,ηελ εθαπηνκέλε ηεο C ζην ζεκείν (e,f(e)) θαη ηηο επζείεο 

ρ=1,ρ=e. 

4) Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f : 
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x
)x(f




 .Να βξείηε ηα αθξόηαηα ηεο f. 

5) Να απνδείμεηε όηη κία ζπλάξηεζε f είλαη ζηαζεξή ζην  , αλ θαη κόλν αλ γηα θάζε 

x y,    ηζρύεη: 


 yx)y(f)x(f  όπνπ 2,   

6) Α) Να κειεηήζεηε ωο πξνο ηε κνλνηνλία θαη ηα αθξόηαηα ηε ζπλάξηεζε 

f x e x x xx( ) ,    2 1  

Β) Να ππνινγίζεηε ην εκβαδό ηνπ ρωξίνπ πνπ νξίδνπλ ηα ζεκεία (x,y) ηνπ επηπέδνπ γηα 

ηα νπνία ηζρπεη 0 1 x  θαη x x y ex   2 1 

7) Μία ζπλάξηεζε f είλαη δύν θνξέο παξαγωγίζηκε ζην δηάζηεκα [α,β] κε f(x) 0θαη 

 f x( ) 0 γηα θάζε ],[x  . Αλ ηζρύεη  
)(f

)(f

)(f

)(f









 λα απνδείμεηε όηη ππάξρεη μ(α,β) 

ηέηνην ώζηε λα είλαη  
 

)(f

)(f
)(f

2




 . 

8) Α) Αλ κηα ζπλάξηεζε είλαη ζπλερήο ζην δηάζηεκα [0,α] λα απνδείμεηε όηη 
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dx)x(fdx)x(f  

Β) Να ππνινγίζεηε ην νινθιήξωκα  Ι=  

2

π

0

dx
x1

1
 



 

 

2 

9) Α) Να βξείηε ηελ κε κεδεληθή ζπλάξηεζε f γηα ηελ νπνία ηζρύεη f x
f t

t
dt

x

2

1

2( )
( )

   γηα 

θάζε ρ>0. 

Β) Να ππνινγίζεηε ην εκβαδό ηνπ ρωξίνπ πνπ πεξηθιείεηαη από ηηο γξαθηθέο παξαζηάζεηο 

ηωλ ζπλαξηήζεωλ f θαη f 2 , όπνπ f ε παξαπάλω ζπλάξηεζε. 

10) Έλα ιύθεην έρεη 360 καζεηέο θαη πξόθεηηαη λα θάλεη κηα εκεξήζηα εθδξνκή, ζηελ νπνία 

ζα πξέπεη λα ζπκκεηάζρνπλ ηνπιάρηζηνλ ηα 2/3 ηωλ καζεηώλ. Αλ δειώζεη ζπκκεηνρή ν 

ειάρηζηνο αξηζκόο καζεηώλ πνπ απαηηείηαη , ηόηε ην θόζηνο είλαη 3600 δξρ. αλα καζεηή. 

Γηα θάζε επηπιένλ καζεηή ην θόζηνο ειαηηώλεηαη θαηά 10 δξρ. αλά καζεηή. Πόζνη 

καζεηέο πξέπεη λα δειώζνπλ ζπκκεηνρή , ώζηε ην πξαθηνξείν ηαμηδίωλ λα έρεη α) κέγηζηα 

έζνδα β) ειάρηζηα έζνδα. 

11) Να ιύζεηε ηε εμίζωζε e xx   1 1ln( )  

12) Α) Να απνδείμεηε όηη έλαο πξαγκαηηθόο αξηζκόο ξ είλαη δηπιή ξίδα πνιπωλύκνπ Ρ(ρ) αλ 

θαη κόλν αλ ν αξηζκόο ξ είλαη ξίδα ηνπ Ρ(ρ) θαη ηνπ P ( ρ). 

Β) Να βξείηε ηνπο πξαγκαηηθνύο αξηζκνύο α,β,γ γηα ηνπηο νπνίνπο ην πνιπώλπκν 

)1(x)(x)x(P 2223   δηαηξείηαη κε ην ( )x 1 2
 

13) Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f x
x x

( )
(ln )
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Α) Να κειεηήζεηε ηελ f ωο πξνο ηε κνλνηνλία θαη ηελ θνηιόηεηα. 

Β) Να ππνινγίζεηε ην νινθιήξωκα ηεο f από 1 έωο e. 

14) Έλαο ππξεληθόο αληηδξαζηήξαο απνβάιιεη πνζόηεηα f(t) ξαδηελεξγώλ απνβιήηωλ ζ’ έλα 

πνηάκη κε ξπζκό 
ln

( )

t

t2 1 2
 θηιά αλά εκέξα ,όπνπ t είλαη νη κέξεο ιεηηνπξγίαο ηνπ 

εξγνζηαζίνπ. Αλ ην εξγνζηάζην ιεηηνπξγήζεη έλα κήλα , λα βξείηε ηελ πνζόηεηα 

απνβιήηωλ πνπ ζα πέζεη ζην πνηάκη ηηο ηειεπηαίεο 10 κέξεο ηεο ιεηηνπξγίαο ηνπ. 

15) Αλ  ,...,, 21  είλαη ζεηηθνί αξηζκνί θαη γηα θάζε x  ηζρύεη  

xx

2

x

1 ... , 

  λα απνδείμεηε όηη 1...21    

16) Να βξείηε ηε ζπλάξηεζε f πνπ είλαη παξαγωγίζηκε ζην  θαη γηα θάζε x  ηζρύεη 

f x x e f x u duu

x

( ) ( )   2 3

0

 

17) Γηα νπνηαδήπνηε ζπλάξηεζε f, ζπλερή ζην  , λα απνδείμεηε όηη: 

f t x t dt f u du dt

txx

( )( ) ( ) 
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18) Γύν ζπλαξηήζεηο f θαη g είλαη ζπλερείο ζην δηάζηεκα [α,β] θαη ηζρύεη 

 








 dx)x(gdx)x(f . Να απνδείμεηε όηη νη γξαθηθέο παξαζηάζεηο έρνπλ έλα ηνπιάρηζηνλ 

θνηλό ζεκείν. 
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19) Να απνδείμεηε όηη θάζε εμίζωζε ηεο κνξθήο 0xxx 24   κε α>0 έρεη ην πνιύ 

δύν πξαγκαηηθέο ξίδεο. 

20) Γύν ζπλαξηήζεηο f,g είλαη ζπλερείο ζην δηάζηεκα [α,β] θαη παξαγωγίζηκεο ζην (α,β). 

Δπίζεο είλαη )(g)(g   θαη  g x( ) 0  γηα θάζε ),(x  . Να απνδείμεηε όηη ππάξρεη 

),(   ηέηνηνο ώζηε λα είλαη: 
)(g)(g

)(f)(f

)(g

)(f









 

21) Αλ γηα θάζε ρ>0 ηζρύεη 1xxlog    )10(  , λα απνδείμεηε όηη α=e. 

22) Αλ γηα θάζε x  ηζρύεη 1xx   (α>0), λα απνδείμεηε όηη α=e. 

23) Αλ θ,ι,κ  κε 0
25







, λα απνδείμεηε όηη ε εμίζωζε 0xx 4   έρεη 

ηνπιάρηζηνλ κία ξίδα ζην δηάζηεκα (0,1). 

24) Α) Να κειεηήζεηε ωο πξνο ηελ κνλνηνλία ηε ζπλάξηεζε f κε 
x)x(f   0<α 1. 

Β) Αλ α,β,γ είλαη ηα κήθε πιεπξώλ νξζνγωλίνπ ηξηγώλνπ ΑΒΓ ( Á  90 ) λα απνδείμεηε 

όηη ε εμίζωζε 
xxx   έρεη κόλν κηα πξαγκαηηθή ξίδα. 

25) Α) Να κειεηήζεηε ωο πξνο ηελ κνλνηνλία ηε ζπλάξηεζε f x
x

x
( ) ln

ln










  

Β) Αλ α>β>e λα απνδείμεηε όηη 
  . 

Γ) Να ζπγθξίλεηε ηνπο αξηζκνύο 2 3  θαη 3. 

26) Α) Να ιύζεηε ηελ εμίζωζε ( )x x  1 11994 1994  

Β) Αλ ν θ είλαη ζεηηθόο άξηηνο λα απνδείμεηε όηη ε εμίζωζε 
  x1)1x(  έρεη κόλν κηα 

ξίδα. 

27) Μηα βηνκεραλία παξάγεη ρ πνζόηεηα από έλα πξνηόλ κε θόζηνο Κ(ρ)= 3x
4


 ,ρ>0 όπνπ ε 

παξάκεηξνο α παίξλεη ηηκέο ζην δηάζηεκα 
2

9

9

2
,









 . Σα έζνδα από ηελ πώιεζε ρ πνζόηεηαο 

ηνπ πξνηόληνο είλαη 
2x)x(  . 

  Α) Να βξείηε ηελ πνζόηεηα x0  γηα ηελ νπνία έρνπκε ην κέγηζην θέξδνο , ην νπνίν                                                                                         

ζπκβνιίδνπκε κε Μ(α).            

  Β) Να βξείηε ηελ ηηκή ηνπ α γηα ηελ νπνία ην Μ(α) γίλεηαη κέγηζην , θαζώο θαη ην 

κέγηζην απηό θέξδνο. 

28) Έλα πινίν 1  βξίζθεηαη 50 Km αλαηνιηθά ελόο πινίνπ 2 . Σν 1  πιέεη δπηηθά κε 

ηαρύηεηα 15 Km/h ελώ ην 2  πιέεη λόηηα κε ηαρύηεηα 20 Km/h. ε πόζν ρξόλν ε 

απόζηαζή ηνπο ζα είλαη ε κηθξόηεξε δπλαηή. 

29) Σν θόζηνο παξαγωγήο ρ κνλάδωλ ελόο πξνηόληνο είλαη 
1

2
20 282x x   θαη ε ηηκή 

πώιεζεο θάζε πξνηόληνο είλαη 35
1

3
 x . Να βξείηε ηελ πνζόηεηα x0  γηα ηελ νπνία ην 

ζπλνιηθό θέξδνο είλαη κέγηζην. 

30) Να δείμεηε όηη νη γξαθηθέο παξαζηάζεηο ηωλ ζπλαξηήζεωλ f x e ex x( ) ( )  1

2
 θαη 

x)ee(
2

1
)x(g xx    έρνπλ θνηλή εθαπηνκέλε ζε θάζε θνηλό ηνπο ζεκείν. 
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31) Έζηω ε ζπλάξηεζε 









 0x,e

0x,0
)x(f

x/1
 ,  . 

Α) Να βξείηε ην α ώζηε ε εθαπηνκέλε ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο f ζην x0 1 λα είλαη 

θάζεηε ζηελ επζεία y=-ex. 

B) Γη’ απηή ηελ ηηκή ηνπ α λα απνδείμεηε όηη    f f o( ) ( )0 0  

32) Έζηω ε ζπλάξηεζε 
xe

x)x(f


 ,  θαη C ε γξαθηθή ηεο παξάζηαζε. 

Α) Να απνδείμεηε όηη ε C έρεη , γηα θάζε ηηκή ηνπ α, κηα πιάγηα αζύκπηωηε. 

Β) Γηα α<0 λα απνδείμεηε όηη ε f παξνπζηάδεη ειάρηζην ζ’ έλα ζεκείν x0  

Γ) Να βξείηε ην γεωκεηξηθό ηόπν ηνπ ζεκείνπ M x f x( , ( ))0 0 . 

33) Μηα ζπλάξηεζε f είλαη δύν θνξέο παξαγωγίζηκε ζην  .Αλ α,β , α<β , 

0)(f)(f   θαη  f x( ) 0γηα θάζε ],[x  , λα απνδείμεηε όηη ε f είλαη ζηαζεξή 

ζην [α,β]. 

34) Έζηω ζπλάξηεζε  ],[:f  ζπλερήο ζην [α,β] , παξαγωγίζηκε ζην (α,β) θαη 

f(α)=f(β)=0. Να απνδείμεηε όηη: 

Α) Γηα ηε ζπλάξηεζε g x
f x

x c
( )

( )



 , ],[c   ππάξρεη ),(x 0  κε  g x( )0 0 . 

Β) Τπάξρεη ),(x 0   ηέηνην ώζηε ε εθαπηνκέλε ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο f ζην 

ζεκείν M x f x( , ( ))0 0  λα δηέξρεηαη από ην ζεκείν (c,0). 

35) Έζηω ζπλάξηεζε f : 
 κε f(x+y)=f(x)f(y) γηα θάζε x y,  . Αλ ε f είλαη 

παξαγωγίζηκε ζην x0 0  κε  f ( )0 1, λα δείμεηε όηη είλαη παξαγωγίζηκε ζην  κε 

 f x f x( ) ( )  γηα θάζε x  . ηε ζπλέρεηα λα βξείηε ηε ζπλάξηεζε f. 

36) Έζηω δύν ζπλαξηήζεηο f, g ζπλερείο ζην   κε ( ) ( ) 4,f x g x x x    . Η επζεία 

3 7y x   είλαη αζύκπηωηε ηεο f όηαλ ην x . 

Να βξεζνύλ ηα όξηα:  

α) 
( )

lim
x

g x

x
 

β)
2

( ) 3 2
lim

( ) 3 1x

g x x x

xf x x





 

 
 

γ)Να απνδείμεηε όηη ε επζεία 2 3y x   είλαη αζύκπηωηε ηεο g όηαλ ην x . 

37) Έζηω ε ζπλάξηεζε 

2 2

22
( )

x z x z
f x

x z

  



, z C  κε z i   , 0a  . 

α)Να βξείηε ηα όξηα lim ( )
x

f x


. 

β) Να βξεζνύλ ηα ηνπηθά αθξόηαηα ηεο f αλ 1 1z z   . 

γ)Να βξεζεί ην ζύλνιν ηηκώλ ηεο f θαη ην πιήζνο ηωλ ξηδώλ ηεο εμίζωζεο ( ) 0f x  . 


