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Γιαννάκαρος Σπύρος ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΠΡΟΣΑΝΑΤΟΛΙΣΜΟΥ Γ ΄ ΛΥΚΕΙΟΥ

ΘΕΩΡΙΑ
ΘΕΜΑ 1ο

Α1. ΄Εστω µια συνάρτηση f παραγωγίσιµη σε ένα διάστηµα (α, �) , µε εξαίρεση
ίσως ένα σηµείο x0 , στο οποίο όµως η f είναι συνεχής. Να αποδείξετε ότι αν
η f διατηρεί σταθερό πρόσηµο στο (α, x0)∪ (x0, �) τότε το x0 δεν είναι ϑέση
τοπικού ακροτάτου της f και είναι γνησίως µονότονη στο (α, �) .

Α2. Να διατυπώσετε το Θεώρηµα Bolzano και τη γεωµετρική του ερµηνεία.

Α3. Θεωρήστε τον παρακάτω ισχυρισµό:

« Η γραφική παράσταση µιας γνησίως µονότονης συνάρτησης τέµνει τον άξονα
x ′x σε ένα ακριβώς σηµείο ».

α) Να χαρακτηρίσετε τον ισχυρισµό, γράφοντας στο τετράδιό σας το γράµµα
Α, αν είναι αληθής, ή το γράµµα Ψ, αν είναι ψευδής.

ϐ) Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας στο ερώτηµα α).

Α4. Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν, γράφοντας στο τετράδιό
σας, δίπλα στο γράµµα που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση, τη λέξη Σωστό, αν η
πρόταση είναι σωστή, ή Λάθος, αν η πρόταση είναι λανθασµένη.

α) Ισχύει ότι lim
x→+∞

ηµx
x

= 1

ϐ) Αν f ′ συνεχής σ΄ ένα διάστηµα ∆ και f ′(x) , 0 , για κάθε x ∈∆, τότε η
f είναι γνησίως µονότονη στο ∆.

γ) Το πεδίο ορισµού της f ◦ g είναι Df ◦g =
{
x ∈ Df / f (x) ∈ Dg

}
.

δ) Αν για µία συνάρτηση f ισχύουν οι προϋποθέσεις του Θεωρήµατος Rolle
σ΄ ένα διάστηµα [α, �] , τότε υπάρχει ένα τουλάχιστον x0 ∈ (α, �) στο οποίο η
Cf έχει σηµείο καµπής.

ε) Αν lim
x→x0

f (x) = 0 , τότε και lim
x→x0

συνf (x) − 1
f (x)

= 0 .
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Γιαννάκαρος Σπύρος ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΠΡΟΣΑΝΑΤΟΛΙΣΜΟΥ Γ ΄ ΛΥΚΕΙΟΥ

ΘΕΩΡΙΑ
ΘΕΜΑ 2ο

Α1. ΄Εστω µια συνάρτηση f συνεχής σε ένα διάστηµα ∆. Αν f ′(x) > 0 , για κάθε x
εσωτερικό του ∆, τότε να αποδείξετε ότι η f είναι γνησίως αύξουσα στο ∆.

Α2. ΄Εστω µία συνάρτηση f : A → R .
Πότε ένα σηµείο K (x0, f (x0)) είναι σηµείο καµπής της γραφικής παράστα-
σης της f ;

Α3. Θεωρήστε τον παρακάτω ισχυρισµό:

« Αν για τις συναρτήσεις f και g ισχύει ότι f (x) < g(x) , για κάθε x κοντά
στο x0 ∈ R , τότε ϑα ισχύει και lim

x→x0
f (x) < lim

x→x0
g(x) ».

α) Να χαρακτηρίσετε τον ισχυρισµό, γράφοντας στο τετράδιό σας το γράµµα
Α, αν είναι αληθής, ή το γράµµα Ψ, αν είναι ψευδής.

ϐ) Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας στο ερώτηµα α).

Α4. Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν, γράφοντας στο τετράδιό
σας, δίπλα στο γράµµα που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση, τη λέξη Σωστό, αν η
πρόταση είναι σωστή, ή Λάθος, αν η πρόταση είναι λανθασµένη.

α) Αν lim
x→x0

f (x) = 0 , τότε lim
x→x+

0

1
f (x)

= +∞ και lim
x→x−0

1
f (x)

= −∞ .

ϐ) Αν µια συνάρτηση f παρουσιάζει τοπικό ακρότατο σ΄ ένα σηµείο x0 ενός
διαστήµατος ∆ και είναι παραγωγίσιµη στο σηµείο αυτό, τότε f ′(x0) = 0 .

γ) Ισχύει ότι (ln |x |)′ =
1
x

για κάθε x ∈ R∗ .

δ) Για δύο συναρτήσεις f : A → R και g : B → R ορίζεται η σύνθεση f ◦ g
όταν f (A) ∩ B , ∅ .

ε) Αν η πρώτη παράγωγος µιας συνάρτησης f διατηρεί σταθερό πρόσηµο στο
(α, x0) ∪ (x0, �) , τότε η f είναι γνησίως µονότονη στο διάστηµα (α, �) .
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Γιαννάκαρος Σπύρος ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΠΡΟΣΑΝΑΤΟΛΙΣΜΟΥ Γ ΄ ΛΥΚΕΙΟΥ

ΘΕΩΡΙΑ
ΘΕΜΑ 3ο

Α1. Αν µία συνάρτηση f είναι συνεχής σε ένα διάστηµα ∆ και ισχύει ότι f ′(x) = 0 ,
για κάθε x εσωτερικό του ∆, τότε να αποδείξετε ότι η f είναι σταθερή στο ∆.

Α2. Πότε µια συνάρτηση f : A −→ R παρουσιάζει τοπικό ελάχιστο σε
κάποιο x0 ∈ A ;

Α3. Θεωρήστε τον παρακάτω ισχυρισµό:

« Κάθε 1 − 1 συνάρτηση είναι και γνησίως µονότονη ».

α) Να χαρακτηρίσετε τον ισχυρισµό, γράφοντας στο τετράδιό σας το γράµµα
Α, αν είναι αληθής, ή το γράµµα Ψ, αν είναι ψευδής.

ϐ) Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας στο ερώτηµα α).

Α4. Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν, γράφοντας στο τετράδιό
σας, δίπλα στο γράµµα που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση, τη λέξη Σωστό, αν η
πρόταση είναι σωστή, ή Λάθος, αν η πρόταση είναι λανθασµένη.

α) Κάθε γνησίως µονότονη συνάρτηση είναι αντιστρέψιµη.

ϐ) Αν µία συνάρτηση f είναι δύο ϕορές παραγωγίσιµη σ΄ ένα διάστηµα (α, �) ,
η f ′′ γνησίως µονότονη στο (α, �) και 0 ∈ f ′′ ((α, �)) , τότε η Cf έχει σηµείο
καµπής σε σηµείο x0 ∈ (α, �) .

γ) Κάθε συνάρτηση διατηρεί σταθερό πρόσηµο σε καθένα από τα διαστήµα-
τα που ορίζουν οι διαδοχικές της ϱίζες.

δ) ΄Εστω δύο συναρτήσεις f, g : R → R . Αν f (x) · g(x) = 0 , τότε ισχύει ότι
f (x) = 0 για κάθε x ∈ R ή g(x) = 0 για κάθε x ∈ R .

ε) Αν f (x) ≤ g(x) κοντά στο x0 ∈ R και lim
x→x0

g(x) = −∞ , τότε ϑα ισχύει

ότι lim
x→x0

f (x) = −∞ .
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Γιαννάκαρος Σπύρος ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΠΡΟΣΑΝΑΤΟΛΙΣΜΟΥ Γ ΄ ΛΥΚΕΙΟΥ

ΘΕΩΡΙΑ
ΘΕΜΑ 4ο

Α1. Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση f (x) = x ν , µε ν ∈ N − {0,1} είναι παραγω-
γίσιµη και στη συνέχεια ότι είναι παραγωγίσιµη και όταν ν ∈ Z − {0,1} .

Α2. Πότε µια συνάρτηση f είναι γνησίως ϕθίνουσα σ΄ ένα διάστηµα ∆ του
πεδίου ορισµού της ;

Α3. Θεωρήστε τον παρακάτω ισχυρισµό:

« Αν για µία παραγωγίσιµη συνάρτηση f ισχύει ότι f ′(x0) = 0 , για κάποιο
x0 του πεδίου ορισµού της, τότε η f παρουσιάζει στο x0 τοπικό ακρότατο ».

α) Να χαρακτηρίσετε τον ισχυρισµό, γράφοντας στο τετράδιό σας το γράµµα
Α, αν είναι αληθής, ή το γράµµα Ψ, αν είναι ψευδής.

ϐ) Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας στο ερώτηµα α).

Α4. Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν, γράφοντας στο τετράδιό
σας, δίπλα στο γράµµα που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση, τη λέξη Σωστό, αν η
πρόταση είναι σωστή, ή Λάθος, αν η πρόταση είναι λανθασµένη.

α) Αν lim
h→0

f (x0 + h) = −∞ , τότε η ευθεία x = x0 είναι κατακόρυφη

ασύµπτωτη της Cf .

ϐ) Αν µία εφαπτοµένη της γραφικής παράστασης µιας συνάρτησης f
σχηµατίζει γωνία 135 ◦ µε τον άξονα x ′x , τότε η εξίσωση f ′(x) + 1 = 0 έχει
µία τουλάχιστον λύση.

γ) Ισχύει ότι x < ηµx < −x , για κάθε x < 0 .

δ) Μία συνάρτηση f είναι κυρτή σε ένα διάστηµα ∆ του πεδίου ορισµού της,
όταν η f ′ είναι γνησίως µονότονη στο ∆.

ε) Αν η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη σ΄ ένα διάστηµα (α, �) και f ′(x) < 0 ,
για κάθε x ∈ (α, x0) ∪ (x0, �) , τότε η f είναι γνησίως ϕθίνουσα στο (α, �) .
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Γιαννάκαρος Σπύρος ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΠΡΟΣΑΝΑΤΟΛΙΣΜΟΥ Γ ΄ ΛΥΚΕΙΟΥ

ΘΕΩΡΙΑ
ΘΕΜΑ 5ο

Α1. Για µια συνεχή στο διάστηµα [α, �] συνάρτηση f , µε f (α) , f (�) , να
αποδείξετε ότι για κάθε κ µεταξύ των f (α) και f (�) , υπάρχει ένα τουλάχιστον
x0 ∈ (α, �) τέτοιο, ώστε f (x0) = κ .

Α2. Να διατυπώσετε το Θεώρηµα Fermat .

Α3. Θεωρήστε τον παρακάτω ισχυρισµό:

« Αν µία παραγωγίσιµη συνάρτηση f είναι γνησίως ϕθίνουσα σε ένα διάστη-
µα ∆ του πεδίου ορισµού της, τότε ισχύει ότι f ′(x) < 0 , για κάθε x ∈∆ ».

α) Να χαρακτηρίσετε τον ισχυρισµό, γράφοντας στο τετράδιό σας το γράµµα
Α, αν είναι αληθής, ή το γράµµα Ψ, αν είναι ψευδής.

ϐ) Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας στο ερώτηµα α).

Α4. Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν, γράφοντας στο τετράδιό
σας, δίπλα στο γράµµα που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση, τη λέξη Σωστό, αν η
πρόταση είναι σωστή, ή Λάθος, αν η πρόταση είναι λανθασµένη.

α) Η εφαπτοµένη της γραφικής παράστασης µιας παραγωγίσιµης συνάρτησης
f σε σηµείο της Α (x0, f (x0)) έχει εξίσωση

x f ′(x0) − y + f (x0) − x0 · f
′(x0) = 0 .

ϐ) Για κάθε x < 0 ισχύει ότι (ln (−x))′ = −
1
x

.

γ) Αν µία συνάρτηση f είναι αντιστρέψιµη, τότε το πεδίο ορισµού της είναι
και σύνολο τιµών της αντίστροφης f −1 .

δ) Η εικόνα f (∆) ενός διαστήµατος ∆ , µέσω µιας συνεχούς συνάρτησης f ,
είναι διάστηµα.

ε) Ισχύει ότι lim
x→−∞

1
x v

= 0 για κάθε v ∈ N∗ .
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Γιαννάκαρος Σπύρος ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΠΡΟΣΑΝΑΤΟΛΙΣΜΟΥ Γ ΄ ΛΥΚΕΙΟΥ

ΘΕΩΡΙΑ
ΘΕΜΑ 6ο

Α1. Να αποδείξετε ότι αν µία συνάρτηση είναι παραγωγίσιµη σε ένα σηµείο x0

του πεδίου ορισµού της, τότε είναι και συνεχής στο σηµείο αυτό.

Α2. Να διατυπώσετε το Θεώρηµα Rolle και τη γεωµετρική του ερµηνεία.

Α3. Θεωρήστε τον παρακάτω ισχυρισµό:

« Υπάρχουν συναρτήσεις f : R → R που δεν είναι συνεχείς και για τις
οποίες ισχύει ότι f (R) = R ».

α) Να χαρακτηρίσετε τον ισχυρισµό, γράφοντας στο τετράδιό σας το γράµµα
Α, αν είναι αληθής, ή το γράµµα Ψ, αν είναι ψευδής.

ϐ) Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας στο ερώτηµα α).

Α4. Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν, γράφοντας στο τετράδιό
σας, δίπλα στο γράµµα που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση, τη λέξη Σωστό, αν η
πρόταση είναι σωστή, ή Λάθος, αν η πρόταση είναι λανθασµένη.

α) Αν lim
x→+∞

(f (x) − l) = 0 , τότε η ευθεία x = l είναι κατακόρυφη ασύµπτωτη

της Cf .

ϐ) Για κάθε x ∈ R και α > 0 ισχύει ότι (αx)′ = x αx−1 .

γ) Αν lim
x→x0

f (x) > 0 , τότε f (x) > 0 κοντά στο x0 .

δ) Αν f ′ γνησίως αύξουσα σε διάστηµα (α, x0) , γνησίως ϕθίνουσα στο (x0, �)
και η f είναι δύο ϕορές παραγωγίσιµη στο (α, �) , τότε το A (x0, f (x0)) είναι
σηµείο καµπής της Cf .

ε) Κάθε συνάρτηση f που είναι συνεχής σ΄ ένα διάστηµα ∆, παίρνει σε
αυτό µία µέγιστη και µία ελάχιστη τιµή.
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Γιαννάκαρος Σπύρος ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΠΡΟΣΑΝΑΤΟΛΙΣΜΟΥ Γ ΄ ΛΥΚΕΙΟΥ

ΘΕΩΡΙΑ
ΘΕΜΑ 7ο

Α1. ΄Εστω µια συνάρτηση f ορισµένη σ΄ ένα διάστηµα ∆ και x0 ένα εσωτερικό ση-
µείο του ∆. Αν η f παρουσιάζει τοπικό ακρότατο στο x0 και είναι παραγωγίσιµη
στο σηµείο αυτό, τότε να αποδείξετε ότι f ′(x0) = 0 .

Α2. Να ορίσετε την εξίσωση της εφαπτοµένης της γραφικής παράστασης µιας
παραγωγίσιµης συνάρτησης f σε ένα σηµείο x0 του πεδίου ορισµού της.

Α3. Θεωρήστε τον παρακάτω ισχυρισµό:

« Αν µία συνάρτηση είναι συνεχής σ΄ ένα σηµείο x0 του πεδίου ορισµού της,
τότε είναι και παραγωγίσιµη στο σηµείο αυτό.»

α) Να χαρακτηρίσετε τον ισχυρισµό, γράφοντας στο τετράδιό σας το γράµµα
Α, αν είναι αληθής, ή το γράµµα Ψ, αν είναι ψευδής.

ϐ) Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας στο ερώτηµα α).

Α4. Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν, γράφοντας στο τετράδιό
σας, δίπλα στο γράµµα που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση, τη λέξη Σωστό, αν η
πρόταση είναι σωστή, ή Λάθος, αν η πρόταση είναι λανθασµένη.

α) Για κάθε x , 0 ισχύει ότι
∣∣∣∣∣ηµxx

∣∣∣∣∣ < 1 .

ϐ) Αν lim
x→x0

f (x) < lim
x→x0

g(x) τότε f (x) < g(x) κοντά στο x0 .

γ) Κάθε συνάρτηση που είναι συνεχής σε κλειστό διάστηµα, παρουσιάζει
υποχρεωτικά σε αυτό ακρότατα.

δ) Αν f γνησίως ϕθίνουσα στο διάστηµα (α, �) , τότε

f ((α, �)) =

(
lim
x→�−

f (x), lim
x→α+

f (x)
)

ε) Κάθε κατακόρυφη ευθεία τέµνει τη γραφική παράσταση µιας συνάρτησης σε
ένα ακριβώς σηµείο.
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Γιαννάκαρος Σπύρος ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΠΡΟΣΑΝΑΤΟΛΙΣΜΟΥ Γ ΄ ΛΥΚΕΙΟΥ

ΘΕΩΡΙΑ
ΘΕΜΑ 8ο

Α1. Αν οι συναρτήσεις f , g είναι παραγωγίσιµες στο x0 , τότε να αποδείξετε ότι
και η συνάρτηση f + g είναι παραγωγίσιµη στο x0 , µε

(f + g)′ (x0) = f ′(x0) + g′(x0) .

Α2. ΄Εστω δύο συναρτήσεις f : A −→ R και g : B −→ R . Να ορίσετε τη σύνθεση

της f µε τη g .

Α3. Θεωρήστε τον παρακάτω ισχυρισµό:
« Αν µία συνάρτηση f : [α, �] → R είναι παραγωγίσιµη στο διάστηµα (α, �)
και f (α) = f (�) , τότε υπάρχει ένα τουλάχιστον x0 ∈ (α, �) τέτοιο, ώστε
f ′(x0) = 0 ».

α) Να χαρακτηρίσετε τον ισχυρισµό, γράφοντας στο τετράδιό σας το γράµµα
Α, αν είναι αληθής, ή το γράµµα Ψ, αν είναι ψευδής.

ϐ) Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας στο ερώτηµα α).

Α4. Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν, γράφοντας στο τετράδιό
σας, δίπλα στο γράµµα που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση, τη λέξη Σωστό, αν η
πρόταση είναι σωστή, ή Λάθος, αν η πρόταση είναι λανθασµένη.

α) Αν f παραγωγίσιµη συνάρτηση σ΄ ένα σύνολο Α και f (x) > 0 για κάθε
x ∈Α, τότε ( √

f (x)
)′

=
1

2
√
f (x)

, για κάθε x ∈ A

ϐ) Αν f γνησίως µονότονη συνάρτηση σ΄ ένα διάστηµα ∆ και α ∈ f (∆) , τότε η
συνάρτηση g(x) = f (x) − α έχει µοναδική ϱίζα στο ∆.

γ) Είναι lim
x→−∞

x2v

x
= −∞ για κάθε v ∈ N∗ .

δ) Αν f συνεχής στο [α, �] και f (x) , 0 για κάθε x ∈ [α, �] , τότε
f (α) · f (�) > 0 .

ε) ΄Ενα τοπικό ελάχιστο µιας συνάρτησης µπορεί να είναι µεγαλύτερο από ένα
τοπικό µέγιστό της.
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Γιαννάκαρος Σπύρος ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΠΡΟΣΑΝΑΤΟΛΙΣΜΟΥ Γ ΄ ΛΥΚΕΙΟΥ

ΘΕΩΡΙΑ
ΘΕΜΑ 9ο

Α1. Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση f (x) = ln |x | είναι παραγωγίσιµη στο R∗ , µε

f ′(x) =
1
x

για κάθε x ∈ R∗ .

Α2. Πότε µία συνάρτηση f είναι 1−1 συνάρτηση και πώς ορίζεται η αντίστροφή

της στην περίπτωση αυτή ;

Α3. Θεωρήστε τον παρακάτω ισχυρισµό:
« Υπάρχουν συναρτήσεις f : [α, �]→ R , µε f (α) , f (�) , για τις οποίες υπάρχει
k µεταξύ των f (α) και f (�) και το k να µην ανήκει στο σύνολο f ([α, �])
».

α) Να χαρακτηρίσετε τον ισχυρισµό, γράφοντας στο τετράδιό σας το γράµµα
Α, αν είναι αληθής, ή το γράµµα Ψ, αν είναι ψευδής.

ϐ) Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας στο ερώτηµα α).

Α4. Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν, γράφοντας στο τετράδιό
σας, δίπλα στο γράµµα που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση, τη λέξη Σωστό, αν η
πρόταση είναι σωστή, ή Λάθος, αν η πρόταση είναι λανθασµένη.

α) Μία συνάρτηση f παρουσιάζει ολικό ελάχιστο σ΄ ένα σηµείο x0 του πε-
δίου ορισµού της Α, όταν για τη συνάρτηση g(x) = f (x) − f (x0) ισχύει ότι
g(x) ≥ 0 , για κάθε x ∈Α .

ϐ) Αν µία συνάρτηση είναι συνεχής στο [α, �] , παραγωγίσιµη στο (α, �) , µε
f ′(x) , 0 για κάθε x ∈ (α, �) , τότε ϑα είναι f (α) , f (�) .

γ) Αν f ′(x0) = 1 , τότε η εφαπτοµένη της Cf στο σηµείο Α (x0, f (x0)) ϑα
είναι παράλληλη στον άξονα x ′x .

δ) Αν f ′(x) > 0 για κάθε x εσωτερικό ενός διαστήµατος ∆, τότε η f
είναι γνησίως αύξουσα στο ∆.

ε) Αν lim
x→x0

f (x) = −∞ , τότε lim
x→x0

|f (x)| = +∞ .
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ΘΕΩΡΙΑ
ΘΕΜΑ 10ο

Α1. Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση f (x) =
√
x είναι παραγωγίσιµη στο (0,+∞)

µε

f ′(x) =
1

2
√
x

, για κάθε x ∈ (0,+∞) .

Α2. Να διατυπώσετε το Κριτήριο Παρεµβολής.

Α3. Θεωρήστε τον παρακάτω ισχυρισµό:

« Αν για µία συνάρτηση f ισχύει ότι f (x) , 0 , για όλα τα x που ανήκουν
σ΄ ένα διάστηµα ∆, τότε η f διατηρεί σταθερό πρόσηµο στο ∆ ».

α) Να χαρακτηρίσετε τον ισχυρισµό, γράφοντας στο τετράδιό σας το γράµµα
Α, αν είναι αληθής, ή το γράµµα Ψ, αν είναι ψευδής.

ϐ) Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας στο ερώτηµα α).

Α4. Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν, γράφοντας στο τετράδιό
σας, δίπλα στο γράµµα που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση, τη λέξη Σωστό, αν η
πρόταση είναι σωστή, ή Λάθος, αν η πρόταση είναι λανθασµένη.

α) Για µια συνάρτηση f : A → R µε f (x) ≤ k , για κάθε x ∈ A , το k
είναι (ολικό) µέγιστο της f .

ϐ) Αν µία συνάρτηση είναι f είναι συνεχής στο [α, �] , παραγωγίσιµη στο (α, �)
και υπάρχει x0 ∈ (α, �) τέτοιο, ώστε f ′(x0) = 0 , τότε ϑα είναι f (α) = f (�) .

γ) Αν lim
x→x0

f (x) = −∞ , τότε lim
x→x0

ηµ 1
f (x)

f (x)
= 0 .

δ) ΄Εστω οι συναρτήσεις f : A → R και g : B → R . Αν g(B) ∩ A = ∅

τότε δεν ορίζεται η συνάρτηση g ◦ f .

ε) Αν f παραγωγίσιµη συνάρτηση σ΄ ένα σύνολο Α και f (x) > 0 για κάθε
x ∈Α, τότε

f (x) (ln f (x))′ − f ′(x) = 0 , για κάθε x ∈ A
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ΘΕΩΡΙΑ
ΘΕΜΑ 11ο

Α1. ΄Εστω µια συνάρτηση f παραγωγίσιµη σε ένα διάστηµα (α, �) , µε εξαίρεση
ίσως ένα σηµείο x0 , στο οποίο όµως η f είναι συνεχής. Αν f ′(x) > 0 για κάθε
x ∈ (α, x0) και f ′(x) < 0 για κάθε x ∈ (x0, �) , τότε να αποδείξετε ότι το f (x0)
είναι τοπικό µέγιστο της f .

Α2. Πότε µία συνάρτηση f είναι κοίλη σε ένα διάστηµα ∆ του πεδίου ορισµού
της ;

Α3. Θεωρήστε τον παρακάτω ισχυρισµό:
« Υπάρχει γνησίως µονότονη συνάρτηση f : R → R της οποίας η γραφική
παράσταση έχει ασύµπτωτη τον άξονα x ′x ».

α) Να χαρακτηρίσετε τον ισχυρισµό, γράφοντας στο τετράδιό σας το γράµµα
Α, αν είναι αληθής, ή το γράµµα Ψ, αν είναι ψευδής.

ϐ) Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας στο ερώτηµα α).

Α4. Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν, γράφοντας στο τετράδιό
σας, δίπλα στο γράµµα που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση, τη λέξη Σωστό, αν η
πρόταση είναι σωστή, ή Λάθος, αν η πρόταση είναι λανθασµένη.

α) Αν f : R→ R µια 1 − 1 συνάρτηση, µε f (R) = R , τότε ισχύει η
ισοδυναµία f (x) = x ⇔ f −1(x) = x .

ϐ) Αν ο άξονας x ′x εφάπτεται στη γραφική παράσταση µιας συνάρτησης f
στην αρχή των αξόνων, τότε υποχρεωτικά ϑα ισχύει f (0) = f ′(0) = 0 .

γ) Αν lim
x→+∞

f (x)
x

= λ ∈ R , τότε η Cf έχει ασύµπτωτη στο +∞ µε

συντελεστή διεύθυνσης λ .

δ) Μία συνάρτηση f παρουσιάζει τοπικό µέγιστο σ΄ ένα σηµείο x0 του πε-
δίου ορισµού της Α, όταν υπάρχει ε > 0 τέτοιο, ώστε f (x) ≥ f (x0) , για κάθε
x ∈ (x0 − ε, x0 + ε)∩Α .

ε) Οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων

f (x) = e−x και g(x) = −lnx

είναι συµµετρικές ως προς την ευθεία y = −x .
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ΘΕΩΡΙΑ
ΘΕΜΑ 12ο

Α1. Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση f (x) = α x , όπου α > 0 , είναι παραγωγίσιµη
στο R , µε

f ′(x) = α x ln α , για κάθε x ∈ R .

Α2. Να διατυπώσετε το Θεώρηµα Ενδιάµεσων Τιµών.

Α3. Θεωρήστε τον παρακάτω ισχυρισµό:

« Αν µία συνάρτηση f είναι δύο ϕορές παραγωγίσιµη σ΄ ένα σηµείο x0 του
πεδίου ορισµού της, µε f ′′(x0) = 0 , τότε το A (x0, f (x0)) είναι σηµείο καµπής
της Cf ».

α) Να χαρακτηρίσετε τον ισχυρισµό, γράφοντας στο τετράδιό σας το γράµµα
Α, αν είναι αληθής, ή το γράµµα Ψ, αν είναι ψευδής.

ϐ) Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας στο ερώτηµα α).

Α4. Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν, γράφοντας στο τετράδιό
σας, δίπλα στο γράµµα που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση, τη λέξη Σωστό, αν η
πρόταση είναι σωστή, ή Λάθος, αν η πρόταση είναι λανθασµένη.

α) Αν f ′(x0) = 0 τότε η εφαπτοµένη της Cf στο σηµείο της Α (x0, f (x0))
έχει εξίσωση y = x0 .

ϐ) Η ευθεία (ε) : y = λx + � είναι ασύµπτωτη της Cf στο −∞ , αν και
µόνο αν lim

x→−∞
(f (x) − λx − �) = 0 .

γ) Αν lim
x→x0

f (x) = 0 , τότε ισχύει ότι lim
x→x0

[
f (x) · ηµ

1
f (x)

]
= 0 .

δ) Αν µία συνάρτηση f είναι συνεχής και γνησίως ϕθίνουσα σ΄ ένα
διάστηµα [α, �] , τότε

f ([α, �]) = [f (�), f (α)] .

ε) Αν µια συνάρτηση f είναι συνεχής σ΄ ένα διάστηµα [α, �] και υπάρχει
x0 ∈ (α, �) τέτοιο, ώστε f (x0) = 0 , τότε ισχύει ότι f (α) · f (�) < 0 .
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ΘΕΩΡΙΑ
ΕΝ∆ΕΙΚΤΙΚΕΣ ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ

ΘΕΜΑ 1ο

Α3. α) Ψευδής

ϐ) Η συνάρτηση

f (x) = ex , x ∈ R

είναι γνησίως αύξουσα,
όµως

f (x) , 0 , για κάθε x ∈ R

Α4.

α) Λάθος , ϐ) Σωστό ,
γ) Λάθος , δ) Λάθος ,
ε) Σωστό .

ΘΕΜΑ 2ο

Α3. α) Ψευδής

ϐ) Για τις συναρτήσεις

g(x) =

{
x 2 , x , 0
1 , x = 0

και

f (x) =

{
−x 2 , x , 0
−1 , x = 0

ισχύει ότι f (x) < g(x) , ∀x ∈ R ,
όµως lim

x→0
f (x) = lim

x→0
g(x) = 0 .

Α4.

α) Λάθος , ϐ) Λάθος ,
γ) Σωστό , δ) Λάθος ,
ε) Λάθος .

ΘΕΜΑ 3ο

Α3. α) Ψευδής

ϐ) Η συνάρτηση

f (x) =


x , x ≤ 0

1
x
, x > 0

είναι 1 − 1 όµως δεν είναι
γνησίως µονότονη.

Α4.

α) Σωστό , ϐ) Σωστό ,
γ) Λάθος , δ) Λάθος ,
ε) Σωστό .

ΘΕΜΑ 4ο

Α3. α) Ψευδής

ϐ) Για τη συνάρτηση

f (x) = x 3 , x ∈ R ,

ισχύει ότι

f ′(x) = 3x 2 , f ′(0) = 0 ,

και η f είναι γνησίως αύξουσα
στο R , άρα δεν έχει ακρότατα.

Α4.

α) Σωστό , ϐ) Σωστό ,
γ) Σωστό , δ) Λάθος ,
ε) Σωστό .
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ΘΕΜΑ 5ο

Α3. α) Ψευδής

ϐ) Η συνάρτηση

f (x) = −x 3

είναι γνησίως ϕθίνουσα
στο R , όµως

f ′(x) = −3x 2

µε f ′(0) = 0 .

Α4.

α) Σωστό , ϐ) Λάθος ,
γ) Σωστό , δ) Λάθος ,
ε) Σωστό .

ΘΕΜΑ 6ο

Α3. α) Αληθής

ϐ) Η συνάρτηση

f (x) =

{
x + 1 , x ≤ 0
x − 1 , x > 0

δεν είναι συνεχής στο 0,
όµως

f (R) = R .

Α4.

α) Λάθος , ϐ) Λάθος ,
γ) Σωστό , δ) Σωστό ,
ε) Λάθος .

ΘΕΜΑ 7ο

Α3. α) Ψευδής

ϐ) Η συνάρτηση

f (x) = |x |

είναι συνεχής στο R , όµως

lim
x→0−

f (x) − f (0)
x − 0

, lim
x→0+

f (x) − f (0)
x − 0

δηλαδή δεν είναι
παραγωγίσιµη στο 0.

Α4.

α) Σωστό , ϐ) Σωστό ,
γ) Σωστό , δ) Λάθος ,
ε) Λάθος .

ΘΕΜΑ 8ο

Α3. α) Ψευδής

ϐ) Η συνάρτηση

f (x) =

{
1 , x = 0
x 2 , 0 < x ≤ 1

είναι παραγωγίσιµη στο (0,1)
µε

f (0) = f (1) = 1 ,

όµως

f ′(x) = 2x , 0 , ∀x ∈ (0,1)

Α4.

α) Λάθος , ϐ) Σωστό ,
γ) Σωστό , δ) Σωστό ,
ε) Σωστό .
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ΘΕΜΑ 9ο

Α3. α) Αληθής
ϐ) Για τη συνάρτηση

f : [0,2]→ R µε

f (x) =

{
x , 0 ≤ x ≤ 1
x + 3 , 1 < x ≤ 2

ισχύει ότι

f (0) = 0 , f (2) = 5 ,

και f (0) < 2 < f (2) , όµως
το 2 δεν ανήκει στο

f ([0,2]) = [0,1] ∪ (4,5] .

Α4.

α) Σωστό , ϐ) Σωστό ,
γ) Λάθος , δ) Λάθος ,
ε) Σωστό .

ΘΕΜΑ 10ο

Α3. α) Ψευδής
ϐ) Για τη συνάρτηση

f (x) =

{
−x − 1 , 0 ≤ x ≤ 1
ex , 1 < x ≤ 2

ισχύει ότι

f (x) , 0 , ∀x ∈ Df = [0,2]

f (x) < 0 , ∀x ∈ [0,1]

f (x) > 0 , ∀x ∈ (1,2]

Α4.

α) Λάθος , ϐ) Λάθος ,
γ) Σωστό , δ) Λάθος ,
ε) Σωστό .

ΘΕΜΑ 11ο

Α3. α) Αληθής

ϐ) Η συνάρτηση f (x) = e x είναι
γνησίως αύξουσα και ισχύει ότι

lim
x→−∞

f (x) = 0

άρα η Cf έχει οριζόντια ασύµ-
πτωτη τον άξονα x ′x στο −∞ .

Α4.

α) Σωστό , ϐ) Σωστό ,
γ) Λάθος , δ) Λάθος ,
ε) Λάθος .

ΘΕΜΑ 12ο

Α3. α) Ψευδής

ϐ) Για τη συνάρτηση

f (x) = x 4

ισχύει ότι f ′′(x) = 12x 2 ≥ 0 για
κάθε x ∈ R και η ισότητα ισχύει
µόνο για x = 0 . Εποµένως
f ′′(0) = 0 , όµως η f είναι κυρτή
στο R και η Cf δεν έχει σηµεία
καµπής.

Α4.

α) Λάθος , ϐ) Σωστό ,
γ) Σωστό , δ) Σωστό ,
ε) Λάθος .

mathamagicpath.blogspot.com 16


