
 

 

3.4 Τριγωνομετρικές συναρτήσεις 

 

 

Περιοδική  συνάρτηση 

 

Μία συνάρτηση f με πεδίο ορισμού το Α λέγεται περιοδική, όταν υπάρχει πραγματικός αριθμός  

Τ > 0  τέτοιος  ώστε για κάθε x ∈ A να ισχύει: 

   x+TA,  xTA 

  f(x+T) = f(xT) = f(x) 

Ο πραγματικός αριθμός Τ λέγεται περίοδος της συνάρτησης f. 

 

 

Μελέτη της f(x)=ημx 

 

Πεδίο ορισμού: Α=IR 

Σύνολο τιμών: f(A)=[1, 1] 

Περίοδος: Τ=2π 

Θα μελετήσουμε τη συνάρτηση στο διάστημα [0, 2π] 

Μονοτονία: Γνησίως αύξουσα στα διαστήματα [0, 
2

π
],  [

2

π3
, 2π] 

   Γνησίως φθίνουσα στο διάστημα [
2

π
,

2

π3
] 

Ακρότατα: Μέγιστο τo  f(
2

π
)=1 και  ελάχιστο το f(

2

π3
)=1 

Σημεία τομής με τους άξονες:  Η γραφική παράσταση της f τέμνει τους άξονες στα σημεία (0, 0), 

     (π, 0), (2π, 0) 

Συμμετρίες: Η f είναι περιττή διότι για κάθε xA ισχύει:  

    xA και f(x)=ημ(x)=ημx=f(x) 

Γραφική παράσταση:  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Η γραφική παράσταση της συνάρτησης ημίτονο,  λέγεται ημιτονοειδής καμπύλη. 



 

 

Μελέτη της f(x)=συνx 

 

Πεδίο ορισμού: Α=IR 

Σύνολο τιμών: f(A)=[1, 1] 

Περίοδος: Τ=2π 

Θα μελετήσουμε τη συνάρτηση στο διάστημα [0, 2π] 

Μονοτονία: Γνησίως αύξουσα στο διάστημα [π, 2π] 

   Γνησίως φθίνουσα στο διάστημα [0, π] 

Ακρότατα: Μέγιστο τo  f(0)=1 και f(2π)=1 ενώ έχει ελάχιστο το f(π)=1 

Σημεία τομής με τους άξονες:  Η γραφική παράσταση της f τέμνει τους άξονες στα σημεία (0, 1), 

     (
2

π
, 0), (

2

π3
, 0) 

Συμμετρίες: Η f είναι άρτια διότι για κάθε xA ισχύει:  

     xA και f(x)=συν(x)=συνx=f(x) 

    xA και f(x)=συν(x)=συνx=f(x) 

Γραφική παράσταση:  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Μελέτη της f(x)=εφx 

 

Πεδίο ορισμού: Α={xIR  / συνx≠0} 

Σύνολο τιμών: f(A)= IR 

Περίοδος: Τ=π 

Θα μελετήσουμε τη συνάρτηση στο διάστημα (
2

π
,

2

π
) 

Μονοτονία: Γνησίως αύξουσα στο διάστημα (
2

π
,
2

π
) 

Ακρότατα: Δεν παρουσιάζει ακρότατα 

Σημεία τομής με τους άξονες:  Η γραφική παράσταση της f τέμνει τους άξονες στο σημείο (0, 0). 

Συμμετρίες: Η f είναι περιττή διότι για κάθε xA ισχύει:  

    xA και f(x)=εφ(x)=εφx=f(x) 

    xA και f(x)=συν(x)=συνx=f(x) 

Γραφική παράσταση:   

 

 

 

 



 

 

    Όταν ο x «τείνει» στο 
2

π
 από μεγαλύτερες τιμές η εφx «τείνει» στο -∞.  

Γι' αυτό λέμε ότι η ευθεία x =
2

π
 είναι κατακόρυφη ασύμπτωτη της 

γραφικής παράστασης της f. Επίσης όταν ο x «τείνει» στο 
2

π
 από 

μικρότερες τιμές η εφx τείνει στο +∞. Γι' αυτό λέμε ότι και η ευθεία x = 
2

π
 

είναι κατακόρυφη ασύμπτωτη της γραφικής παράστασης της f. 

 

Παρατηρήσεις : α) Οι συναρτήσεις f(x)=ημx και g(x)=συνx είναι περιοδικές με περίοδο  

  2π ενώ οι συναρτήσεις f(x)=εφx και g(x)=σφx είναι περιοδικές με περίοδο π 

   β) Κάθε συνάρτηση της μορφής f(x)=ρημωxκ ή f(x)=ρσυνωxκ (ω>0) είναι  

  περιοδική με περίοδο Τ=
ω

π2
. 

     γ) Κάθε συνάρτηση της μορφής f(x)=ρεφωx ή f(x)=ρσφωx (ω>0) είναι 

περιοδική  

  με περίοδο Τ=
ω

π
. 

    δ) Μια συνάρτηση της μορφής f(x)=ρημωxκ ή f(x)=ρσυνωxκ (ω>0), έχει  

  ελάχιστη τιμή το |ρ|κ και μέγιστη τιμή το |ρ|κ. 

    ε) Κάθε συνάρτηση της μορφής f(x)=ρημωx ή f(x)=ρσυνωx τη μελετάμε στο  

  διάστημα [0, Τ]. 

    στ) Κάθε συνάρτηση της μορφής f(x)=ρεφωx τη μελετάμε στο διάστημα  

  









2

T
,

2

T
. 

    ζ) Κάθε συνάρτηση της μορφής f(x)=ρσφωx τη μελετάμε στο διάστημα (0, Τ). 

    η) Αν πρέπει να μελετήσουμε τη συνάρτηση της μορφής f(x)=ρημ(ωxκ) ή  

  f(x)=ρσυν(ωxκ), τη μελετάμε στο διάστημα [  κ, Τ κ]. 

 

 

ΛΥΜΕΝΑ ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑΤΑ 

 

1  Να σχεδιάσετε τη γραφική παράσταση της συνάρτησης f(x)=εφ2x+1. 

Λύση 

Περίοδος: Τ=
2

π
.  Άρα θα τη σχεδιάσουμε στο (

4

π
,
4

π
). 

x 
4

π
 

8

π
 0 

8

π
 

4

π
 

2x 
2

π
 

4

π
 0 

4

π
 

2

π
 

εφ2x  1 0 1  

εφ2x+1  0 1 2  

0x΄ x

y

y΄



 

 

 

2  
Να σχεδιάσετε τη γραφική παράσταση της συνάρτησης f(x)=συν 










6

π
x . 

Λύση 

Περίοδος: Τ=2π. Άρα θα τη σχεδιάσουμε στο 








6

π13
,

6

π
 (διότι είναι στη μορφή f(x)=ρσυν(ωxκ)). 

x 
6

π
 

3

π2
 

6

π7
 

3

π5
 

6

π13
 

x
6

π
 0 

2

π
 π 

2

π3
 2π 

συν(x
6

π
) 1 0 1 0 1 

συν(x
6

π
) 1 0 1 0 1 

 

 

 

3  
Δίνεται η συνάρτηση f(x)=3συν

3

x
3. Να βρείτε:  α) το μέγιστο και το ελάχιστό της, 

β) την περίοδό της 

Λύση 

α) Μέγιστο: |3|3=33=0.   Ελάχιστο: |3|3=33=6 

β) Περίοδος: Τ=
1

π6

3

1

π2
 =6π. 

 

 

ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

 

11..  Να εξετάσετε αν είναι άρτια ή περιττή καθεμιά από τις παρακάτω συναρτήσεις: 

α) f(x)=2ημx
2
συνx,     β) g(x)=4εφ4x+8σφ8x,     γ) h(x)=3συν2xσφ

2

x
. 

22..  Να εξετάσετε αν οι παρακάτω συναρτήσεις είναι άρτιες ή περιττές: 

α) f(x)=
10xσυν

xσφxημ 3




,     β) g(x)=3ημ

4
x6συνx+11 

33..  Βρείτε τη μέγιστη και την ελάχιστη τιμή των συναρτήσεων f(x)=2ημ 









3

π
x  και 

g(x)=4ημx3. 

y

ý

x́ x



 

 

44..  Να βρείτε τη μέγιστη και την ελάχιστη τιμή (εφόσον υπάρχουν) καθώς και την περίοδο των 

παρακάτω συναρτήσεων: 

α) f(x)=3συν
5

x2
,     β) g(x)=6ημ(

2

x
),     γ) h(x)=4εφ(

3

x2
) 

55..  Δίνεται η συνάρτηση f(x)=
2

1
+3ημ

3

x2
. Να βρεθούν:  α) η περίοδός της,  β) το μέγιστο και το 

ελάχιστό της 

66..  Αν η συνάρτηση g(x)=εφ 







x

4

β3
, βIR έχει περίοδο π, να βρείτε το β. 

77..  Αν η συνάρτηση f(x)=ασυν
2

xβ
 α, β>0 έχει περίοδο 4π και μέγιστη τιμή 2, να βρείτε τα α, β. 

88..  Δίνεται η συνάρτηση f(x)=αημ
3

xβ
+γ με x IR  και α, β, γIR  . Αν η f έχει περίοδο Τ= 2π, 

μέγιστη τιμή το 3 και τέμνει τον yy΄ στο σημείο με τεταγμένη 2, να βρείτε τον τύπο της f. 

99..  Αν η συνάρτηση f(x)= 2ασυν
2
x διέρχεται από το σημείο (π, 2) τότε: 

α) να προσδιορίσετε το α 

β) να βρείτε το μέγιστο και το ελάχιστο της συνάρτησης 

γ) να εξετάσετε αν η f είναι άρτια ή περιττή. 

1100..  Δίνεται η συνάρτηση f(x)=
 


2

α
εφ

4
(2x), της οποίας η γραφική παράσταση διέρχεται από το 

σημείο Α(
8

π
, 1). 

α) Να προσδιορίσετε την τιμή του αριθμού α. 

β) Να βρείτε το μέγιστο και το ελάχιστο της συνάρτησης (αν υπάρχουν). 

γ) Να εξετάσετε αν η f είναι άρτια ή περιττή. 

1111..  Να αποδείξετε ότι οι συναρτήσεις: 

α) f(x)=συν2x+εφx   

β) g(x)=ημ2xημ4x  

γ) h(x)=3ημ6x+4συν8x 

έχουν περίοδο Τ=π. 

1122..  Βρείτε τη μέγιστη τιμή και την ελάχιστη τιμή της συνάρτησης f(x)=2ημ(3x
4

π
)3συν(

4

π3
x).     

( Υπόδειξη : Να φέρετε τη συνάρτηση στη μορφή f(x)=ρημ(ωx+α) ή f(x)=ρσυν(ωx+α)) 

1133..  Στο ίδιο σύστημα αξόνων να σχεδιάσετε τις γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων: 

f(x)=1+σφ
2

x
 και g(x)=1+σφ

2

x
 

1144..  Να μελετήσετε και να παραστήσετε γραφικά την συνάρτηση f(x)=2σφx3. 

1155..  Να σχεδιάσετε στο ίδιο σύστημα αξόνων τις συναρτήσεις:  f(x)=ημ2x και g(x)=ημ
2
2x. 



 

 

1166..  Να παραστήσετε γραφικά τη συνάρτηση f(x)=κ+λσυν
3

x2
 (λ<0) αν είναι γνωστό ότι έχει 

μέγιστο το 5 και η γραφική της παράσταση διέρχεται από το σημείο Μ(π, 
2

7
). 

1177..  Να σχεδιάσετε τη γραφική παράσταση της συνάρτησης h(x)=2+|ημ3x|. 

1188..  Να σχεδιάσετε τη γραφική παράσταση της συνάρτησης f(x)=3συν(x+
2

π
). 

1199..  Η θερμοκρασία ενός άγνωστου πλανήτη t ώρες μετά τα μεσάνυχτα δίνεται συναρτήσει του 

χρόνου t από τη σχέση:  θ(t)=κημ 






 

12

tπ
 σε  

0
C,  t[0, 24] όπου κ σταθερά. Ένα 

διαστημόπλοιο με αστροναύτες φτάνει στον πλανήτη. 

α) Βρείτε τον αριθμό κ αν στις 8 το πρωί η θερμοκρασία είναι  
2

310
 
0
C. 

β) Να γίνει η γραφική παράσταση της θερμοκρασίας συναρτήσει του χρόνου. 

2200..  Το βάθος του νερού κάτω από τη γέφυρα του Ευρίπου κατά τη διάρκεια της ημέρας δίνεται 

από τη συνάρτηση f(t)=20+4συν
3

tπ2
 όπου t ο χρόνος σε ώρες με 0t24. 

α) Να βρεθεί η περίοδος της παραπάνω συνάρτησης. 

β) Ποιο είναι το μέγιστο και ποιο το ελάχιστο βάθος του νερού; 

γ) Ποιες ώρες της ημέρας το βάθος του νερού είναι 20m; 

δ) Αν το ύψος της γέφυρας είναι 30m (από το πυθμένα του νερού) να ελεγχθεί αν ένα σκάφος 

ύψους 8m (πάνω από την επιφάνεια του νερού) μπορεί να περάσει κάτω από τη γέφυρα στις 12 

το πρωί. 

 

 

 

 

ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΣΥΝΤΟΜΗΣ ΑΠΑΝΤΗΣΗΣ 

 

11..   Οι συναρτήσεις f(x)=ημ3x, g(x)=3συνx, h(x)=1εφx, t(x)=σφ(xπ) είναι περιοδικές; Αν ναι, 

ποια είναι η περίοδος της κάθε μιας; 

22..  Αν η συνάρτηση f έχει πεδίο ορισμού το σύνολο Α, ποιες συνθήκες πρέπει να ικανοποιεί ο 

πραγματικός αριθμός Τ>0, ώστε να είναι περίοδος της f; 

33..  Τι σημαίνει ότι μια συνάρτηση είναι περιοδική; 

44..  Ποια είναι η μέγιστη και ποια η ελάχιστη τιμή των συναρτήσεων f(x)=ημ
3
x και g(x)=συν

4
4x; 

55..  Η γραφική παράσταση της συνάρτησης f(x)=συνx, έχει άξονα συμμετρίας; 

66..  Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση f(x)=εφx+σφx έχει περίοδο π. (Θεωρούμε ότι ημxσυνx0) 

 

 

 



 

 

ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΣΩΣΤΟΥ - ΛΑΘΟΥΣ 

 

11..  Αν 
2

π
<x<π τότε συνx= xημ1 2  Σωστό             Λάθος    

22..  H f(x)=3εφ(x) είναι γνησίως αύξουσα στο 









2

π
,

2

π
 Σωστό             Λάθος    

33..  Η γραφική παράσταση της f(x)=ημ(2001x) βρίσκεται μεταξύ των  

ευθειών y=1 και y=1. Σωστό             Λάθος    

44..  Η f(x)=σφ 









4

π
x  έχει ασύμπτωτες τις ευθείες x=

4

π
 και x=

4

π5
. Σωστό             Λάθος    

55..  Για κάθε xIR έτσι ώστε συνx0 ισχύει εφ(x+π)=εφ(xπ)=εφx. Σωστό             Λάθος    

66..  H συνάρτηση f(x)=σφ
2
x είναι περιττή. Σωστό             Λάθος    

77..  H συνάρτηση f(x)=συνx
3
 είναι άρτια. Σωστό             Λάθος    

 

 

 

ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΠΟΛΛΑΠΛΗΣ ΕΠΙΛΟΓΗΣ 

 

11..  Η συνάρτηση f(x)=3ημ(2x) παρουσιάζει ελάχιστο το 

Α. 1       Β. 0       Γ. 1       Δ. 3       Ε. 3 

22..  Η συνάρτηση f(x)=συν 









3

x
 παρουσιάζει ελάχιστο για 

Α. π       Β. 2π       Γ. 
2

π
       Δ. 3π       Ε. 4π 

33..  Η γραφική παράσταση της f(x)=ημx έχει 

Α. κέντρο συμμετρίας το Ο(0,0)       Β. άξονα συμμετρίας τον xx  ́       

Γ. άξονα συμμετρίας τον yy΄       Δ. κανένα από τα προηγούμενα 

44..  Η συνάρτηση f(x)=εφx έχει άξονα συμμετρίας την ευθεία 

Α. x=
2

π
       Β. x=0       Γ. x=

2

π
       Δ. καμία από τις προηγούμενες 

55..  Για τη συνάρτηση f(x)=3συν2x2 ισχύει: 

Α. f(x+
2

π
)=f(x)       Β. f(x+π)=f(xπ)       Γ. f(x

3

π2
)=f(x)       Δ. f(x

2

π3
)=f(x+

2

π3
) 

66..  Η συναρτήσεις f(x)=εφx, g(x)=σφx έχουν  

Α. ίδιο μέγιστο       Β. ίδιο ελάχιστο       Γ. ίδιο πεδίο ορισμού       Δ. ίδια περίοδο 

77..  Η συνάρτηση f(x)=2ημx+2 έχει: 

Α. μέγιστο το 2 και ελάχιστο το 2       Β. μέγιστο το 4 και ελάχιστο το 2        

Γ. μέγιστο το 0 και ελάχιστο το 4       Δ. μέγιστο το 4 και ελάχιστο το 0 



 

 

88..  Ημιτονοειδής καμπύλη είναι η γραφική παράσταση της συνάρτησης 

Α. f(x)=εφx       Β. f(x)=σφx       Γ. f(x)=συνx       Δ. καμία από τις προηγούμενες 

99..  Η συνάρτηση f(x)=5ημ
8

x
 έχει περίοδο 

Α. 
8

π
       Β. 

4

π
       Γ. π       Δ. 2π       Ε. 16π 

1100..  Η συνάρτηση f(x)=σφ(x
4

π
) έχει περίοδο: 

Α. 
4

π
       Β. 

4

π
       Γ. π       Δ. 2π 

1111..  Η συνάρτηση f(x)=5συν
4

1

2

2xπ
-2xπ 







 
  έχει περίοδο ίση με 

Α. 
π2

3
       Β. 

3

π2
       Γ. 

π

1
       Δ. 

π

2
 

1122..  Η συνάρτηση f(x)=5ημx12 είναι γνησίως φθίνουσα στο διάστημα: 

Α. [0, π]       Β. 








2

π3
,

2

π
       Γ. 









2

π5
,

2

π3
       Δ. 








π2,

2

π3
 

1133..  Η συνάρτηση f(x)=1ημ
2
xσυν

2
x 

Α. έχει μέγιστο το 1       Β. έχει ελάχιστο το 1       Γ. είναι σταθερή 

 

1144..  Στον διπλανό κύβο ακμής 1, ισχύει:  

Α. συνθ=
2

2
      Β. ημθ=

3

3
       Γ. εφθ= 2        Δ. σφθ= 3        Ε. 

κανένα από τα προηγούμενα 

 

 

 

 

ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΣΥΜΠΛΗΡΩΣΗΣ 

 

11..    Η f(x)=2συν
3

πx 
 είναι περιοδική με περίοδο Τ=_____. 

22..    Η f(x)=
xσυνxημ2xσυνxημ

xσυν
2244 

 είναι περιοδική με περίοδο Τ=_____. 

33..    Οι ασύμπτωτες της f(x)=εφx είναι οι ευθείες x=__________, κΖ. 

44..    Η περίοδος της f(x)=|ημx| είναι Τ=_____. 

55..    Η μέγιστη τιμή της f(x)= 2 συνπx είναι __________. 

66..    Αν 3π<α<β<4π τότε  ημ
2

α
_____ημ

2

β
. 

77..    Αν 0<α<β<
2

π
 τότε  συν

2

α
_____συν

2

β
. 

θ



 

 

 

ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΑΝΤΙΣΤΟΙΧΗΣΗΣ 

 

11..  Να αντιστοιχίσετε τις τριγωνομετρικές συναρτήσεις της στήλης Α με τις περιόδους τους στη 

στήλη Β. 

 

 

i. f(x)=ημ
2

x3
  α. Τ=

3

π4
 

ii. g(x)=συν
3

x2
  β. Τ=2π 

iii. h(x)=εφ
2

x
1  γ. Τ=3π 

iv. t(x)=σφ2x5  δ. T=5π 

   ε. Τ=
5

π2
 

   στ.  Τ=
2

π
 

 

 

22..  Σε κάθε συνάρτηση της στήλης Α να αντιστοιχήσετε την ελάχιστη τιμή της στη στήλη Β. 

 

 

i. f(x)=3ημ 3 x  α. 3 

ii. g(x)=2συν
3

x2
  β. 

π3

3
 

iii. h(x)= 3 ημ
π3

x
  γ. 2 

iv. t(x)=
3

2
ημ( x

2

3
 ) δ.  3  

   ε. 
2

3
 

   στ.  
3

2
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