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Συπολόγιο ςτα Διανύςματα 
 

 

1. Μϋςο Σμόματοσ                                                                                                                                                                                                                 

α. Οι ςυντεταγμϋνεσ του μϋςου Μ του τμόματοσ ΑΒ εύναι: Μ 
xΑ  + xΒ

2
 ,

yΑ +yΒ

2
                                                                                                            

β. Αν Ο ςημεύο αναφορϊσ  τότε ιςχύει  ΟΜ       =
ΟΑ       + ΟΒ       

2
        

2. Σμόμα με γνωςτϊ τα ϊκρα                                                                                                                                                                                          

α. Οι ςυντεταγμϋνεσ του διανύςματοσ  ΑΒ        εύναι  ΑΒ      =  xΒ − xΑ  , yΒ − yΑ                                                                                                               

β. Η απόςταςη του Α από το Β εύναι  ΑΒ =  xΒ − xΑ 2 +  yΒ − yΑ 2              

3. Μϋτρο και ΢υντελεςτόσ Διεύθυνςησ διανύςματοσ                                                                                                                                                    

α. Αν α   =(x , y  τότε το μϋτρο του εύναι :  α    =  x2 + y2                                                                                                                                                                    

β. Αν α   =(x , y  τότε ο ςυντελεςτόσ διεύθυνςησ του εύναι  λα   =
y

x
                                                                                                                                  

γ. Η γωνύα ω που ςχηματύζει με τον ϊξονα x’x εύναι  εφω=λα   =
y

x
       

4. Παρϊλληλα Διανύςματα                                                                                                                                                                                                                 

α. Ιςχύει η ιςοδυναμύα  α   ∥ β   ⇔ det α   , β   = 0                                                                                                                                                              

β. Ιςχύει η ιςοδυναμύα  α   ∥ β   ⇔ α   = λβ    . Αν λ>ο τα διανύςματα εύναι ομόρροπα και λ<0 αντύρροπα                                                                                 

γ. Ιςχύει η ιςοδυναμύα  α   ∥ β   ⇔  λα   =  λ
β   

                                                                                                                                                                                

δ. Σα ςημεύα Α ,Β , Γ εύναι ςυνευθειακϊ , αν και μόνο αν  ΑΒ      ∥ ΒΓ           

5. Κϊθετα Διανύςματα                                                                                                                                                                                                              

α. Ιςχύει η ιςοδυναμύα  α   ⊥ β   ⇔  α   ∙ β  = 0                                                                                                                                                                                                 

β. Ιςχύει η ιςοδυναμύα  α   ⊥ β   ⇔  λα    λβ   
= −1                                                                                           

6. Εςωτερικό Γινόμενο Διανυςμϊτων                                                                                                                                                                                        

α. Για τα διανύςματα  α    , β    εύναι :  α   ∙ β  =  α     β   ςυν α   , β                                                                                                                                                        

β. Για τα διανύςματα  α    , β    εύναι :  α   ∙ β  =  𝑥1x2 + y1y2   όπου α   =  x1, y1  και β  = (x2, y2)                                                                                    

γ. Αν τα  α    , β    εύναι ομόρροπα τότε και μόνο τότε  α   ∙ β  =  α     β                                                                                                                                            

δ. Αν τα  α    , β    εύναι αντύρροπα τότε και μόνο τότε  α   ∙ β  = − α     β              

7. Γωνύα δύο Διανυςμϊτων                                                                                                                                                                                                   

α. Για τα διανύςματα  α    , β    εύναι :  ςυν α   , β   =
α   ∙β   

 α    ∙ β    
                                                                                                                                                   

β. Αν τα  α    , β    εύναι ομόρροπα ⇔  ςυν α   , β   = 1 ⇔  α   , β   = 0°                                                                                                                                   

γ. Αν τα  α    , β    εύναι αντύρροπα  ⇔  ςυν α   , β   = −1 ⇔  α   , β   = 180°    

8. Προβολό του 𝐯   πϊνω ςτο 𝛂                                                                                                                                                                                                                           
α. Ιςχύει   προβα   v  ∥ α    ⇔  προβα   v  = λ α                                                                                                                                                                                                            
β. Ιςχύει  α   ∙  v  = α   ∙ προβα   v                                                                                                                                                                        
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Ενδοςχολικϊ  Θϋματα  ςτα 
Διανύςματα 

 

1.1 Δύνονται τα διανύςματα  α    , β    με  α    = 2 ,  β   = 3 , (α    , β  )=
 2π  

3
 . Έςτω το τρύγωνο ΑΒΓ για το οπούο                                                   

ιςχύουν  ΑΒ      = 2α   − β     και  ΑΓ      = 4α   + 3β                                                                                                                                                                                                         

α. Να βρεύτε το εςωτερικό γινόμενο  α   β                                                                                                                                                                             

β. Αν Μ μϋςο τησ ΒΓ να αποδεύξετε ότι     ΑΜ       = 3α   +  β                                                                                                                                                       

γ. Να βρεύτε τη γωνύα  ΑΜ        , α   )                     ΓΕΛ ΡΕΘΤΜΝΟΤ 2009   

1.2 Θεωρούμε τα διανύςματα  α   =  2 , 3 , β  = (−1 , 4)                                                                                                                                              

α. Να βρεύτε την προβολό του  α     πϊνω ςτο διϊνυςμα β                                                                                                                                                             

β. Να βρεύτε το μϋτρο  2α   + 3β                                ΓΕΛ 2009   

1.3 Δύνονται τα διανύςματα α    , β    με  α    = 1 ,  β   = 1 , (α    , β  )=
 2π  

3
 . Έςτω το τρύγωνο ΑΒΓ για το οπούο                                               

ιςχύουν  ΑΒ      = 2α   + β     και  ΑΓ      = −3β                                                                                                                                                                                    

α. Να βρεύτε το εςωτερικό γινόμενο  α   β                                                                                                                                                                                      

β. Αν Μ μϋςο τησ ΒΓ να αποδεύξετε ότι   ΑΜ       = α   −  β                                                                                                                                                           

γ. Να βρεύτε τη γωνύα  ΑΜ        , α   )                     ΓΕΛ ΡΕΘΤΜΝΟΤ 2010    

1.4 Δύνονται τα διανύςματα α    , β   , γ    με  α   =(1 , −3) , β  = 1 , 2   και  γ  = α   + 4β   .                                                                                                                        

α. Να βρεύτε το εςωτερικό γινόμενο  α   β    και τισ ςυντεταγμϋνεσ του  γ                                                                                                                                  
β. Να βρεύτε την γωνύα που ςχηματύζει το  γ    με τον ϊξονα  x’x                                                                                                                                         

γ. Να δεύξετε ότι  προβα   β  =  −
 1 

2
 α                                                                                                                                                                                          

δ. Αν u  =   λ2 − 4 , −λ  να βρεύτε το λ  ώςτε   u  ⊥ α           ΓΕΛ ΡΕΘΤΜΝΟΤ 2010                                                                                                                                                                                               

1.5 Δύνονται τα διανύςματα α    , β    με  α    = 2 ,  β   = 1 και  f x =  x α   + β     με f 2 = 3 .                                                                                          

α. Να αποδεύξετε ότι  α   β   =−2                                                                                                                                                                                                      

β. Να βρεύτε την  προβα   β                                                                                                                                                                                                         

γ. Να βρεύτε τη γωνύα  (α    , β  )                                                                                                                                                                                                

δ. Να δεύξετε ότι  α   =−2 β                            ( 4ο ΓΕΛ ΚΑΣΕΡΙΝΗ΢ 2010          

1.6 Δύνονται τα διανύςματα  α    , β    με   α   −  β  = (1 , −2)  και  3α   + β  = 7 , 6 . Να βρεύτε:                                                                                                

α. τισ ςυντεταγμϋνεσ των διανυςμϊτων  α    , β                                                                                                                                                                             

β. τον πραγματικό αριθμό  κ  ώςτε τα διανύςματα  κα   + β     και   α   − β     να εύναι παρϊλληλα                                                                                                                                  

γ. τον πραγματικό αριθμό  x  ώςτε   α   + x β   = 5          ΠΕΙΡΑΜΑΣΙΚΟ ΛΤΚΕΙΟ ΜΤΣΙΛΗΝΗ΢ 2011   
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1.7 Δύνονται τα διανύςματα α    , β    με  α    = 4 ,  β   = 5  και  προβα   β  =  
 5 

8
 α                                                                                                                     

α.  Να βρεύτε το εςωτερικό γινόμενο  α   β                                                                                                                                                                               

β.  Να βρεύτε τη  γωνύα (α    , β  )                                                                                                                                                                                                                       

γ.  Αν  v  = α   − β    , να βρεύτε το μϋτρο του.              ΓΕΛ ΡΕΘΤΜΝΟΤ 2011       

 1.8 Έςτω το ςημεύο  Α −1 , 2  και τα διανύςματα  ΑΒ      =  3 , −3  , v  =  20 , 13  ,  u    = (μ − 1 , 2) .                                                                   
α. Να βρεύτε τισ ςυντεταγμϋνεσ του ςημεύου Β                                                                                                                                                                       

β. Να βρεύτε τη γωνύα που ςχηματύζει το διϊνυςμα   ΑΒ         με τον ϊξονα x’x                                                                                                             

γ. Να εξετϊςετε αν τα διανύςματα  ΑΒ        και  v    εύναι κϊθετα                                                                                                                                           

δ. Να βρεύτε τον πραγματικό αριθμό μ , αν  ΑΒ       ∥ u            ΒΕΝΕΣΟΚΛΕΙΟ ΛΤΚΕΙΟ ΡΟΔΟΤ 2013   

1.9 Δύνονται τα διανύςματα α    , β    με  α    = 1 ,  β   = 2 , (α    , β  )=
 π  

3
 .  Να βρεύτε:                                                                                                          

α.  το α   β                                                                                                                                                                                                                                         

β.  τον πραγματικό αριθμό  λ  ώςτε τα διανύςματα  α   +  β    και  5α   − λβ    να εύναι κϊθετα                                                                              

γ. το μϋτρο   α   + β               ΠΡΟΣΤΠΟ ΠΕΙΡΑΜΑΣΙΚΟ ΓΕΛ ΗΡΑΚΛΕΙΟΤ 2013   

1.10 Δύνονται τα διανύςματα α    , β    με  α    = 2 ,  β   = 1 , (α    , β  )=
 π  

3
 .  Να βρεύτε :                                                                                                    

α.  το α   β                                                                                                                                                                                                                                                   

β.  τον πραγματικό αριθμό  x  ώςτε να ιςχύει  (α   + x β  )(α   − x β  ) = 12                                                                                                                                   

γ. το μϋτρο  α   − 4β              ( 4ο ΓΕΛ ΜΤΣΙΛΗΝΗ΢ 2013   

1.11 Δύνονται τα διανύςματα α   = (3 , −4) και  β     ώςτε να ιςχύουν  α   β  = 5 και  (α    , β  )=
 π  

3
                                                                                                                    

α. Να αποδεύξετε ότι    α    = 5                                                                                                                                                                                                               

β. Να βρεύτε το μϋτρο του  β                                                                                                                                                                                                                  

γ. Να αποδεύξετε ότι τα διανύςματα   α     και u  = α   − 5β    εύναι κϊθετα                                                                                                                          
δ. Να βρεύτε το διϊνυςμα γ  = (12 , λ) το οπούο να εύναι παρϊλληλο ςτο α      ( 1ο ΓΕΛ ΚΟΜΟΣΗΝΗ΢  2013   

1.12 Δύνονται τα διανύςματα α    , β    με  α    = 1 ,  β   = 2 , ( α    , β  )=
 π  

3
 .   Θεωρούμε και τα διανύςματα  

u  = 2α   + 3β    ,  v  = α   − 2β    .  Να βρεύτε :                                                                                                                                                                                                             

α.   το  α   β                                                                                                                                                                                                                                            
β. τα μϋτρα των  u    και  v                                                                                                                                                                                                                                              
γ.  το γινόμενο u   v                                                                                                                                                                                                                       
δ. το ςυνημύτονο τησ γωνύασ των  u    και  v           ( 14ο ΓΕΛ ΠΕΡΙ΢ΣΕΡΙΟΤ 2013   

1.13 Δύνονται τα διανύςματα α    , β    με  α    = 2 ,  β   = 1 , (α    , β  )=
 2 π

3
 .  Θεωρούμε και τα διανύςματα  

u  = 2α   + 4β    ,  v  = α   − β    . Να βρεύτε :                                                                                                                                                                                                           

α.   το  α   β                                                                                                                                                                                                                                              
β. τα μϋτρα των  u    και  v                                                                                                                                                                                                                           
γ.  το γινόμενο u   v                                                                                                                                                                                                                              
δ. το ςυνημύτονο τησ γωνύασ των  u    και  v                                                                                                                                                                      

ε. να βρεθεύ το  x  ώςτε v  ⊥ w    = x α   + β                    ΓΕΛ ΑΙΔΗΧΟΤ 2013   
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1.14 Δύνονται τα ςημεύα  Α 2 , −1 , Β 0 , 1  και Γ 7 , 4  .                                                                                                                                                      
α. Να βρεύτε τισ ςυντεταγμϋνεσ του μϋςου  Μ  του  ΑΒ                                                                                                                                                         

β. Να βρεύτε τον ςυντελεςτό διεύθυνςησ του διανύςματοσ  ΑΜ                                                                                                                                                     
γ. Να βρεύτε το εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ                                                                                                                                                                       

δ. Να αποδεύξετε ότι   ΑΒ      ⊥ ΑΓ                        ΓΕΛ 2013   

1.15  Δύνονται τα διανύςματα α    , β   , γ    με    α    = 1 ,  β   =  2 ,  γ   = 5 .                                                                                                                               

α. Αν ιςχύει η ςχϋςη  2α   + 3β  − γ  = 0    , να βρεύτε το εςωτερικό γινόμενο   α   β                                                                                                                           

β. Να δεύξετε ότι  προβα   β  =  
1

4
 α               ΖΑΝΕΙΟ ΠΡΟΣΤΠΟ ΠΕΙΡΑΜΑΣΙΚΟ ΠΕΙΡΑΙΑ 2013   

1.16  Δύνονται τα διανύςματα α    , β    με  α    = 1 ,  β   = 2 , (α    , β  )==
 2π  

3
 .                                                                                                                                 

Θεωρούμε και τα διανύςματα u  = 2α   + β    ,  v  = α   − β    . Να βρεύτε :                                                                                                  

α. το  α   β                                                                                                                                                                                                                                                             
β. τα μϋτρα των  u    και  v                                                                                                                                                                                                                          
γ.  το γινόμενο  u   v                                ( 1ο ΓΕΛ ΓΙΑΝΝΙΣ΢ΨΝ 2014     

1.17 Δύνονται τα διανύςματα α    , β    με  α    = 1 ,  β   = 2  , α   ⊥  α   + β                                                                                                                                         

α. Να αποδεύξετε ότι  α   β   =−1                                                                                                                                                                                               

β.  Να βρεύτε τη  γωνύα (α    , β  )                                                                                                                                                                                        

γ.  Να βρεύτε το μϋτρο του διανύςματοσ  α   + β                                                                                                                                                                            

δ.  Να βρεύτε την προβολό του β   ςτο α          ΓΕΛ ΢ΑΝΣΟΡΙΝΗ΢ 2014          

1.18 Δύνονται τα διανύςματα α    , β   , γ    με   α    = 4 ,  β   = 2 , (α    , β  )=
 π  

3
  και  γ  = α   + κβ                                                                                                

α. Να βρεύτε το  α   β                                                                                                                                                                                                                                     
β. Να υπολογύςετε τον πραγματικό αριθμό κ ώςτε να εύναι   α   ⊥ γ                                                                                                                               

γ. Για κ=1 να βρεύτε την γωνύα  β     , γ     και την προβολό του  γ    πϊνω ςτο  β            ΟΕΥΕ 2014   

1.19 Δύνονται τα κϊθετα διανύςματα  α    , β    με   α    = 3  και   (α   − 2β  ) ⊥  2α   + β    .                                                                                                               

α. Να αποδεύξετε ότι    β   = 3                                                                                                                                                                                                    

β. Να βρεύτε το μϋτρο  α   + 2β            ( 3ο ΓΕΛ ΡΕΘΤΜΝΟΤ 2014   

1.20  Δύνονται τα διανύςματα α    , β    με  α    = 1 ,  β   = 5 3 , (α    , β  )=
 π  

6
 . Να βρεύτε :                                                                                                           

α. το  α   β                                                                                                                                                                                                                                     

β. το μϋτρο   5α   − 2β                                                                                                                                                                                                           

γ. το εςωτερικό γινόμενο   α   ∙  2β  − 5α                                                                                                                                                                                       

δ. τη γωνύα  (α    , 2β  − 5α   )               ( 2ο ΓΕΛ ΡΕΘΤΜΝΟΤ 2014   

1.21 Δύνονται τα διανύςματα α    , β    με  α    = 3 ,  β   = 1 ,  α   − β   = 2                                                                                                                                    

α. Να αποδεύξετε ότι α   β   =3                                                                                                                                                                                                          

β. Να αποδεύξετε ότι τα διανύςματα  α    , β    εύναι ομόρροπα.                                                                                                                                                   

γ. Να βρεύτε το μϋτρο του  γ  = α   +  3β             ΕΚΠΑΙΔΕΤΣΗΡΙΑ ΔΟΤΚΑ 2015   
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1.22 Δύνονται τα διανύςματα α    , β    με  α   +  β  = (0 , 5) και  2α   − β  = 3 , 1 . Να βρεύτε :                                                                                                        

α. τισ ςυντεταγμϋνεσ των διανυςμϊτων  α     , β                                                                                                                                                                                             

β. τη γωνύα  α     , β  )                                                                                                                                                                                                                                                    

γ. την προβολό του β   πϊνω ςτο  α              ΟΕΥΕ 2015   

1.23 Δύνονται τα ςημεύα Α κ , κ+1  , Β 1 , κ  , Γ 0 , κ+2                                                                                                                                                        
α. Να βρεύτε τισ τιμϋσ του πραγματικού αριθμού  κ  ώςτε τα ςημεύα  Α , Β , Γ να ςχηματύζουν τρύγωνο                                                                           
β. Για κ=1 , να βρεύτε                                                                                                                                                                                                                                           
β1. Σο μόκοσ τησ διαμϋςου  ΑΜ  του τριγώνου ΑΒΓ                                                                                                                                                             

β2. Σην τιμό τησ παρϊςταςησ ΑΒ      ∙  2ΒΓ     − ΓΑ               ΜΑΘΗΜΑΣΙΚΟ΢ ΠΕΡΙΗΓΗΣΗ΢ 2015   

1.24 Δύνονται τα διανύςματα  α   =  −1 , 2  , β  =  3 , 1  και  v  = λα   + μβ   .                                                                                                                                                                

α. Να υπολογύςετε την τιμό τησ παρϊςταςησ  A= 2 α   2 + 3α   β                                                                                                                                                       

β. Να βρεύτε την τιμό των  λ , μ ώςτε το  v    να εύναι κϊθετο ςτο  γ  = (1 , 1) και να ϋχει μϋτρο  7 2 .                                                                       
γ. Να αναλύςετε το διϊνυςμα v  = (2 , 5) ςε δύο κϊθετεσ ςυνιςτώςεσ από τισ οπούεσ η μια να εύναι 
παρϊλληλη   ςτο διϊνυςμα  α                              ( 1ο ΓΕΛ ΢ΕΡΡΨΝ 2015   

1.25 Δύνονται τα διανύςματα  α     , β    με  α    = 2 ,  β   = 3 ,  2α   − β   = 7. Να αποδεύξετε ότι :                                                                                                      

α.  α   β   =6                                                                                                                                                                                                                                                           

β.  ςυν (α      , β  )= −1                                                                                                                                                                                                                     

γ.  α   = −
2

3
β                                                                                                                                                                                                                                                              

δ.   
1

2
α   − β   = 4         ( 2ο ΓΕΛ ΢ΕΡΡΨΝ 2015     

1.26 Δύνονται τα διανύςματα  α    , β    με  α    = 1 ,  β   = 2 , (α      , β  )=
 π  

3
 . Να βρεύτε :                                                                                                               

α. το  α   β                                                                                                                                                                                                                                                           

β. τον πραγματικό αριθμό λ ώςτε τα διανύςματα  v  = α   + β   , u  = α   − λβ    να εύναι κϊθετα.                                                                                                    

γ. το μϋτρο του διανύςματοσ  γ  = 3α   − β                                                                                                                                                                                                    
δ. τη γωνύα των διανυςμϊτων  γ    , α         ( 1ο ΓΕΛ ΒΟΛΟΤ 2015       

1.27 Δύνονται τα διανύςματα α   =  1 , − 3  και β   =  2 , 2 3                                                                                                                                                              

α. Να βρεύτε το α   β                                                                                                                                                                                                                   

β. Να βρεύτε τη γωνύα  α    , β  )                                                                                                                                                                                                                 

γ. Αν  x  = 2α   + β    , y  = −4α   + 2β   να βρεύτε τα μϋτρα τουσ και να δεύξετε ότι εύναι κϊθετα μεταξύ τουσ.                                                                                                                                                                                                                                             
( 1ο ΓΕΛ ΚΟΡΙΝΘΟΤ 2015       

1.28 Δύνονται τα διανύςματα  α   =  1 , 2  , β  = (2 , 3) . Να βρεύτε :                                                                                                                                                           

α. Να βρεύτε το μϋτρο του διανύςματοσ γ  = 5α   −  3β                                                                                                                                                        
β. Να βρεύτε την γωνύα που ςχηματύζει το διϊνυςμα  γ    με τον ϊξονα  x’x                                                                                                            
γ.  Να  βρεύτε τον πραγματικό αριθμό κ ώςτε το διϊνυςμα  v   = k2 − k , k  να εύναι κϊθετο ςτο  α    

1.29 Δύνεται το μοναδιαύο διϊνυςμα α     και το διϊνυςμα  β    για τα οπούα ιςχύουν                                                                                                           

 α    ∙  α   − 2β   = 5  και  β  ∙  3α   + β   = 10 . Να βρεύτε:                                                                                                                                                           

α. το εςωτερικό γινόμενο  α   ∙ β     καθώσ και το μϋτρο του  β                                                                                                                                                           

β. τη γωνύα (α    , β  )                                                                                                                                                                                                                        

γ. το εςωτερικό γινόμενο  5α   + β   ∙  α   + 3β                                                                                                                                                              

δ. τουσ πραγματικούσ αριθμούσ  x  για τουσ οπούουσ ιςχύει    xα   + 2β   = 7    
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1.30 Θεωρούμε το διϊνυςμα  α    =   α    − 2 ,  α    − 1  το οπούο δεν εύναι παρϊλληλο ςτον ϊξονα x’x , 

καθώσ και τα διανύςματα  β  = (2 , 6)  και  γ  = β  − α                                                                                                                                                                                             
α. Να αποδεύξετε ότι   α    = 5                                                                                                                                                                                                         

β. Να βρεύτε τη γωνύα  β     , γ  )                                                                                                                                                                                                                

γ. Θεωρούμε διϊνυςμα  v    για το οπούο ιςχύουν οι ςχϋςεισ    v  + β   ∥  γ    και  v  + γ   ⊥ β   .  Να βρεύτε:                                                                                

γ1. Σισ ςυντεταγμϋνεσ του  v                                                                                                                                                                                           
γ2. Σην προβολό του  v    πϊνω ςτο  α     

 1.31 Δύνονται τα διανύςματα   α   =  1 , −3   και  β   =  1 , 2                                                                                                                                                  
α. Να βρεύτε τον πραγματικό αριθμό λ ώςτε το διϊνυςμα  u  =  λ2 − 4 , λ  να εύναι κϊθετο ςτο  α                                                                        

β. Να βρεύτε την γωνύα  (α    , β  )                                                                                                                                                                                                                              

γ. Να βρεύτε την προβολό του  β   πϊνω ςτο  α                         6ο ΓΕΛ ΑΓΡΙΝΙΟΤ 2016            

1.32 Αν ιςχύει   u   = 3 ,  v   = 1 ,  u  − v   = 2  τότε :                                                                                                                               
α. Να δεύξετε ότι   u  ∙ v  = 3                                                                                                                                                                         
β.  Να δεύξετε ότι τα διανύςματα  u   , v     εύναι ομόρροπα                                                                                                                   
γ.  Να βρεύτε το μϋτρο του διανύςματοσ  w    = u  + 3v                     ΓΕΛ  ΑΘΗΝΨΝ  2016    

1.33 Δύνονται τα διανύςματα   α   =  −3 , 4  , β  =  8 , 6                                                                                                                     

α. Να δεύξετε ότι  α   ⊥ β                                                                                                                                                                                  

β. Να βρεύτε τα μϋτρα των   α    , β                                                                                                                                                                          

γ. Να βρεύτε το μϋτρο του διανύςματοσ  2α   + β                                                                                                                                   

δ. Να βρεύτε το κ ∈ ℝ   ώςτε το γ  = κα   − β  + j   να ςχηματύζει γωνύα 135° με τον ϊξονα  x’x                                                   
  ΓΕΛ  ΒΟΛΟ΢ 2016   

1.34 Δύνονται τα διανύςματα α    , β    με  α    = 2 ,  β   = 1 , (α    , β  )=
 2π  

3
   και   u  ∥  α   − 2β     και α   ⊥  β  − u    .                         

α. Να βρεύτε το εςωτερικό γινόμενο  α   ∙ β                                                                                                                                                 

β. Να δεύξετε ότι  u  = −
1

 6 
α   +

1

 3 
β                                                                                                                                                              

γ. Να βρεύτε την γωνύα  των α     και  u                                                                                                                                                         

δ. Και αν επιπλϋον ϋνα διϊνυςμα  x    του επιπϋδου ιςχύει   u  = προβα    β  = 3β  + μ u    , να βρεύτε την τιμό 
του πραγματικού αριθμού μ                                     ΕΚΠΑΙΔΕΤΣΗΡΙΑ  ΔΟΤΚΑ   2016   

1.35 Δύνονται τα διανύςματα α    , β    με  α   =  − 3 , 3  , β  =  1 ,  3   .                                                                                              

α. Να βρεύτε το εςωτερικό γινόμενο  α   ∙ β     και την γωνύα των  α     και  β                                                                                       

β. Να υπολογιςθεύ το μϋτρο του διανύςματοσ  γ  = α   +  3 β                                                                                                            

γ. Αν  ΟΑ      = α    , ΟΒ      = β   , ΟΓ      = γ    τότε να δεύξετε ότι  ΑΓ      ∥ ΟΒ                      ΓΕΛ  ΘΕ΢΢ΑΛΟΝΙΚΗ΢  2016   

1.36 Δύνονται τα διανύςματα α    , β    με  α    = 2 ,  β   = 1  και  γ  = α   − κβ      και  α    , β  
 

 = 60° .  Να βρεύτε :                         

α. το εςωτερικό γινόμενο  α   ∙ β                                                                                                                                                                   
β. τον πραγματικό αριθμό  κ  αν ιςχύει  α   ⊥  γ                                                                                                                                        

γ.  την γωνύα των  γ    και  β                               2ο ΓΕΛ ΚΟΖΑΝΗ΢  2016 ) 

1.37 Έςτω τα διανύςματα  α   =  1 ,  3  ,  β   = 3 , v  = 2β  − 3α       και    α    , β  
 

 = 60° .  Να βρεύτε :                                          

α. το μϋτρο   α      και τα εςωτερικϊ γινόμενα  α   ∙ β     και   α   ∙ v                                                                                                             

β.  το μϋτρο   v     και την γωνύα   α    , v                                                                                                                                                        

γ. το γινόμενο  α   ∙ προβα   v                      ΓΕΛ  ΚΟΡΙΝΘΟΤ  2016                          
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1.38 Δύνονται τα μη μηδενικϊ διανύςματα  α    , β    του επιπϋδου .                                                                                                                           

α. Να αποδεύξετε ότι  προβα    β  =
 α   ∙β    

α   2  α                                                                                                                                                      

β.  Αν επιπλϋον ιςχύει   προβ
β   

 α   = 3 β    και  προβα    β  =
 1 

4
 α      τότε :                                                                                              

β1. Να δεύξετε ότι   α    = 2 3   β                                                                                                                                                                  

β2.  Να βρεύτε την γωνύα  (α    , β  )                                                                                                                                                                 

β3. Αν   β   =  3  να βρεύτε το μϋτρο του   w    = προβ
β   

 α   − προβα    β              ( 1ο  ΓΕΛ  ΛΙΒΑΔΕΙΑ΢  2016   

1.39 Δύνονται τα διανύςματα α    , β    με  α   =  3 , −4  , α   ∙ β  = 5  και   α    , β  
 

 = 60° .                                                                   

α. Να αποδεύξετε ότι   α    = 5                                                                                                                                                                       

β. Να βρεύτε το μϋτρο του   β                                                                                                                                                                        

γ. Να αποδεύξετε ότι τα διανύςματα  α     και  u  = α   − 5β     εύναι κϊθετα .                                                                                      
δ.  Να βρεύτε το  λ ∈ ℝ   ώςτε το γ  =  12 , λ   να εύναι παρϊλληλο ςτο  α                                                                                       
  ΓΕΛ ΛΙΜΕΝΑΡΙΨΝ  ΘΑ΢ΟΤ  2016      

1.40 Δύνονται τα διανύςματα α    , β    με  α    = 2 ,  β   = 1 , (α    , β  )=
 2π  

3
  Θεωρούμε και τα διανύςματα  

u  = α   + β    ,  v  = α   − 2β    . Να βρεύτε :                                                                                                                                                                               

α. τα εςωτερικϊ γινόμενα   α   ∙ β      και  u  ∙ v                                                                                                                                              
β. τα μϋτρα των διανυςμϊτων   u    και  v                                                                                                                                                   
γ. τη γωνύα  των διανυςμϊτων   u    και  v                                                                                                                                                   

δ. την τιμό του  λ ∈ ℝ   ώςτε να ιςχύει   u  + v   ⊥  α   + λβ              ΓΕΛ  ΜΑΝΣΟΤΔΙΟΤ  2016   

1.41 Δύνονται τα διανύςματα  α    , β   , γ   , δ   και ε    ώςτε   α    = 4 ,  β   = 5 , γ  =  1 , −2  , δ  =  1 , 3  , ε =

 4 , −3   και επιπλϋον ιςχύει   3α   + β   ∙  α   − β   = 3   .                                                                                                                                             

α. Να βρεύτε τα μϋτρα των γ   , δ     καθώσ και τη γωνύα που ςχηματύζουν                                                                                      

β. Να δεύξετε ότι  α   ∙ β   = 10                                                                                                                                                                         

γ. Να βρεύτε το μϋτρο του διανύςματοσ α   − 2β                                                                                                                                     

δ. Να γρϊψετε το διϊνυςμα  ε  ςαν γραμμικό ςυνδυαςμό των  γ   , δ                ΓΕΛ  ΜΤΓΔΟΝΙΑ΢  2016   

1.42 Δύνονται τα διανύςματα α    , β    με  α    = 2 ,  β   = 3 , (α    , β  )=
 2π  

3
    και  γ  = 3α   + 2β    .                                                       

α. Να δεύξετε ότι  α   ∙ β   = −3                                                                                                                                                                       
β. Να αποδεύξετε ότι   γ   = 6                                                                                                                                                                     

γ. Να βρεύτε τισ γωνύεσ   α    , γ     και  γ   , β  
 

 . Σι παρατηρεύτε για τα α    , β   , γ    ;                                                                                                      

( 1ο ΓΕΛ  ΠΕΣΡΟΤΠΟΛΗ΢  2016   

1.43 Δύνονται τα διανύςματα  α   =  1 , 1   και  β  =  −6 , 0                                                                                                                
α. Να βρεύτε το μϋτρο του   α                                                                                                                                                                         

β. Να δεύξετε ότι  α   ∙ β   = −6                                                                                                                                                                      

γ. Να βρεύτε την προβολό του β     πϊνω ςτο  α                                                                                                                                        

δ. Αν επιπλϋον γ  = κ α   + β    και  γ  ⊥ α       να βρεύτε τον αριθμό κ και το γ  ∙ β                                                                                         
  ΠΡΟΣΤΠΟ ΛΤΚΕΙΟ ΑΝΑΒΡΤΣΨΝ                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                         
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Συπολόγιο ςτην Ευθεύα 
 

 

1. ΢υντελεςτόσ Διεύθυνςησ ευθεύασ 

- Αν ω η γωνύα που ςχηματύζει μια ευθεύα  ε  με τον ϊξονα x’x, τότε  λε = εφω                                                                                                  

- Εύναι  λε =
 y2− y1  

x2− x1
  όπου Α x1, y1) , Β x2, y2  ςημεύα τησ ευθεύασ  ε                                                                                                                      

- Ιςχύει η ιςοδυναμύα  ε1 ∥ ε2 ⇔  λε1
= λε2

                                                                                                                                                                              

- Ιςχύει η ιςοδυναμύα  ε1 ⊥ ε2 ⇔  λε1
∙ λε2

= −1                                                                                                                                              

- Ιςχύει η ιςοδυναμύα  ε ∥ x′x ⇔  λε = 0                                                                                                                                                        
- Ιςχύει η ιςοδυναμύα  ε ⊥ x′x ⇔  λε = δεν ορύζεται                                                

2. Εξύςωςη Ευθεύασ                      

- Εύναι ε : y − y0 = λ(x − x0) , όπου Α x0 , y0) ςημεύο τησ ευθεύασ  ε  και λ  ο ςυντελεςτόσ διεύθυνςόσ τησ.                                
– Κατακόρυφη Ευθεύα: x = x0                                                                                                                                                                                
- Οριζόντια Ευθεύα: y = y0                                                                                                                                                                                          
- Ευθεύα που διϋρχεται από την αρχό των αξόνων: y = λx                                                                                                                                         
- Διχοτόμοσ τησ πρώτησ και τρύτησ γωνύασ των αξόνων :  y = x                                                                                                                                       
- Διχοτόμοσ τησ δεύτερησ και τϋταρτησ γωνύασ των αξόνων :  y = −x              

3. Η Εξύςωςη  Αx+Βy+Γ=0 

- παριςτϊνει ευθεύα αν  Α ≠ Ο ό Β ≠ Ο                                                                                                                                                             

- ϋχει ςυντελεςτό διεύθυνςησ λ = −
 Α  

Β
                                                                                                                                                             

- εύναι παρϊλληλη ςτο διϊνυςμα  δ  =  Β , −Α                                                                                                                                                
- εύναι κϊθετη ςτο διϊνυςμα  η  =  Α , Β                                                                        

4. Απόςταςη  ΢ημεύου  από  Ευθεύα                                                                                                                                                                                                          

- Εύναι d K, ε =
  Αx0  + Βy0  + Γ  

 Α2+Β2
 , όπου Κ x0 ,  yo  ςημεύο και ε : Ax+By+Γ=0 ευθεύα. 

5. Εμβαδόν Σριγώνου 

- Εύναι :  ΑΒΓ =
1

 2 
 det ΑΒ        , ΑΓ        
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Ενδοςχολικϊ  Θϋματα  ςτην   
Ευθεύα 

 

2.1 Δύνεται η ευθεύα ε : x−2y+3=0                                                                                                                                                                           
α. Να βρεθεύ η ευθεύα που εύναι κϊθετη ςτην ε και διϋρχεται από το Α −3 , 5)                                                                                          
β. Να βρεθούν οι ςυντεταγμϋνεσ τησ προβολόσ του Α ςτην ε.                                                                                                                                     
γ. Να βρεθεύ το ςυμμετρικό του Α ωσ προσ την ε.        ΓΕΛ 2009    

2.2 Δύνεται τρύγωνο ΑΒΓ με Α −1 , 2 . Η εξύςωςη τησ πλευρϊσ ΒΓ εύναι x−2y+1=0 και του ύψουσ                           
ΒΔ εύναι x+2y+3=0. Να βρεύτε:                                                                                                                                                                                               
α. την κορυφό Β                                                                                                                                                                                                                   
β. την εξύςωςη τησ πλευρϊσ ΑΓ                                                                                                                                                                                         
γ. το μόκοσ του ΑΚ , αν ΑΚ εύναι ύψοσ                                 ΓΕΛ ΡΕΘΤΜΝΟΤ 2009  

2.3 Δύνονται τα ςημεύα Α 3 , −2  , Β 6 , −4  , Γ 1 , 5  , Δ −1 , 2 . Να βρεύτε:                                                                                                                         
α. την εξύςωςη τησ ευθεύασ ΑΒ                                                                                                                                                                                     
β. την απόςταςη του Γ από την ΑΒ                                                                                                                                                                                        

γ. την γωνύα που ςχηματύζουν τα  ΑΒ        και  ΓΔ                                                                                                                                                                                       
δ. την εξύςωςη τησ ευθεύασ που διϋρχεται από το μϋςο του ΓΔ και εύναι κϊθετη ςτην ΑΒ                                                                            
ε. το εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ                                              ΓΕΛ ΡΕΘΤΜΝΟΤ 2010) 

2.4 Θεωρούμε τρύγωνο ΑΒΓ με την εξύςωςη του ύψουσ από το Α εύναι x=2. Επύςησ γνωρύζουμε ότι η 
εξύςωςη τησ πλευρϊσ ΑΒ εύναι y=x+2 και Γ 6 , −2)                                                                                                                                                                       
α. Να βρεύτε τα Α , Β καθώσ και την εξύςωςη τησ πλευρϊσ ΒΓ                                                                                                                              
β. Να βρεύτε την απόςταςη του Γ από την ευθεύα ΑΒ                                                                                                                                             
γ.  Να βρεύτε την εξύςωςη τησ διαμϋςου ΒΕ                                                                                                                                                                         
δ. Να βρεύτε το εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ       (2ο ΓΕΛ ΚΑΡΔΙΣ΢Α΢ 2011            

2.5 Δύνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ με κορυφϋσ Α 1 , 2  , Β 2 , −2  και κϋντρο Ο 2 , 0                                                                                     
α. Να βρεύτε τισ ςυντεταγμϋνεσ των Γ , Δ                                                                                                                                                                      
β. Να βρεύτε το εμβαδόν του ΑΒΓΔ                                                                                                                                                                                        
γ. Να βρεθεύ η εξύςωςη τησ ΑΓ                                                                                                                                                                                            

δ. Να βρεύτε την προβολό του ΑΒ       ςτο ΑΔ               (1ο ΓΕΛ ΖΑΚΤΝΘΟΤ 2011  

2.6 Δύνεται η εξύςωςη x2 + y2 + 4x + 4y + 2xy − 5 = 0  (1)                                                                                                                           
α. Να δεύξετε ότι η  1  παριςτϊνει δύο παρϊλληλεσ ευθεύεσ                                                                                                                                    
β. Να βρεύτε την απόςταςη μεταξύ των δύο παραλλόλων ευθειών                                                                                                                    
γ. Να βρεύτε την μεςοπαρϊλληλη των δύο ευθειών                    ΓΕΛ ΓΕΡΑ΢ 2011  

2.7 Δύνονται τα ςημεύα Α 7 , 3  , Β −5 , 4  και Γ λ + 1 , 2λ−3)                                                                                                                                              
α. Να αποδεύξετε ότι το Γ κινεύται ςε ευθεύα τησ οπούασ να βρεύτε την εξύςωςη                                                                                        
β. Για λ=2 να βρεύτε:                                                                                                                                                                                                                        
β1. Σην εξύςωςη τησ διαμϋςου ΒΜ του τριγώνου ΑΒΓ, όπου Μ το μϋςο τησ πλευρϊσ ΑΓ                                                                                
β2. Σην απόςταςη του ςημεύου Α από την ΒΓ                                                                                                                                                         

β3. Σην προβολό του διανύςματοσ ΒΜ         πϊνω ςτο ΒΓ            ΒΕΝΕΣΟΚΛΕΙΟ ΡΟΔΟΤ 2011  

lisari files
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2.8 Δύνονται οι ευθεύεσ  ε1: x+y+1=0 και ε2 : 3x−4y+10=0                                                                                                                                 
α. Να βρεθεύ το ςημεύο τομόσ Κ των δύο ευθειών                                                                                                                                                            
β. Να βρεθούν οι εξιςώςεισ των ευθειών που διϋρχονται από το ςημεύο Κ και απϋχουν από το                                          
ςημεύο Α 2 , 3  απόςταςη ύςη με 4.                                                             ΓΕΛ ΡΕΘΤΜΝΟΤ 2011         

2.9 Δύνεται η εξύςωςη  κ +1 x+ κ−1)y+4κ−2=0   (1)                                                                                                                                      
α. Να δεύξετε ότι η  1  παριςτϊνει ευθεύα για οποιαδόποτε τιμό του αριθμού κ                                                                                      
β. Να δεύξετε ότι όλεσ οι ευθεύεσ τησ  1  διϋρχονται από ςταθερό ςημεύο                                                                                                    
γ. Για ποια τιμό του κ η ευθεύα διϋρχεται από την αρχό των αξόνων                                                                                                                
δ. Για ποια τιμό του κ η ευθεύα εύναι παρϊλληλη ςτον ϊξονα x’x                                                                                                                           
ε. Για ποια τιμό του κ η ευθεύα εύναι παρϊλληλη ςτην ευθεύα δ : y=x+5                                                                                                     
ζ. Για ποια τιμό του κ η ευθεύα διϋρχεται από το Α −2 , 0)                    ΓΕΛ ΡΕΘΤΜΝΟΤ 2011  

2.10 Δύνονται οι ευθεύεσ  ε : αx−2y−4=0 και δ : x−2y+β = 0                                                                                                                                                                    

α. Να βρεύτε τα α , β αν οι ευθεύεσ εύναι παρϊλληλεσ και η απόςταςη αυτών εύναι 
2

  5 
                                                                                                     

β. Να βρεύτε την μεςοπαρϊλληλη των ε  και δ                 ΓΕΛ ΠΟΛΙΦΝΙΣΟΤ 2011  

2.11 Δύνονται τα ςημεύα  Α 3 , 8  , Β −7, 2)                                                                                                                                                                         
α. Να βρεθεύ η εξύςωςη τησ ευθεύασ που διϋρχεται από το μϋςο του ΑΒ και εύναι παρϊλληλη                                                                                  
ςτην ευθεύα ε: 2x+y−2011=0                                                                                                                                                                                                          
β. Να βρεθεύ η απόςταςη του Ο από την ε                       ΓΕΛ ΠΕΣΡΑ΢ 2011  

2.12 Δύνονται τα ςημεύα Α 0 , 2  , Β 8 , −4 . Η κϊθετη ςτην ΑΒ ςτο Α τϋμνει την ε : y=2x−2 ςτο Γ.                                                                
α. Να βρεύτε το μόκοσ του τμόματοσ ΑΒ                                                                                                                                                                      
β. Να βρεύτε την εξύςωςη τησ ευθεύασ ΑΓ                                                                                                                                                                         
γ. Να δεύξετε ότι Γ 6 , 10                                                                                                                                                                                              
δ. Να δεύξετε ότι το τρύγωνο ΑΒΓ εύναι ιςοςκελϋσ                                                                                                                                                                        
ε. Να βρεύτε το εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ                       ΠΕΙΡΑΜΑΣΙΚΟ ΜΤΣΙΛΗΝΗ΢ 2011  

2.13 Δύνεται η εξύςωςη  x−y+2+λ 2x−y+1 =0  1  και η ευθεύα ε : 2x+y=-4                                                                                                              
α. Να δεύξετε ότι η  1  παριςτϊνει ευθεύα για κϊθε πραγματικό αριθμό λ                                                                                                           
β. Να δεύξετε ότι όλεσ οι ευθεύεσ τησ  1  διϋρχονται από ςταθερό ςημεύο Μ                                                                           
γ. Αν Κ εύναι το ςημεύο τομόσ τησ  ε  με την ευθεύα που προκύπτει από την  1  για λ=0                                                               
να αποδεύξετε ότι το εμβαδόν του τριγώνου ΟΚΜ εύναι 3 τ.μ.                               ΓΕΛ ΠΑΜΥΙΛΙΨΝ 2011  

2.14 Δύνεται τρύγωνο ΑΒΓ με Α 1 , 2  , Β 3 , −2  , Γ 1 , −1 . Να βρεύτε:                                                                                                                 
α. τισ εξιςώςεισ των πλευρών ΑΒ και ΑΓ.                                                                                                                                                                  
β. την εξύςωςη του ύψουσ ΑΔ                                                                                                                                                                                                    
γ. το εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ                             (14ο ΓΕΛ ΠΕΡΙ΢ΣΕΡΙΟΤ 2012  

2.15 Δύνεται η εξύςωςη  α2 + α + 2 x +  α − 3 y −  3α2 + 5α = 0  (1)                                                                                                                     
α. Να δεύξετε ότι η  1  παριςτϊνει ευθεύα για κϊθε τιμό του α και ότι δεν υπϊρχει ευθεύα που να εύναι                                               
παρϊλληλη ςτον ϊξονα x’x.                                                                                                                                                                                          
β. Να δεύξετε ότι όλεσ οι ευθεύεσ διϋρχονται από ςταθερό ςημεύο                                                                                                                   
γ. Να βρεύτε την ευθεύα ε τησ  1  που εύναι κϊθετη ςτην η : x+2y+5=0    ΓΕΛ ΡΕΘΤΜΝΟΤ 2012  

2.16 Δύνεται η ευθεύα  ε : y=2x−4 και το ςημεύο Α 5 , 1                                                                                                                                                 
α. Να βρεύτε ευθεύα ζ κϊθετη ςτην ε που να διϋρχεται από το Α                                                                                                                           
β. Να βρεύτε την απόςταςη του Α από την ευθεύα ε                                                                                                                                            
γ. Να βρεύτε το ςημεύο τομόσ των ε και ζ                                                                                                                                                                         
δ. Να βρεύτε το ςυμμετρικό του Α ωσ προσ την ε                     ΓΕΛ ΡΕΘΤΜΝΟΤ 2012  
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2.17 Δύνονται οι ευθεύεσ  ε1: −x+2y−5=0  και ε2: 3x+y−6=0                                                                                                                                
α. Να βρεύτε το ςημεύο τομόσ Μ των δύο ευθειών                                                                                                                                                        
β. Να βρεύτε την απόςταςη του ςημεύου Μ από την ευθεύα δ : 4x−3y=1                                                                                                                           
γ. Να βρεύτε ευθεύα κϊθετη ςτην δ που να διϋρχεται από το Μ            ΓΕΛ ΡΕΘΤΜΝΟΤ 2013  

2.18 Δύνεται η εξύςωςη x2 − y2 + 4x + 4 = 0 (1)                                                                                                                                                     
α. Να δεύξετε ότι η  1  παριςτϊνει δύο ευθεύεσ ε1: x−y+2=0  και ε2: x+y+2=0                                                                                              
β. Να βρεύτε το ςημεύο τομόσ των δύο ευθειών Μ καθώσ και το εμβαδόν του τριγώνου που ορύζουν οι 
ευθεύεσ με τον ϊξονα y’y                                                                                                                                                                                                                     
γ. Να βρεύτε την εξύςωςη τησ ευθεύασ που διϋρχεται από το ςημεύο τομόσ Μ και απϋχουν από την αρχό                                     
των αξόνων απόςταςη ύςη με 2.                                            ΓΕΛ ΡΕΘΤΜΝΟΤ 2013  

2.19 Έςτω ε1 η ευθεύα που διϋρχεται από το ςημεύο Ρ −1 , 3  και τϋμνει τουσ ϊξονεσ x’x , y’y                                               
ςτα ςημεύα Α , Β αντύςτοιχα , ώςτε το Ρ να εύναι το μϋςο του ΑΒ.                                                                                                                                                                    
α. Να αποδεύξετε ότι εύναι ε1 : y=3x+6                                                                                                                                                                           
β. Θεωρούμε τα ςημεύα Γ −5 , 1  και Δ 2α−7 , 5−4α  και το ςημεύο Δ ανόκει ςτην ευθεύα ε1                                                                     
β1. Να δεύξετε ότι α=2 και να βρεύτε το εμβαδό του τριγώνου ΡΓΔ                                                                                                                          
β2. Για α=2 να βρεύτε την μεςοκϊθετη ε2 του τμόματοσ ΓΔ                                                                                                                                       
β3. Για α=2 να βρεύτε την οξεύα γωνύα των ευθειών ε1, ε2       ΠΕΙΡΑΜΑΣΙΚΟ ΓΕΛ ΗΡΑΚΛΕΙΟΤ 2013  

2.20 Δύνονται τα διανύςματα α     , β  ≠ 0   και η εξύςωςη 6α   β  x − 4 α     β   y − 2α   β  = 0      (1)                                                                                    

α. Να δεύξετε ότι η  1  παριςτϊνει ευθεύα  ε                                                                                                                                                            

β. Αν  α   ⊥ β    να δεύξετε ότι η ευθεύα ε εύναι ο ϊξονασ x’x                                                                                                                                                   

γ. Αν η  ε  διϋρχεται από το Β 3 , 2 , τότε να βρεύτε την γωνύα των  α   , β       (4ο ΓΕΛ ΜΤΣΙΛΗΝΗ΢ 2013  

2.21 ΢ε τρύγωνο ΑΒΓ εύναι Α 4 , 3  , Β 2 , 5  , Γ 2 , −1 . Να βρεύτε :                                                                                                                              
α. την εξύςωςη τησ πλευρϊσ ΑΒ                                                                                                                                                                                               
β. την εξύςωςη τησ πλευρϊσ ΒΓ                                                                                                                                                                                      
γ. το εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ                                                                                                                                                                                                  
δ. το ςυμμετρικό του Γ ωσ προσ την ευθεύα ΑΒ                             (1ο ΓΕΛ ΚΟΜΟΣΗΝΗ΢ 2013  

2.22 Δύνεται η εξύςωςη x2 + 2xy + y2 − 4 = 0 (1)                                                                                                                                                               
α. Να δεύξετε ότι η  1  παριςτϊνει δύο ευθεύεσ ε1 : x+y+2=0  και ε2 :  x+y−2=0                                                                                                                   
β. Να δεύξετε ότι οι ευθεύεσ εύναι παρϊλληλεσ                                                                                                                                                                       
γ. Να βρεθεύ η απόςταςη μεταξύ των δύο ευθειών                                                                                                                                                                      
δ. Αν Α −1 , −1  ςημεύο τησ ευθεύασ ε1 και Β,Γ τα ςημεύα τομόσ τησ ευθεύασ ε2 με τουσ ϊξονεσ x’x , y’y 
αντύςτοιχα, να βρεθεύ το εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ                                                  ΓΕΛ 2013  

2.23 Δύνεται η εξύςωςη  x+y−5+λ 2x+y−7)=0 (1)                                                                                                                                                         
α. Να δεύξετε ότι η  1  παριςτϊνει ευθεύα για κϊθε τιμό του πραγματικού αριθμού λ και ότι όλεσ οι 
ευθεύεσ διϋρχονται από ςταθερό ςημεύο του οπούου να βρεύτε τισ ςυντεταγμϋνεσ                                                                                                            
β. Να βρεύτε την εξύςωςη τησ ευθεύασ ε1 που ορύζεται από την  1  και διϋρχεται από το Α 4 , 1                                                                                            
γ. Να αποδεύξετε ότι η ευθεύα η :  −x+y+1=0 δεν ανόκει ςτην παραπϊνω οικογϋνεια ευθειών.                                                                        
δ. Να βρεύτε την ευθεύα ε2 που ορύζεται από την  1  και εύναι κϊθετη ςτην  η     ΓΕΛ ΑΙΔΗΧΟΤ 2013  
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2.24 Δύνεται η ευθεύα ε : 3x+y+α =0 και τα ςημεύα Α 1 , 3  , Β −2  ,2)                                                                                                                
α. Αν η απόςταςη του ςημεύου Α από την  ε  εύναι ύςη με το μόκοσ του τμόματοσ ΑΒ, να βρεύτε το α                                                            
β. Για α=4 να βρεύτε :                                                                                                                                                                                                   
β1. Σο εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ, όπου Γ το ςημεύο τομόσ τησ  ε  με τον ϊξονα y’y                                                                              
β2. Σο ςημεύο τησ  ε  που απϋχει την μικρότερη απόςταςη από το Ο.    (1ο ΓΕΛ ΓΙΑΝΝΙΣ΢ΨΝ 2013   

2.25 Δύνονται τα ςημεύα Α 3 , 2  , Β 5 , α−1  , Γ 4 , 1                                                                                                                                                       
α. Για ποιεσ τιμϋσ του α εύναι κορυφϋσ τριγώνου;                                                                                                                                                   
β. Αν το εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ εύναι ύςο με 2, να βρεύτε τισ τιμϋσ του α                                                                                                       
γ. Για α=3 , να βρεύτε τισ εξιςώςεισ των ΒΓ και τησ διαμϋςου ΑΜ                  (2ο ΓΕΛ ΚΟΖΑΝΗ΢ 2013   

2.26 Δύνεται η εξύςωςη 2x+y−5+λ x+y−3)=0 (1)                                                                                                                                                               
α. Να δεύξετε ότι για κϊθε τιμό  του πραγματικού αριθμού λ, η  1  παριςτϊνει ευθεύα  ε                                                                            
β. Να δεύξετε ότι οι ευθεύεσ τησ  1  διϋρχονται από ςταθερό ςημεύο.                                                                                                            
γ. Να εξετϊςετε αν υπϊρχει λ για το οπούο η ε να ςχηματύζει με τον ϊξονα x’x γωνύα 135°                                                                     
(14ο ΓΕΛ ΠΕΡΙ΢ΣΕΡΙΟΤ 2013     

2.27 Δύνεται η εξύςωςη  λ−2)x+(λ2 −5λ+6 y−λ+2=0   1                                                                                                                                           
α. Να βρεύτε τισ τιμϋσ του πραγματικού αριθμού λ ώςτε η  1  παριςτϊνει ευθεύα                                                                                              
β. Να δεύξετε ότι οι ευθεύεσ τησ  1  διϋρχονται από ςταθερό ςημεύο, το οπούο να βρεύτε.                                                                                      

γ. Να βρεύτε το λ ώςτε το εμβαδόν του τριγώνου που ςχηματύζει η  1  με τουσ ϊξονεσ να εύναι  
 1 

2
                                                              

δ. Για λ=4 αν βρεύτε την απόςταςη του ςημεύου Ο 0,0  από την ευθεύα.        (3ο ΓΕΛ ΑΛΕΞ/ΛΗ΢ 2014  

2.28 Δύνεται η εξύςωςη 2x+y−2+λ x−y+5 =0    1   και η ευθεύα ζ : 2x−y+11=0                                                                                  
α. Να δεύξετε ότι για κϊθε τιμό του πραγματικού αριθμού λ , η  1  παριςτϊνει ευθεύα                                                                                   
β. Να δεύξετε ότι οι ευθεύεσ τησ  1  διϋρχονται από ςταθερό ςημεύο, το οπούο να βρεύτε.                                                                                   
γ. Να βρεύτε την ευθεύα  ε  που ορύζεται από την  1  και εύναι παρϊλληλη ςτην ευθεύα ζ.                                                                      
δ. Αν ε : 2x−y+6=0 να βρεύτε την απόςταςη των παραλλόλων ε και ζ.      ΓΕΛ ΢ΑΝΣΟΡΙΝΗ΢ 2014  

2.29 Δύνονται οι εξιςώςεισ    x2 − y2 − 2x + 1 = 0  1   και                                                                                                                                                  
 2λ2 − 3λ + 1 x +  λ2 + 1 y − 3λ2 + 6λ − 1 = 0    (2)                                                                                                                             
α.  Να αποδεύξετε ότι η εξύςωςη  1  παριςτϊνει δύο κϊθετεσ ευθεύεσ των οπούων να βρεύτε και                                                                
το ςημεύο τομόσ τουσ.                                                                                                                                                                                                                
β. Να δεύξετε ότι για κϊθε τιμό  του πραγματικού αριθμού λ , η  2  παριςτϊνει ευθεύα                                                                                         
γ.  Να δεύξετε ότι οι ευθεύεσ τησ  2  διϋρχονται από ςταθερό ςημεύο, το οπούο να βρεύτε      ΟΕΥΕ 2014  

2.30 Δύνεται η εξύςωςη  λ + 1 x+ λ−1)y+2λ=0     1                                                                                                                                                
α. Να δεύξετε ότι για κϊθε τιμό  του πραγματικού αριθμού λ, η  1  παριςτϊνει ευθεύα                                                                            
β. Να δεύξετε ότι οι ευθεύεσ τησ  1  διϋρχονται από ςταθερό ςημεύο                ΓΕΛ ΡΕΘΤΜΝΟΤ 2014      

2.31 Δύνεται η εξύςωςη   λ2 + λ − 2 x +  λ − 1 y + λ2 − 1 = 0    (1)                                                                                                                                 
α. Να δεύξετε ότι για κϊθε τιμό  του πραγματικού αριθμού λ , η  1  παριςτϊνει ευθεύα                                                                                          
β. Να δεύξετε ότι οι ευθεύεσ τησ  1  διϋρχονται από ςταθερό ςημεύο Κ                                                                                                                   
γ. Αν το Κ εύναι κϋντρο τετραγώνου του οπούου η μια πλευρϊ βρύςκεται ςτην ευθεύα 3x−4y+2=0, να 
βρεθεύ το εμβαδόν του τετραγώνου                                                             ΓΕΛ ΡΕΘΤΜΝΟΤ 2014  

2.32 Δύνεται η εξύςωςη   α2 + 2α x −  α2 + α + 1 y − α2 − 2 = 0     (1)                                                                                          
α. Να δεύξετε ότι για κϊθε τιμό  του πραγματικού αριθμού α , η  1  παριςτϊνει ευθεύα                                                                                         
β. Να δεύξετε ότι οι ευθεύεσ τησ  1  διϋρχονται από ςταθερό ςημεύο                                                                                                                                       
γ. Να βρεύτε την εξύςωςη τησ ευθεύασ  1  που εύναι:                                                                                                                                                     
γ1. Κϊθετη ςτην ευθεύα  ε : x−y+3=0                                                                                                                                                                                   
γ2. Παρϊλληλη ςτον ϊξονα x’x                                                   ΓΕΛ ΡΕΘΤΜΝΟΤ 2014  
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2.33 Δύνονται τα ςημεύα του επιπϋδου Α 1 , 3 , Β −2 , −7  και Γ 4 , −1 . Να βρεύτε:                                                                                                                                  
α. την εξύςωςη του ύψουσ ΑΔ, καθώσ και τισ ςυντεταγμϋνεσ του Δ                                                                                                                                        
β. την εξύςωςη τησ διαμϋςου ΑΜ                                                                                                                                                                                          
γ. την οξεύα γωνύα των ΑΜ και ΑΔ                                                                                                                                                                                                 
δ. το εμβαδό του τριγώνου ΑΒΓ                                          (2ο ΓΕΛ ΢ΕΡΡΨΝ 2015  

2.34 Δύνεται τρύγωνο ΑΒΓ με Α −1 , 0 , Β −3 , 4  και Γ 3 , 2 .                                                                                                                                                           
α. Να δεύξετε ότι η γωνύα Α εύναι ορθό                                                                                                                                                                        
β. Να βρεύτε την εξύςωςη του ύψουσ ΑΔ                                                                                                                                                                                      
γ. Να βρεύτε το εμβαδό του τριγώνου ΑΒΓ                           ΓΕΛ ΒΟΛΟΤ 2015  

2.35 Δύνονται τα ςημεύα Α 4 , 0  και Β 0 , 4                                                                                                                                                                                 
α. Να βρεύτε την εξύςωςη τησ ευθεύασ  ε  που διϋρχεται από τα Α και Β, καθώσ και την γωνύα που 
ςχηματύζει η ευθεύα αυτό με τον ϊξονα x’x                                                                                                                                                                                            
β. Να βρεύτε την εξύςωςη τησ ευθεύασ  δ  που διϋρχεται από την αρχό των αξόνων και εύναι                                      
κϊθετη ςτην  ε                                                                                                                                                                                                                        
γ. Να βρεύτε το ςημεύο τομόσ Μ των ευθειών  ε  και  δ  καθώσ και το εμβαδό του τριγώνου ΟΜΒ,                                         
όπου Ο  η αρχό των αξόνων                                                                                            ΓΕΛ ΒΟΛΟ΢ 2015            

2.36 Δύνεται τρύγωνο ΑΒΓ με Α 2 , −3  , Β 6 , 6                                                                                                                                                               
α. Αν η εξύςωςη του ύψουσ ΑΔ εύναι 2x+y=2, να βρεύτε την εξύςωςη τησ ΒΓ                                                                                                              
β. Αν η εξύςωςη τησ διαμϋςου ΑΜ εύναι x=3, να βρεύτε τισ ςυντεταγμϋνεσ του Γ                                                                                                            
γ. Να βρεύτε το εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ                 (3ο ΓΕΛ ΢ΕΡΡΨΝ    

2.37 Δύνεται η εξύςωςη 2x2 − 2y2 − 3xy + 10y − 8 = 0    (1)                                                                                                                                             
α. Να δεύξετε ότι η  1  παριςτϊνει δύο ευθεύεσ ε1: −x+2y−2=0 , ε2: −2x−y+4=0                                                                                                
β. Έςτω Α το ςημεύο τομόσ τησ ε1 με τον ϊξονα x’x και Β το ςημεύο τομόσ τησ  ε2  με τον ϊξονα x’x                                                       
β1. Βρεύτε τισ ςυντεταγμϋνεσ των Α, Β                                                                                                                                                                   
β2. Βρεύτε ςημεύο Δ τησ ευθεύασ ε1 του πρώτου τεταρτημορύου , ώςτε το εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΔ                                              
να εύναι ύςο με 6                                                                                                                                                                                                                                               
β3. Έςτω  ε  η ευθεύα που εύναι κϊθετη ςτον ϊξονα x’x ςτο ςημεύο Α. Να βρεύτε τον γεωμετρικό τόπο 
των ςημεύων Μ του επιπϋδου για τα οπούα ιςχύει  ΜΒ =d Μ , ε        ΕΚΠΑΙΔΕΤΣΗΡΙΑ ΔΟΤΚΑ΢ 2015) 

2.38 Δύνεται τρύγωνο ΑΒΓ με Α 1 , 3 . Η εξύςωςη του ύψουσ ΒΔ εύναι x+2y−13=0 και η εξύςωςη τησ                                                                 
διαμϋςου ΒΜ εύναι 4x−3y+3=0.                                                                                                                                                                                        
α. Να βρεύτε τισ ςυντεταγμϋνεσ του Β                                                                                                                                                                           
β. Αν Β 3 , 5  να βρεύτε τισ εξιςώςεισ των ευθειών ΑΒ και ΑΓ                                                                                                                         
γ. Αν η ΑΓ ϋχει εξύςωςη y=2x+1 να βρεύτε το Γ        ΕΚΠΑΙΔΕΤΣΗΡΙΑ ΔΟΤΚΑ΢ 2015) 

2.39 Δύνονται οι ευθεύεσ   ε1 :  λ−1)x−y+4=0 , ε2 :  (3−λ x−y+λ =0                                                                                                                                            
α. Να δεύξετε ότι οι ευθεύεσ ε1 διϋρχονται από το ςημεύο Α 0 , 4                                                                                                                                                       
β. Να δεύξετε ότι οι ευθεύεσ ε2 διϋρχονται από ςταθερό ςημεύο, το οπούο να βρεύτε                                                                                                            
γ. Να βρεθεύ η τιμό του λ ώςτε οι ευθεύεσ να εύναι παρϊλληλεσ                                                                                                                                        
δ. Για την τιμό του λ που βρόκατε ςτο προηγούμενο ερώτημα, να βρεύτε:                                                                                               
δ1. την απόςταςη των παραλλόλων ευθειών                                                                                                                                               
δ2. Σο εμβαδόν του τετραγώνου που ϋχει τισ δύο απϋναντι πλευρϋσ του, τισ ευθεύεσ αυτϋσ                                              

 ΓΕΛ ΚΟΡΙΝΘΟ΢ 2015)                                                                                                         
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2.40 Δύνονται τα ςημεύα του επιπϋδου Α −3 , 2  , Β 2 , 3  και Γ 4 , 1 .                                                                                                                                            
α. Να δεύξετε ότι τα ςημεύα αυτϊ δεν εύναι ςυνευθειακϊ                                                                                                                                          
β. Να δεύξετε ότι η μεςοκϊθετοσ  ε  του τμόματοσ ΒΓ εύναι η y= x−1                                                                                                                                 
γ. Να βρεύτε το ςυμμετρικό του ςημεύου Α ωσ προσ την  ε                                 ΟΕΥΕ 2015    

2.41 Δύνεται η εξύςωςη   x2 − y2 − 4λy − 2λx − 3λ2 = 0                                                                                                                                           
α. Να αποδεύξετε ότι η εξύςωςη παριςτϊνει δύο κϊθετεσ ευθεύεσ                                                                                                                               
β. Να αποδεύξετε ότι το ςημεύο τομόσ Μ των παραπϊνω ευθειών βρύςκεται ςε μια ευθεύα που                                           
διϋρχεται από την αρχό των αξόνων.                                                                                                                                                                                                                  
γ. Αν λ=1 και Α το ςημεύο τομόσ τησ ε1 : x−y−3=0  με τον ϊξονα y’y και Β το ςημεύο τομόσ                                                
τησ  ε2 : x+y+1=0 με τον ϊξονα x’x ,  να βρεύτε το εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΜ                                                                                                                                            
δ. Ποια από τισ παραπϊνω ευθεύεσ απϋχει μεγαλύτερη απόςταςη από το ςημεύο Κ, το οπούο εύναι                                 
το ςημεύο που διϋρχονται όλεσ οι ευθεύεσ με εξύςωςη  α2 + α + 2 x +  α − 3 y −  3α2 + 5α = 0  .   
 ΟΡΟ΢ΗΜΟ ΠΕΙΡΑΙΑ 2015     

2.42 Δύνεται η εξύςωςη  ημ2θ ∙ x + ςυν2θ ∙ y − 1 = 0 .  (1)                                                                                                                                    
α. Να αποδεύξετε ότι η  1  παριςτϊνει για κϊθε πραγματικό αριθμό θ.                                                                                                                                  
β. Να δεύξετε ότι όλεσ οι ευθεύεσ που ορύζονται από την  1 , διϋρχονται από ςταθερό ςημεύο Α                                                                   

γ. Για θ =
π

4
 , να βρεθεύ η εξύςωςη τησ ευθεύασ ε1 και μετϊ τα ςημεύα τομόσ τησ με τουσ ϊξονεσ.                                                                     

δ. Να βρεθεύ το εμβαδόν του τριγώνου Α’ΒΓ όπου Γ το ςημεύο τομόσ τησ ε1 με τον ϊξονα x’x, Β το ςημεύο 
τομόσ τησ  ε1 με τον ϊξονα y’y και Α’ εύναι το ςυμμετρικό του Α ωσ προσ την αρχό των αξόνων                                                                                      
ε. Να βρεύτε τισ ςυντεταγμϋνεσ του ςημεύου που ανόκει ςτην ευθεύα x+y−2=0 και απϋχει από το ςημεύο 
Δ −1 , 2  την ελϊχιςτη απόςταςη.                                                                                                                                                                                                       

ζ. Να βρεθεύ ο γεωμετρικόσ τόποσ των ςημεύων Μ ώςτε να ιςχύει ΜΑ       2 − ΜΒ       2 = ΜΓ       ∙ ΟΑ                                          
 ΠΟΤΚΑΜΙ΢Α΢ 2015  

2.43 Αν το ςημεύο Α 1 − β , 2αβ − β2   ανόκει ςτην ευθεύα ε : 3y=4x+α2 + 4β2 τότε:                                                                                    
α. Να δεύξετε ότι α=6 και β=2                                                                                                                                                                                 
β. Ποιο το ςυμμετρικό Ν του ςημεύου Μ −2 , 5  ωσ προσ την ευθεύα ε .                                                                                                                   
γ. Να βρεύτε την εξύςωςη του κύκλου με κϋντρο την αρχό των αξόνων που εφϊπτεται ςτην ευθεύα ε.                                                                
δ. Πόςα κοινϊ ςημεύα ϋχει ο κύκλοσ με την ευθεύα ΜΝ      (6ο ΓΕΛ ΑΓΡΙΝΙΟΤ 2016    

2.44 Δύνεται η εξύςωςη   λ − 2 x + 2λy − 4 + 4λ = 0  , λ ∈  ℝ  . (1)                                                                                             
α. Να δεύξετε ότι η  1  παριςτϊνει ευθεύα για οποιαδόποτε τιμό του αριθμού λ                                                                                      
β. Να δεύξετε ότι όλεσ οι ευθεύεσ τησ  1  διϋρχονται από ςταθερό ςημεύο                                                                                  

γ. Να εξετϊςετε αν οι ευθεύεσ  y = 6x + 1 , y =
1

 2 
x   ανόκουν ςτην οικογϋνεια ευθειών τησ  1                                        

δ. Βρεύτε ποια ευθεύα τησ οικογϋνειασ ευθειών απϋχει τη μϋγιςτη απόςταςη από το Μ −6 , 1  .                                    
΢τη ςυνϋχεια υπολογύςτε την απόςταςη αυτό .                                ( LISSARI  2016 ) 

2.45 Δύνεται τρύγωνο ΑΒΓ με  Α 1 , λ  , Β 3 , 0  , Γ −1 , 0   με  λ > 0 .                                                                                           

α. Αν  ΑΒΓ = 4 3 τ. μ.  να δεύξετε ότι  λ = 2 3                                                                                                 
β. Να δεύξετε ότι το τρύγωνο ΑΒΓ εύναι ιςόπλευρο                                                                                                                             
γ. Να βρεύτε την εξύςωςη του ύψουσ από την κορυφό Γ                                                                                                                   
δ. Να βρεθεύ η γωνύα που ςχηματύζει η πλευρϊ ΑΒ με τον ϊξονα x’x                ΓΕΛ  ΒΟΛΟ΢  2016   

2.46 Δύνεται τρύγωνο ΑΒΓ με  Α −1 , 2  , Β 0 , −3  , Γ 4  , −1                                                                                 
α. Να βρεθεύ η εξύςωςη τησ διαμϋςου ΑΜ                                                                                                                                              

β. Να δεύξετε ότι :  ΑΒ      ∙ ΑΓ      = 4  ΑΜ                                           ( 3ο  ΓΕΛ  ΔΡΑΜΑ΢  2016   
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2.47 Δύνεται τρύγωνο ΑΒΓ με  Α −3 , 3  , Β 1 , 5  , Γ 3  , 3                                                                                        
α. Να βρεθούν οι εξιςώςεισ των πλευρών ΑΓ και ΒΓ του τριγώνου ΑΒΓ                                                                                     

β. Να δεύξετε ότι  d Α , ΒΓ = 3 2                                                                                                                                                       
γ. Να βρεύτε το εμβαδόν του τριγώνου ΑΔΓ όπου ΑΔ το ύψοσ του .       ΓΕΛ  ΘΕ΢΢ΑΛΟΝΙΚΗ΢  2016   

2.48 Δύνονται τα ςημεύα  Α 2 , 3  , Β 2κ + 1 , κ  , κ ∈  ℝ                                                                                                                     
α. Να δεύξετε ότι το ςημεύο Β ανόκει ςτην ευθεύα ε : x − 2y − 1 = 0                                                                    
β. Να βρεύτε την προβολό Μ του ςημεύου Α πϊνω ςτην ευθεύα  ε                                                                                               
γ. Αν  Μ 3 , 1  να βρεύτε το ςυμμετρικό ςημεύο Γ του Α ωσ προσ την ευθεύα  ε                                                                       
δ. Να βρεύτε το κ ώςτε το τρύγωνο ΑΒΓ να εύναι ορθογώνιο ςτο Β       ( 1ο  ΓΕΛ  ΚΟΖΑΝΗ΢  2016   

2.49 Δύνεται η εξύςωςη   λ2 − 3λ + 2 x +  λ2 + λ − 2 y + 4 λ − 1 = 0  , λ ∈  ℝ  . (1)                                                           
α. Να βρεύτε τισ τιμϋσ του πραγματικού αριθμού λ ώςτε η  1  παριςτϊνει ευθεύα                                                                 
β. Να εξετϊςετε αν υπϊρχει ευθεύα από την  1  που να διϋρχεται από την αρχό των αξόνων                                            
γ. Να δεύξετε ότι όλεσ οι ευθεύεσ τησ  1  διϋρχονται από ςταθερό ςημεύο  Μ                                                                            
δ. Ένα τετρϊγωνο ΑΒΓΔ με εμβαδόν Ε = 8 τ.μ.  ϋχει την πλευρϊ του ΑΒ πϊνω ςτην ευθεύα που ορύζει                        
η  1  για λ=0 να βρεύτε την εξύςωςη τησ ευθεύασ πϊνω ςτην οπούα βρύςκεται η πλευρϊ του ΓΔ .                                     
  ΓΕΛ  ΚΟΡΙΝΘΟ΢  2016   

2.50 Δύνονται τα ςημεύα Α −3 , 1  , Β κ , λ  , Μ  −1 ,
5

 2 
                                                                                                                       

α. Αν Μ μϋςο τησ ΑΒ να βρεύτε τα κ και λ                                                                                                                                                
β. Για κ = 1  και  λ = 4  να βρεύτε την εξύςωςη τησ μεςοκαθϋτου του τμόματοσ ΑΒ                                                               
γ. Να βρεύτε την απόςταςη τησ αρχόσ των αξόνων από την μεςοκϊθετο του ΑΒ                                                                                     
( 1ο  ΓΕΛ  ΛΙΒΑΔΕΙΑ΢  2016   

2.51 Δύνεται τρύγωνο ΑΒΓ με  Α −5 , −2  και η διϊμεςοσ ΒΜ βρύςκεται πϊνω ςτην ευθεύα με                                              
εξύςωςη  y = x − 1 και το ύψοσ ΓΔ πϊνω ςτην ευθεύα με εξύςωςη  y = −2x − 2                                                                                                                 
α. Να δεύξετε ότι  ΑΒ :  x − 2y + 1 = 0                                                                                                                                     
β. Να δεύξετε ότι  Β 3 , 2                                                                                                                                                                           
γ. Να δεύξετε ότι Γ 1 , −4                                                                ( 2ο  ΓΕΛ  ΛΙΒΑΔΕΙΑ΢ 2016   

2.52 Δύνονται τα ςημεύα  Α 1 , 4   και  Β −5 , −6                                                                                                
α. Να βρεθούν οι ςυντεταγμϋνεσ του μϋςου Μ του τμόματοσ ΑΒ καθώσ και ο ςυντελεςτόσ                                       
διεύθυνςόσ του .                                                                                                                                                                                                                    
β. Να βρεθεύ η εξύςωςη τησ μεςοκαθϋτου  ε  του τμόματοσ ΑΒ .                                                                                                 
γ. Να βρεθεύ το εμβαδόν του τριγώνου που ϋχει κορυφϋσ την αρχό των αξόνων και τα ςημεύα τομόσ                              
τησ  ευθεύασ ΑΒ  με τουσ ϊξονεσ .                                                (  ΓΕΛ  ΛΙΜΕΝΑΡΙΨΝ  ΘΑ΢ΟΤ  2016  ) 

2.53 Δύνονται τα ςημεύα  Α  1 , −
 3 

2
  , Β 2 , −1  , Γ  κ ,

  κ  – 4  

2
       ,   κ ∈  ℝ                                                                                     

α. Να βρεύτε τα διανύςματα  ΑΒ       , ΒΓ      , να αποδεύξετε ότι τα ςημεύα Α , Β , Γ εύναι ςυνευθειακϊ και να 
βρεθεύ η εξύςωςη τησ ευθεύασ αυτόσ .                                                                                                                                                                      

β. Να δεύξετε ότι η γωνύα των διανυςμϊτων  ΑΒ       , ΒΟ        εύναι αμβλεύα .                                                                                          

γ. Αν  ΑΒ      ∙ ΑΓ      = 2 ∙  ΒΓ      
2
 να βρεύτε τον αριθμό κ .                       ΓΕΛ  ΛΙΜΝΗ΢  ΕΤΒΟΙΑ΢  2016   
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2.54 Δύνεται η εξύςωςη  x2 − y2 − 4λy − 2λx − 3λ2 = 0                                                                                                                   
α. Να δεύξετε ότι η παραπϊνω εξύςωςη παριςτϊνει δύο ευθεύεσ κϊθετεσ .                                                                                
β. Να αποδεύξετε ότι το ςημεύο τομόσ Μ των παραπϊνω ευθειών βρύςκεται πϊνω ςε μια ευθεύα που 
διϋρχεται από την αρχό των αξόνων .                                                                                                                                                                                          
γ. Αν Κ , εύναι το ςημεύο από το οπούο διϋρχονται όλεσ οι ευθεύεσ με εξύςωςη                                                                                      
 3α2 + α + 2 x −  α2 + α + 1 y +  6α + 3 = 0 να βρεθεύ η τιμό του λ ώςτε η απόςταςη  ΜΚ  να              
γύνεται ελϊχιςτη                                                                                                                                                                                               
δ. Για το λ που βρόκατε να βρεύτε το εμβαδόν του  ΟΚΜ          ΓΕΛ  ΛΙΜΝΗ΢  ΕΤΒΟΙΑ΢  2016   

2.55 Δύνονται τα ςημεύα  Β −3 , 7   και  Γ 3 , 1   και  οι ευθεύεσ  ε ∶ 3x − y + 2 = 0 , η ∶ 2x + y − 7 = 0                        
οι οπούεσ τϋμνονται ςτο ςημεύο Α . Να βρεύτε :                                                                                                                                                      
α. τη γωνύα που ςχηματύζει η ευθεύα ΒΓ με τον ϊξονα  x’x                                                                                                               
β. τισ ςυντεταγμϋνεσ του  ςημεύου Α                                                                                                                                                       
γ. το εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ                                                                                                                                                             
δ. την εξύςωςη τησ διαμϋςου ΑΜ                                                                                                                                                             
ε. την γωνύα των ευθειών ΑΜ και ΒΓ                                                         ΓΕΛ  ΜΑΝΣΟΤΔΙΟΤ  2016   

2.56  Δύνεται τρύγωνο ΑΒΓ με  Α −5 , 4  , Β −1 , 6  , Γ 1  , 1  και ςημεύο Μ τησ πλευρϊσ ΑΒ                                                            

ώςτε  ΑΜ       =
1

 2 
 ΑΒ                                                                                                                                                           

α. Να βρεύτε τισ ςυντεταγμϋνεσ και το μϋτρο του διανύςματοσ   ΑΒ                                                                          
β. Να βρεύτε τισ ςυντεταγμϋνεσ του ςημεύου Μ                                                                                                                                   
γ. Αν  Μ −3 , 5  , να βρεύτε την εξύςωςη τησ ευθεύασ  ε  που διϋρχεται από τα ςημεύα Γ και Μ                                          
δ. Να βρεύτε τη γωνύα που ςχηματύζει η ευθεύα  y = −x + 2 με τον x’x          ΠΕΡΙΚΕΝΣΡΟ  2016   
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Συπολόγιο ςτον Κύκλο 
  

 

 

 

 1. Εξύςωςη Κύκλου                                                                                       

- Με κϋντρο την αρχό των αξόνων και ακτύνα ρ: x2+ y2= ρ2                                                                      

- Με κϋντρο το ςημεύο Κ x0,y0  και ακτύνα ρ:  x − x0 2 +   y − y0 2 = ρ2      

2. Η Εξύςωςη  x2+y2+Ax+By+Γ=0                                                                           

- Παριςτϊνει κύκλο αν και μόνο αν Α2+Β2-4Γ>0                                                                                        

-Έχει κϋντρο  Κ(−
Α

2
 , −

Β

2
 )                                                                                     

-Έχει ακτύνα  ρ =
 Α2+Β2−4Γ

2
     

3. Εφαπτομϋνη Κύκλου    

- Η εφαπτομϋνη του κύκλου  x2+ y2= ρ2  ςτο ςημεύο του Μ x1,y1  εύναι x ∙ x1 + y ∙ y1 = ρ2        
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Ενδοςχολικϊ  Θϋματα  ςτον    
Κύκλο 

 

3.1 Δύνεται η εξύςωςη    Cλ  :   x
2 + y2 + 4λx + 2λy − 5 = 0.   (1)                                                                                                                                

α. Να δεύξετε ότι η  1  παριςτϊνει κύκλουσ για κϊθε πραγματικό αριθμό λ των οπούων να βρεύτε                                 
τα κϋντρα  και την ακτύνα                                                                                                                                                                                                                  
β. Να δεύξετε ότι όλοι οι κύκλοι τησ  1  διϋρχονται από δύο ςταθερϊ ςημεύα                                                                                                         
γ. Να βρεύτε την κοινό χορδό όλων των κύκλων                        ΓΕΛ ΠΟΛΙΦΝΙΣΟΤ 2011  

3.2 Δύνεται η εξύςωςη x2 + y2 − 6x + 4y + 12 = 0  1  και οι ευθεύεσ  ε1 :  y=x−4 ,  ε2 : 3x+2y−7=0                                                                     
α. Να δεύξετε ότι η  1  παριςτϊνει κύκλο, του οπούου να βρεύτε κϋντρο και ακτύνα                                                                                     
β. Να δεύξετε ότι οι ευθεύεσ τϋμνονται ςε ςημεύο του προηγούμενου κύκλου                                                                                                       
γ. Να βρεύτε τισ εφαπτόμενεσ του κύκλου που  εύναι παρϊλληλεσ ςτην ε1      ΓΕΛ ΠΕΣΡΑ΢ 2011  

3.3 Δύνεται η εξύςωςη x2+y2−6αx−8αy=0  1  με α ≠ 0                                                                                                                                           
α. Να δεύξετε ότι η  1  παριςτϊνει κύκλουσ για κϊθε πραγματικό αριθμό α ≠ 0  των οπούων να βρεύτε                                                
τα κϋντρα και την ακτύνα                                                                                                                                                                                                        
β. Να βρεθεύ ο γεωμετρικόσ τόποσ των κϋντρων των παραπϊνω κύκλων                                                                                                    
γ. Να βρεύτε τα α ≠ 0 ώςτε αν  Α , Β  τα ςημεύα τομόσ του αντύςτοιχου κύκλου με την ευθεύα  y=x+1,                                                      

να ιςχύει ΟΑ      ∙ ΟΒ      = 0                                       ΠΕΙΡΑΜΑΣΙΚΟ ΜΤΣΙΛΗΝΗ΢ 2011  

3.4 Δύνεται η εξύςωςη x2+y2=2 ημθ x +2 ςυνθ y ,  1  με 0 ≤ θ < 2π                                                                                                          
α. Να δεύξετε ότι η  1  παριςτϊνει κύκλο για κϊθε θ όταν 0 ≤ θ < 2π                                                                                                                
β. Να βρεύτε το κϋντρο και την ακτύνα του κύκλου                                                                                                                                                     
γ. Να δεύξετε ότι ο γεωμετρικόσ τόποσ των κϋντρων των κύκλων εύναι ο μοναδιαύοσ κύκλοσ                     .                                                                                  
(4ο ΓΕΛ ΜΤΣΙΛΗΝΗ΢ 2011  

3.5 Δύνονται τα ςημεύα Α −2 , 1  , Β 4 , 7  , Γ 3 , −7  . Να βρεύτε:                                                                                                                                  
α. την εξύςωςη τησ ευθεύασ ε που διϋρχεται από τα  Α , Β                                                                                                                                             
β. το εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ                                                                                                                                                                                     
γ. την απόςταςη του ςημεύου Γ από την ευθεύα ε                                                                                                                                            
δ. την εξύςωςη του κύκλου με κϋντρο το Γ ο οπούοσ εφϊπτεται ςτην ευθεύα ΒΓ  ΓΕΛ ΜΟΤΔΡΟΤ 2011  

3.6 Δύνεται η εξύςωςη  Δύνεται η εξύςωςη    Cλ :   x2 + y2 + 2λx − 2λy − 4 = 0.   (1)                                                                                              
α. Να δεύξετε ότι η  1  παριςτϊνει κύκλουσ για κϊθε πραγματικό αριθμό λ                                                                                          
β. Να δεύξετε ότι τα κϋντρα των παραπϊνω κύκλων ανόκουν ςε μια ςταθερό ευθεύα                                                                          
γ. Να βρεύτε εκεύνον τον κύκλο που ϋχει κϋντρο   Κ 2 , −2)                                                                                                                                  
δ. Να βρεύτε την μϋγιςτη και την ελϊχιςτη απόςταςη τησ αρχόσ των αξόνων από τον κύκλο                                                                   
του τρύτου ερωτόματοσ                                                        ΓΕΛ ΓΕΡΑ΢ 2011              

3.7 Δύνεται η εξύςωςη   x2+y2−6x+4y+λ=0  1                                                                                                                                                         
α. Να βρεύτε τισ τιμϋσ του λ για τισ οπούεσ η  1  παριςτϊνει κύκλο                                                                                                                
β. Να βρεύτε το λ ώςτε ο παραπϊνω κύκλοσ να ϋχει ακτύνα ύςη με 1                                                                                                                   
γ. Για λ=12 να δεύξετε ότι το ςημεύο  Μ 4 , 2   εύναι εξωτερικό ςημεύο του κύκλου και ςτην ςυνϋχεια             
να βρεύτε τισ εξιςώςεισ των εφαπτομϋνων που διϋρχονται από το Μ           ΓΕΛ ΑΓ.ΕΤ΢ΣΡΑΣΙΟΤ 2011  
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3.8 Δύνεται η εξύςωςη    x2+y2−2μx+4y+5=0 (1)                                                                                                                                                  
α. Να βρεύτε τισ τιμϋσ του μ για τισ οπούεσ η  1  παριςτϊνει κύκλο του οπούου να βρεύτε                                             
το κϋντρο  και την ακτύνα                                                                                                                                                                                                         
β. Να βρεύτε τον γεωμετρικό τόπο των κϋντρων των κύκλων                                                                                                                                
γ. Για μ=3 να αποδεύξετε ότι ο κύκλοσ εφϊπτεται ςτην ευθεύα  y=x−1        ΓΕΛ ΡΕΘΤΜΝΟΤ 2011  

3.9 Δύνεται τρύγωνο ΑΒΓ με  Α 2λ−1 , 3λ+2  , Β 1 , 2  , Γ 2 , 3  και    λ≠ −2                                                                                                            
α. Να δεύξετε ότι το ςημεύο Α κινεύται ςε ευθεύα                                                                                                                                                   
β. Αν λ=2 να βρεύτε                                                                                                                                                                                                      
β1. το εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ                                                                                                                                                                          
β2. την εξύςωςη του κύκλου που ϋχει κϋντρο το Α και εφϊπτεται ςτην  ΒΓ     ΓΕΛ ΡΕΘΤΜΝΟΤ 2011   

3.10 Δύνεται η εξύςωςη   x − 1 2 +  y − 2 2 = 2λ x + 2y − 5    (1)                                                                                                                         
α. Να αποδεύξετε ότι η  1  παριςτϊνει κύκλο για κϊθε  λ ≠ 0                                                                                                                          
β. Να βρεθεύ ο γεωμετρικόσ τόποσ των κϋντρων των παραπϊνω κύκλων                                                                                                         
γ. Να αποδεύξετε ότι όλοι οι κύκλοι διϋρχονται από ςταθερό ςημεύο         (14ο ΓΕΛ ΠΕΡΙ΢ΣΕΡΙΟΤ 2012   

3.11 Δύνεται η εξύςωςη  x2 + y2 − 2λx +  2λ − 6 y + 5 − 2λ = 0.   (1)                                                                                                       
α.  Να δεύξετε ότι η  1  παριςτϊνει κύκλουσ για κϊθε πραγματικό αριθμό λ ≠ 0  των οπούων να βρεύτε                           
τα κϋντρα και την ακτύνα                                                                                                                                                                                                                      
β. Να βρεθεύ ο γεωμετρικόσ τόποσ των κϋντρων των παραπϊνω κύκλων                                                                                                  
γ. Να βρεύτε ποιοσ από τουσ παραπϊνω κύκλουσ εφϊπτεται ςτον ϊξονα y’y                                                                                                
δ. Να βρεύτε ποιο ςημεύο του γεωμετρικού τόπου των κϋντρων των κύκλων απϋχει ελϊχιςτη απόςταςη 
από την αρχό των αξόνων                                                ΓΕΛ ΡΕΘΤΜΝΟΤ 2012  

3.12 Δύνεται η εξύςωςη  x2 + y2 − (λ + 8)x + λy + 7 = 0.   (1)                                                                                                                            
α.  Να βρεύτε τισ τιμϋσ του λ για τισ οπούεσ η  1  παριςτϊνει κύκλουσ  των οπούων να βρεύτε                                              
τα κϋντρα  και την ακτύνα                                                                                                                                                                                                                                    
β. Να βρεθεύ ο γεωμετρικόσ τόποσ των κϋντρων των παραπϊνω κύκλων                                                                                                   
γ. Για λ=0 , να βρεύτε την μϋγιςτη και την ελϊχιςτη απόςταςη ενόσ ςημεύου του κύκλου από την                                 
αρχό των αξόνων                                                                   ΓΕΛ ΡΕΘΤΜΝΟΤ 2012  

3.13 Δύνεται τρύγωνο ΑΒΓ με  Α 2κ−1 , 3κ+2  , Β 1 , 2  , Γ 2 , 3 .                                                                                                                                  
α. Να βρεύτε που κινεύται το Α καθώσ το κ μεταβϊλλεται                                                                                                                                      
β. Για κ=1, να βρεύτε το εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ                                                                                                                                       
γ. Να βρεύτε την εξύςωςη του κύκλου που ϋχει κϋντρο το Α και εφϊπτεται ςτην ΒΓ                                                            
 ΓΕΛ ΡΕΘΤΜΝΟΤ 2012  

3.14 Δύνεται η εξύςωςη  2x − 1 2 + 4y2 = 4   (1)                                                                                                                                                           
α. Να δεύξετε ότι η  1  παριςτϊνει κύκλο, του οπούου να βρεύτε το κϋντρο και την ακτύνα                                                                           

β. Να δεύξετε ότι το  Α 0 ,
 1 

2
   εύναι εςωτερικό ςημεύο του κύκλου.                                                                                                                        

γ. Να βρεύτε την εξύςωςη τησ χορδόσ του κύκλου με μϋςο το Α         ΓΕΛ ΡΕΘΤΜΝΟΤ 2012  

3.15 Δύνεται η εξύςωςη    x2 + y2 − 2λ2x − 4λy + 4λ2 = 0  (1)                                                                                                                                                        
α. Να δεύξετε ότι η  1  παριςτϊνει κύκλο για λ ≠ 0 του οπούου να βρεύτε κϋντρο και ακτύνα                                                                                   
β. Να αποδεύξετε ότι κϊθε κύκλοσ που προκύπτει από την  1  εφϊπτεται ςτον ϊξονα y’y                                                                          
γ. Να αποδεύξετε ότι όλα τα κϋντρα των παραπϊνω κύκλων βρύςκονται ςε παραβολό τησ οπούασ                            
να βρεύτε  την εςτύα και την διευθετούςα                                                                                                                                                                                                     
δ. Να βρεύτε τισ τιμϋσ του λ ώςτε οι κύκλοι που ορύζονται από την  1  να εφϊπτονται ςτον ϊξονα x’x         .                                                                                       
 ΓΕΛ ΡΕΘΤΜΝΟΤ 2013  
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3.16 Δύνονται τα ςημεύα Α −1 , 0  και Β 3 , 4                                                                                                                                                                          
α. Να βρεθεύ η εξύςωςη του κύκλου με διϊμετρο ΑΒ                                                                                                                                                
β. Να βρεύτε την εφαπτομϋνη του κύκλου ςτο Β                                                                                                                                                    
γ. Να βρεύτε το εμβαδόν του τριγώνου που ςχηματύζει η προηγούμενη εφαπτομϋνη με τουσ ϊξονεσ                                                  
δ. Να βρεύτε την εξύςωςη τησ παραβολόσ με κορυφό την αρχό των αξόνων, ϊξονα ςυμμετρύασ                  
τον ϊξονα  y’y  η οπούα διϋρχεται από το ςημεύο Κ 1 , 2                                    ΓΕΛ ΡΕΘΤΜΝΟΤ 2013  

3.17 Δύνονται τα ςημεύα Α 1 , 2  , Β 2 , 3  , Γ 5 , 2 . Να βρεύτε:                                                                                                                                          
α. το εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ                                                                                                                                                                               
β. τισ εξιςώςεισ των πλευρών ΑΒ και ΑΓ                                                                                                                                                                           
γ. τα ύψη ΒΔ και ΓΕ καθώσ και το ορθόκεντρο του τριγώνου                                                                                                                            
δ. την εξύςωςη του περιγεγραμμϋνου κύκλου του τριγώνου ΑΓΕ        ΓΕΛ ΡΕΘΤΜΝΟΤ 2013  

3.18 Δύνεται η εξύςωςη   x2 + y2 − 8λx − 2λy + 17λ2 − 2 = 0  (1)                                                                                                                                             
α. Να δεύξετε ότι η  1  παριςτϊνει κύκλο για κϊθε λ του οπούου να βρεύτε κϋντρο και ακτύνα                                                                        
β. Να βρεύτε τον γεωμετρικό τόπο των κϋντρων και να δεύξετε ότι ςχηματύζει οξεύα γωνύα με τον x’x                                            
γ. Να βρεύτε τον λ ώςτε ϋνασ κύκλοσ τησ  1  να εφϊπτεται ςτην ε : −x+y+1=0  ΓΕΛ ΡΕΘΤΜΝΟΤ 2013  

3.19 Δύνονται τα ςημεύα  Μ 4κ+3 , 3κ−1  , Α 7 , −3 , Β 3 , −6)                                                                                                                                  
α. Να δεύξετε ότι τα ςημεύα Μ ανόκουν ςε μια ευθεύα ε τησ οπούασ να προςδιορύςετε την εξύςωςη                                                        
β. Να βρεύτε την εξύςωςη του κύκλου που ϋχει κϋντρο το Α και εφϊπτεται ςτην ευθεύα ε                                                            
γ. Να βρεύτε την εξύςωςη τησ ευθεύασ ΑΒ και να δεύξετε ότι εύναι παρϊλληλη ςτην ευθεύα ε                                                                     
δ. Να δεύξετε ότι το εμβαδόν του τριγώνου ΜΑΒ εύναι ςταθερό                ΒΕΝΕΣΟΚΛΕΙΟ ΡΟΔΟΤ 2013  

3.20 Δύνεται η εξύςωςη    Cλ :   x2 + y2 − 2λx − 1 = 0.   (1)                                                                                                                                     
α. Να δεύξετε ότι η  1  παριςτϊνει κύκλουσ για κϊθε πραγματικό αριθμό λ των οπούων                                          
να βρεύτε τα κϋντρα και την ακτύνα                                                                                                                                                                                                                                      
β. Να δεύξετε ότι όλοι οι κύκλοι τησ  1  διϋρχονται από δύο ςταθερϊ ςημεύα. Ποια η εξύςωςη τησ                                
κοινόσ χορδόσ όλων αυτών των κύκλων                                                                                                                                                                                                          
γ. Να αποδεύξετε ότι τα κϋντρα των κύκλων που παριςτϊνει η  1  ανόκουν ςε ευθεύα τησ οπούασ                               
να βρεύτε την εξύςωςη    (4ο ΓΕΛ ΜΤΣΙΛΗΝΗ΢ 2013  

3.21 Δύνεται η εξύςωςη  x2 + y2 + 2 λ + 1 x +  2λ − 1 y + 2λ2 + λ − 1 = 0.   (1)                                                                                             
α.  Να δεύξετε ότι η  1  παριςτϊνει κύκλουσ για κϊθε πραγματικό αριθμό λ των οπούων να βρεύτε                                       
τα κϋντρα  και την ακτύνα                                                                                                                                                                                                                       
β. Να βρεθεύ ο γεωμετρικόσ τόποσ των κϋντρων των παραπϊνω κύκλων                                                                                                                      
γ. Για λ= −1 να βρεθεύ η εξύςωςη του κύκλου C1 καθώσ και η ςχετικό θϋςη τησ ευθεύασ ε : 3x+4y−5=0                                                  
ωσ προσ τον κύκλο C1                                     ΓΕΛ ΑΙΔΗΧΟ΢ 2013  

3.22 Δύνεται η εξύςωςη  x2 + y2 + λx +  λ − 2 y − 4 − 3λ = 0.   (1)                                                                                                                         
α.  Να δεύξετε ότι η  1  παριςτϊνει κύκλουσ για κϊθε πραγματικό αριθμό λ των οπούων να βρεύτε                                
τα κϋντρα  και την ακτύνα                                                                                                                                                                                                                               
β. Να βρεθεύ ο γεωμετρικόσ τόποσ των κϋντρων των παραπϊνω κύκλων                                                                                                                
γ. Να βρεύτε το λ αν το κϋντρο των κύκλων τησ  1  ανόκει ςτην ευθεύα  ε: 3x+y−9=0                                                                                    
δ. Για λ=−4 να βρεύτε τισ εξιςώςεισ των εφαπτομϋνων που διϋρχονται από το ςημεύο  Ρ 1 , 5                                                            
(1ο ΓΕΛ ΓΙΑΝΝΙΣ΢ΨΝ 2013  
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3.23 Δύνεται η εξύςωςη  x2 + y2 − 2λx + 2λy + λ2 − 1 = 0.   (1)                                                                                                                        
α.  Να δεύξετε ότι η  1  παριςτϊνει κύκλουσ για κϊθε πραγματικό αριθμό λ των οπούων να βρεύτε                               
τα κϋντρα  και την ακτύνα                                                                                                                                                                                                                         
β. Να δεύξετε ότι τα κϋντρα των παραπϊνω κύκλων βρύςκονται ςτην ευθεύα  y=−x                                                                                             
γ. Για λ=7 να βρεύτε τισ ευθεύεσ που εφϊπτονται ςτον κύκλο που προκύπτει από την  1  και ςχηματύζει                                       
με τουσ  ϊξονεσ ιςοςκελϋσ τρύγωνο.                        ΜΟΤ΢ΙΚΟ ΛΤΚΕΙΟ ΚΟΜΟΣΗΝΗ΢ 2013  

3.24 Δύνονται οι εξιςώςεισ C1:  x + 2 2 +  y − 3 2 = 1 και C2: x2 + y2 − 8x + 4y + 16 = 0                                                                        
α. Να δεύξετε ότι ο C2 παριςτϊνει κύκλο του οπούου να βρεύτε το κϋντρο και την ακτύνα                                                                      
β. Να βρεύτε την ςχετικό θϋςη των δύο κύκλων                                                                                                                                                     
γ. Αν Μ και Ν ςημεύα των δύο κύκλων, να βρεύτε την μϋγιςτη και την ελϊχιςτη απόςταςη των Μ και Ν .                                                                                 
(2ο ΓΕΛ ΚΟΖΑΝΗ΢ 2013  

3.25 Δύνεται η εξύςωςη  x2 + y2 + 2λx − 4 λ + 1 y + 8λ + 4 = 0.   (1)                                                                                                            
α. Να δεύξετε ότι η  1  παριςτϊνει κύκλουσ για κϊθε πραγματικό αριθμό λ ≠ 0  των οπούων να βρεύτε                             
τα κϋντρα και την ακτύνα                                                                                                                                                                                                                                         
β. Να βρεθεύ ο γεωμετρικόσ τόποσ των κϋντρων των παραπϊνω κύκλων                                                                                                            
γ. Να δεύξετε ότι οι κύκλοι ϋχουν κοινό εφαπτομϋνη την  x−2y+4=0        (14o ΓΕΛ ΠΕΡΙ΢ΣΕΡΙΟΤ 2013     

3.26 Δύνεται η εξύςωςη  x2 + y2 + 2λx + 2 1 + λ y + 1 + 2λ = 0.    1  με λ ≠ 0                                                                                                
α. Να δεύξετε ότι η  1  παριςτϊνει κύκλο του οπούου να βρεύτε κϋντρο και ακτύνα                                                                               
β. Να δεύξετε ότι καθϋνασ από τουσ παραπϊνω κύκλουσ εφϊπτεται ςτην ευθεύα  x+y+1=0                                                                        
γ. Για λ=1 να βρεύτε το ςημεύο επαφόσ με την παραπϊνω ευθεύα                    ΓΕΛ ΡΕΘΤΜΝΟΤ 2014          

3.27 Δύνεται το τρύγωνο ΑΒΓ με Α 5 , 1  , Β 5 , 7  , Γ 13 , 1                                                                                                                                               
α. Να βρεύτε την εξύςωςη τησ πλευρϊσ ΑΒ και τησ διαμϋςου ΑΜ                                                                                                                  
β. Να βρεύτε την εξύςωςη τησ πλευρϊσ ΒΓ καθώσ και του ύψουσ ΓΔ                                                                                                                   
γ.  Να αποδεύξετε ότι το τρύγωνο εύναι ορθογώνιο                                                                                                                                                      
δ.   Να βρεύτε την εξύςωςη του περιγεγραμμϋνου κύκλου του ΑΒΓ       ΓΕΛ ΡΕΘΤΜΝΟΤ 2014  

3.28 Δύνεται η εξύςωςη   λ+3 x− λ+2 y−4=0 (1)                                                                                                                                                          
α. Να δεύξετε ότι η  1  παριςτϊνει ευθεύα για οποιαδόποτε τιμό του αριθμού λ                                                                                                 
β. Να δεύξετε ότι όλεσ οι ευθεύεσ τησ  1  διϋρχονται από ςταθερό ςημεύο                                                                                                              
γ. Να δεύξετε ότι η ευθεύα ε1 που προκύπτει από την  1  για λ=1 εφϊπτεται                                                                                           
ςτον κύκλο  C :  x − 8 2 +  y − 1 2 = 25                                                                                                                                                                       
δ. Να βρεύτε την ελϊχιςτη απόςταςη του Γ −3 , 3  από ϋνα ςημεύο τησ ε1        ΓΕΛ ΡΕΘΤΜΝΟΤ 2014   

3.29 Δύνεται η εξύςωςη  x2+y2+2x+y+λ x+y+1)=0 (1)                                                                                                                                                    
α. Να δεύξετε ότι η  1  παριςτϊνει κύκλο για κϊθε λ  πραγματικό αριθμό                                                                                                                   

β. Να δεύξετε ότι όλοι οι κύκλοι τησ  1  διϋρχονται από δύο ςταθερϊ ςημεύα Α 0 , −1) , Β −
3

2
 ,

 1 

2
 )                                                                                    

γ. Να βρεύτε την εξύςωςη τησ κοινόσ χορδόσ ΑΒ                                                                                                                                                                 
δ. Για λ= −1 να βρεύτε κϋντρο και ακτύνα του κύκλου που περιγρϊφει η  1  καθώσ και την εξύςωςη                     
τησ εφαπτομϋνησ του κύκλου ςτο ςημεύο Α                ΠΟΤΚΑΜΙ΢Α΢ 2014        

3.30 Δύνεται ο κύκλοσ x2 + y2 + 12x − 6y − 5 = 0   (1)                                                                                                                                                                            
α. Να βρεύτε το κϋντρο και την ακτύνα του                                                                                                                                                                          
β. Να βρεύτε την εφαπτομϋνη  ε  του κύκλου ςτο ςημεύο του Α 1,2                                                                                                                      
γ. Αν ο κύκλοσ C′ :  x − 6 2 + y2 = 64 να βρεύτε την ςχετικό θϋςη των 2 κύκλων (3ο ΓΕΛ ΢ΕΡΡΨΝ 2015  
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3.31 Δύνεται η εξύςωςη  x2 + y2 + 6x − 4y + κ = 0    (1)                                                                                                                                                               
α. Να βρεθεύ ο κ ώςτε η εξύςωςη  1  να εύναι εξύςωςη κύκλου                                                                                                                                  
β. Να βρεθεύ ο κ ώςτε ο παραπϊνω κύκλοσ να ϋχει ακτύνα 1                                                                                                                                        
γ. Για κ=12 να δεύξετε ότι το Μ 1 , 2  εύναι εξωτερικό του κύκλου    ΓΕΛ ΒΟΛΟ΢ 2015   

3.32 Δύνονται τα διανύςματα u   , v   με  u   = 1 ,  v   = 2 και να ςχηματύζουν γωνύα 60°. Να βρεύτε:                                                                                        
α. την ακτύνα και το κϋντρο του κύκλου :  x2 + y2 −  u  ∙ v  + 3 x − 6y −  2u  − v   − 10 = 0                                                                     
β. την εξύςωςη τησ εφαπτομϋνησ του κύκλου ςτο ςημεύο του Α −1 , −1)   ΓΕΛ ΒΟΛΟ΢ 2015  

3.33 Δύνεται τρύγωνο ΑΒΓ με Α −3 , −8 ,Β −2 , 0  και το μϋςο Μ 2 , 2  τησ πλευρϊσ ΒΓ                                                                                                    
α. Να βρεύτε τισ ςυντεταγμϋνεσ τησ κορυφόσ Γ                                                                                                                                                           
β. Να δεύξετε ότι η εξύςωςη τησ πλευρϊσ ΑΓ εύναι 4x−3y−12=0                                                                                                                                        
γ. Να βρεύτε την εξύςωςη του κύκλου που ϋχει κϋντρο το ςημεύο Μ και εφϊπτεται ςτην πλευρϊ ΑΓ                                                                  
δ. Να δεύξετε ότι ο προηγούμενοσ κύκλοσ εφϊπτεται ςτον ϊξονα  y’y                    ΓΕΛ ΒΟΛΟ΢ 2015                

3.34 Δύνεται η εξύςωςη      x2 + y2 +  μ + 1 x +  μ − 1 y + μ2 + 3μ + 3 = 0.   (1)                                                                                                              
α. Να βρεύτε τισ τιμϋσ τησ παραμϋτρου μ, ώςτε να παριςτϊνει κύκλο.                                                                                                             
β. Να δεύξετε ότι δεν υπϊρχει ςημεύο του επιπϋδου από το οπούο να διϋρχονται όλοι οι κύκλοι τησ  1                                            
γ. Να βρεύτε τον γεωμετρικό τόπο των κϋντρων των παραπϊνω κύκλων                                                                                                        
δ. Δύνονται οι παρϊλληλεσ ευθεύεσ ε1 : y=x−1 και ε2 : y=x+3. Να δεύξετε ότι όλοι οι κύκλοι τησ  1  
βρύςκονται ςτην ζώνη που ορύζεται από τισ παρϊλληλεσ ε1 , ε2              ΕΚΠΑΙΔΕΤΣΗΡΙΑ ΔΟΤΚΑ΢ 2015  

3.35 Δύνεται η εξύςωςη    Cλ :   x2 + y2 +  λ − 6 x +  λ − 8 y + 21 − 5λ = 0.   (1)                                                                                                                     
α. Να δεύξετε ότι η  1  παριςτϊνει κύκλουσ για κϊθε πραγματικό αριθμό λ των οπούων να βρεύτε                                        
τα κϋντρα  και την ακτύνα                                                                                                                                                                                                                     
β. Να δεύξετε ότι όλοι οι κύκλοι τησ  1  διϋρχονται από δύο ςταθερϊ ςημεύα Α και Β                                                                                   
γ. Αν Α 3 , 2  και Β 1 , 4   τότε :                                                                                                                                                                                                    
γ1. Να βρεύτε την εξύςωςη τησ κοινόσ χορδόσ των κύκλων                                                                                                                                
γ2. Να βρεύτε τισ εξιςώςεισ των εφαπτομϋνων του κύκλου C0 που εύναι παρϊλληλεσ ςτην ΑΒ                   .                                                                                                     
 ΜΠΑΦΑΡΑΚΗ΢ 2016  

3.36 Δύνονται οι κύκλοι   C1 ∶ (x + 2)2 =  5 − y ∙  5 + y    και   C2 ∶ 4x2 + (2y − 3)2 = 25                                                   
α  Να αποδεύξετε ότι οι παραπϊνω εξιςώςεισ παριςτϊνουν κύκλουσ και ςτη ςυνϋχεια να βρεύτε                              
τα κϋντρα  και τισ ακτύνεσ των δύο κύκλων                                                                                                                                                                                    
β  Να δεύξετε ότι οι δύο κύκλοι εφϊπτονται εςωτερικϊ και να δεύξετε ότι το ςημεύο τομόσ τουσ                                                               
εύναι το Μ 2 , 3                                                                                                                                                                                                         
γ  Να βρεύτε το αντιδιαμετρικό ςημεύο του Μ ωσ προσ κϊθε κύκλο                                                                                                                                
δ  Να βρεύτε την εξύςωςη τησ κοινόσ  εφαπτομϋνησ των δύο κύκλων                                                                                                
ε  Να βρεύτε τα ςημεύα των δύο κύκλων που απϋχουν την μϋγιςτη απόςταςη μεταξύ τουσ                                                
( LISARI 2016 )    

3.37 Δύνονται τα ςημεύα  Α 2 , 3  και Β 4 , 1                                                                                                                                             
α  Να δεύξετε ότι η ευθεύα  ε  που διϋρχεται από τα Α και Β ϋχει εξύςωςη   x+y−5=0.                                                            
β  Να δεύξετε ότι η εξύςωςη τησ ευθεύασ  δ  που εύναι κϊθετη ςτο  μϋςο Μ του ΑΒ εύναι  −x + y + 1 = 0                      
γ  Να βρεύτε το ςημεύο τομόσ Γ τησ ευθεύασ  δ  με τον ϊξονα  x’x                                                                                                  
δ  Να βρεύτε την εξύςωςη του κύκλου που ϋχει κϋντρο το ςημεύο Γ και εφϊπτεται ςτην ευθεύα  ε                                   
  ΓΕΛ  ΑΘΗΝΨΝ  2016     
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3.38 α  Δύνεται το διϊνυςμα  v  =  α , β   με   v   = 1 .                                                                                                                           
Να δεύξετε ότι η εξύςωςη x2 + y2 − 2αx + 2βy − 1 = 0  εύναι  εξύςωςη κύκλου για κϊθε τιμό των 
πραγματικών α , β και να βρεύτε το κϋντρο και την ακτύνα . Αν  v  =  1 , 0   τότε :                                                                                                                                                                                             
β  να γρϊψετε την εξύςωςη του κύκλου και να βρεύτε το κϋντρο του και την ακτύνα                                                               
γ  να δεύξετε ότι η ευθεύα   ε  : x − y + 1 = 0 εύναι εφαπτομϋνη του προηγούμενου κύκλου                                              
δ  αν τα ςημεύα  Μ μ , κ  και Ν ν , λ  εύναι ςημεύα του κύκλου ,                                                                                                         
να δεύξετε ότι  0 ≤  μ − ν 2 +  κ − λ 2 ≤ 8                   ΓΕΛ  ΒΟΛΟΤ  2016      

3.39 α  Να αποδειχθεύ ότι η εξύςωςη   x2 + y2 − 2x − 2y = 0 παριςτϊνει κύκλο του οπούου να βρεύτε                            
το κϋντρο Κ  και  την ακτύνα του                                                                                                                                                                                                
β  Να βρεθούν οι εφαπτόμενεσ   δ  και  ζ  που εύναι κϊθετεσ ςτην ευθεύα  ε : x + y − 1 = 0                                              
γ  Αν η ευθεύα  ε  τϋμνει τισ ευθεύεσ  δ  και  ζ  ςτα ςημεύα Α και Β αντύςτοιχα , να υπολογιςθεύ                                    
το εμβαδόν  του τριγώνου  ΚΑΒ                                                            ( 3ο ΓΕΛ  ΔΡΑΜΑ΢  2016       

3.40 Δύνεται η εξύςωςη   x2 + y2 − 6αx − 8αy = 0  όπου  α ≠ 0                                                                                                       
α  Να αποδειχθεύ ότι η εξύςωςη παριςτϊνει κύκλο, του οπούου να βρεύτε το κϋντρο και την ακτύνα                                       
β  Να βρεθεύ το α ώςτε η ευθεύα   ε : 3x + 4y − 5 = 0  να εφϊπτεται ςτον κύκλο                                                                    
γ   Να βρεύτε την τιμό του  α  ϋτςι , ώςτε αν Α , Β τα ςημεύα τομόσ του κύκλου με την ευθεύα   ε                                                           

να ιςχύει  :  ΟΑ      ∙ ΟΒ      = 0                                           ( 3ο ΓΕΛ  ΔΡΑΜΑ΢  2016            

3.41 Δύνεται η εξύςωςη  4x ∙  x − y + y ∙  y − β + 2βx = 0  1   με  β > 0                                                                                     
α  Να δεύξετε ότι η  1  παριςτϊνει δύο παρϊλληλεσ ευθεύεσ                                                                                                              
Ένα τετρϊγωνο ϋχει τισ δύο πλευρϋσ του πϊνω ςτισ ευθεύεσ  δ : y = 2x   και  ζ : y = 2x + β                                                 
β  Αν το εμβαδόν του τετραγώνου εύναι 20 τ.μ. να δεύξετε ότι   β = 10                                                                                       
Θεωρούμε κύκλο C που ϋχει το κϋντρο του ςτην ευθεύα  δ  και εφϊπτεται ςτην  ζ                                                               
γ  Αν Α 5 , 4  ςημεύο του επιπϋδου και Β , Γ τα ςημεύα τομόσ τησ  δ  με τον κύκλο  C  να βρεύτε                                  
τισ εξιςώςεισ των κύκλων που προκύπτουν αν η γωνύα ΓΑΒ εύναι ορθό                                                                                            
  ΕΚΠΑΙΔΕΤΣΗΡΙΑ  ΔΟΤΚΑ  2016   

3.42 Δύνονται οι κύκλοι   C1 ∶ x2 + y2 = 25   και  C2 ∶ x2 + y2 − 4x − 5 = 0 .                                                                                
α  Να αποδεύξετε ότι οι κύκλοι εφϊπτονται εςωτερικϊ                                                                                                                          
β  Αν η εφαπτόμενη του κύκλου  C2  ςτο ςημεύο του Α −1 , 0  τϋμνει τον κύκλο  C1 ςτα ςημεύα Β και Γ 
αντύςτοιχα  να υπολογιςθούν οι εφαπτόμενεσ του  C1 ςτα ςημεύα αυτϊ                                                                                                             
γ  Αν ο C2  τϋμνει τον θετικό ημιϊξονα  y’y  ςτο ςημεύο Δ , να βρεύτε την εξύςωςη τησ εφαπτομϋνησ                                        
του  C2  ςτο ςημεύο Δ .                                      ΓΕΛ  ΘΕ΢΢ΑΛΟΝΙΚΗ΢  2016   

3.43 Δύνονται τα διανύςματα  α   =  x , y  , β  =  1 , 2  , γ  =  2λ , y   και δ  =  x , 4λ   με λ ≠ 0                                                  

α  Αν ιςχύει   α   − β   
2

= γ  ∙ δ  − 10λ  (1) , να δεύξετε ότι ο γεωμετρικόσ τόποσ των ςημεύων M(x , y)                       

εύναι κύκλοσ  του οπούου να βρεύτε το κϋντρο και την ακτύνα του                                                                                                                               
β  Αν ο παραπϊνω κύκλοσ ϋχει εξύςωςη   x2 + y2 − 2 λ + 1 x − 4 λ + 1 y + 10λ + 5 = 0  :                                                             
β1  να βρεύτε τον γεωμετρικό τόπο των κϋντρων των παραπϊνω κύκλων                                                                                                       
β2   να δεύξετε ότι όλοι οι κύκλοι που ορύζονται από την  1  διϋρχονται από ςταθερό ςημεύο                                                             
( 1ο ΓΕΛ  ΚΟΖΑΝΗ΢  2016           

3.44  Δύνεται η εξύςωςη   x2 + y2 − 2λx + 4y + 2λ = 0    1  και η ευθεύα   ε  : y = x − 2 − λ                                                                                                                                                                                
α  Να αποδεύξετε ότι η εξύςωςη  1  παριςτϊνει κύκλο για κϊθε  λ ∈ ℝ  και να βρεύτε                                               
το κϋντρο και την ακτύνα                                                                                                                                                                                 
β  Να βρεύτε τη ςχετικό θϋςη τησ ευθεύασ  ε  ωσ προσ τον κύκλο τησ  1                                                                                   

γ  Αν η ευθεύα τϋμνει τον κύκλο ςτα Α και Β και ιςχύει   ΟΑ      − ΟΒ       = 2 3  , να βρεύτε το λ                                                  

δ  Για λ = 1 να βρεύτε τισ εφαπτόμενεσ του κύκλου που εύναι παρϊλληλεσ ςτην  ε                                                        
( 2ο ΓΕΛ  ΚΟΖΑΝΗ΢  2016       
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3.45   α  Να βρεθεύ η εξύςωςη του κύκλου  C1 ο οπούοσ διϋρχεται από το ςημεύο Ρ 2 , 1  , ϋχει ακτύνα 

ρ1 =  2  και η ευθεύα   ε  : x − y + 1 = 0 τον τϋμνει ςτα ςημεύα Α και Β ϋτςι ώςτε   ΡΑ     ∙ ΡΒ      = 0                                                                
β  Να βρεθεύ κύκλοσ  C2 που εφϊπτεται εξωτερικϊ ςτον  C1:   x − 1 2 +  y − 2 2 = 2                                                                            
και ϋχει κϋντρο το Λ 4 , 5                                                                                                                                                                               
γ  Να αποδεύξετε ότι τι κοινό ςημεύο των  C1:   x − 1 2 +  y − 2 2 = 2   και   C2:   x − 4 2 +  y − 5 2 = 8                        
εύναι το  Μ 2 , 3  και ςτη ςυνϋχεια να βρεύτε την κοινό τουσ εφαπτομϋνη ςτο ςημεύο αυτό .                                                
δ  Να βρεύτε τισ εξιςώςεισ των εφαπτόμενων του κύκλου  C1 που διϋρχονται από το                                                      

ςημεύο Α 1 −  2 , 4 +  2        και ςτη ςυνϋχεια να βρεύτε την οξεύα γωνύα που ςχηματύζουν μεταξύ τουσ .       

( 2ο ΓΕΛ  ΛΙΒΑΔΕΙΑ΢  2016     

3.46 Δύνεται η εξύςωςη   x2 + y2 − 2λx + 6y = 0   (1)                                                                                                                                                   
α  Να αποδεύξετε ότι η  1  παριςτϊνει κύκλο για κϊθε  λ ∈ ℝ  του οπούου να βρεύτε                                                               
το κϋντρο και την ακτύνα                                                                                                                                                                          
β  Αν λ = 0  να δεύξετε ότι η ευθεύα  ε : 4x − 3y = 0  τϋμνει τον κύκλο και ςτη ςυνϋχεια να βρεύτε τα 
κοινϊ ςημεύα  τησ ευθεύασ και το κύκλου                                                                                                                                                                                
γ  Να βρεύτε την τιμό του λ ώςτε η ευθεύα  ε : 4x − 3y = 0 να εύναι εφαπτόμενη του κύκλου και ςτη 
ςυνϋχεια να βρεύτε το ςημεύο επαφόσ                                     ΓΕΛ  ΛΙΜΕΝΑΡΙΨΝ ΘΑ΢ΟΤ 2016   

3.47  Δύνονται οι κύκλοι C1που ϋχει κϋντρο την αρχό των αξόνων και εφϊπτεται ςτην                                                                       
ευθεύα  ε : 24x − 7y − 100 = 0  και ο κύκλοσ    C2 ∶ x2 + y2 − 4x − 2y = 4 x + y − 6 . Να βρεύτε :                                                                                                                      
α   τισ εξιςώςεισ των δύο κύκλων                                                                                                                                                                         

β   τισ εξιςώςεισ των εφαπτόμενων του  C1 που εύναι παρϊλληλεσ ςτην ευθεύα  3x + y + 6 = 0                                                        

γ    την εξύςωςη τησ εφαπτομϋνησ του  C2 ςτο ςημεύο  Α  
16

5
 ,

12

5
              ( ΓΕΛ  ΜΤΓΔΟΝΙΑ΢ 2016      

3.48 Δύνονται οι ύςοι  κύκλοι  C1 ,  C2 με κϋντρα  Ο 0 , 0  , Κ 2 , −4   αντύςτοιχα ,  οι οπούοι                                                         
εφϊπτονται εξωτερικϊ                                                                                                                                                                                       
α  Να γρϊψετε τισ εξιςώςεισ των δύο κύκλων                                                                                                                                         
β  Να βρεύτε το ςημεύο επαφόσ Μ  των δύο κύκλων                                                                                                                          
γ  Να βρεύτε την εξύςωςη τησ κοινόσ εςωτερικόσ εφαπτόμενησ ςτο ςημεύο Μ 1 , −2                                                          
δ  Να υπολογύςετε το ςημεύο τησ ευθεύασ  ε : 2x + y − 7 = 0  από το οπούο οι εφαπτόμενεσ                                             
του κύκλου  C1 ∶ x2 + y2 = 4  να εύναι κϊθετεσ                      ( 1ο ΓΕΛ  ΠΕΣΡΟΤΠΟΛΗ΢  2016       

3.49 Δύνονται τα ςημεύα  Μ 2ημθ+1 , 2ςυνθ  με θ πραγματικό αριθμό.                                                                                                          
α. Να δεύξετε ότι ο γεωμετρικόσ τόποσ των ςημεύων Μ εύναι κύκλοσ C με κϋντρο  Κ 1 , 0)  και  ρ=2                                                     
β. Να βρεύτε τισ κατακόρυφεσ εφαπτόμενεσ του κύκλου C                                                                                                                                

γ. Εξετϊςτε αν το ςημεύο  ΢ 2,  3   ανόκει ςτον κύκλο C και να βρεθεύ η γωνύα που ςχηματύζει η 

εφαπτομϋνη του κύκλου C  ςτο ΢ με τον ϊξονα  x’x .                                                                                                                                                                                   

δ. Να βρεύτε ςημεύο Α του ϊξονα  x’x  ώςτε το εμβαδόν του τριγώνου  ΚΑ΢ να εύναι ύςο με  2 3                   .                                                                                                
(6ο ΓΕΛ ΑΓΡΙΝΙΟΤ 2016       

3.50 Δύνονται οι παρϊλληλεσ ευθεύεσ  ε1:  3x−4y+12=0  και  ε2 :3 x−4y+22=0. Να βρεύτε:                                                                                    
α. την εξύςωςη τησ μεςοπαρϊλληλησ των 2 ευθειών                                                                                                                                            
β. την απόςταςη των 2 παραλλόλων ευθειών                                                                                                                                                                          
γ. την εξύςωςη του κύκλου με κϋντρο το ςημεύο τομόσ τησ ευθεύασ ε1 με τον ϊξονα x’x και αποκόπτει                              

από την ευθεύα  ε2  χορδό μόκουσ  d=4 3                 (1ο ΓΕΛ ΑΓΡΙΝΙΟΤ 2016  
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3.51 Δύνεται η εξύςωςη  x2 + y2 − 2λx + 4y + 5 = 0  1 .                                                                                                                                         
α. Να βρεύτε τισ τιμϋσ του λ ώςτε η  1  να παριςτϊνει κύκλο                                                                                                                                 
β. Να βρεύτε τον κύκλο που ορύζεται από την  1  και εφϊπτεται ςτην ευθεύα ε: y=x−1                                                                            
γ. Να βρεύτε τον γεωμετρικό τόπο των κϋντρων των κύκλων που παριςτϊνει η  1                                                                                              

δ. Αν τα ςημεύα Μ1 , Μ2 διατρϋχουν τον κύκλο C που ορύζεται από την  1  για λ=2 και  Μ1Μ2 = 2 3  

τότε να υπολογύςετε το  ΟΜ1
         +  ΟΜ2

                          ( 1ο ΓΕΛ  ΑΓΡΙΝΙΟΤ  2016 )      

                                                                                                       

 

 

                                                                        

  

 

   

 

 

 

 




