ΚΥΚΛΟΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΜΕ ΛΥΣΕΙΣ

ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ
1.  Να βρεθούν οι εξισώσεις των εφαπτομένων του κύκλου 

 που διέρχονται από το σημείο 

, και να αποδειχτεί ότι οι εφαπτόμενες αυτές είναι κάθετες.




ΛΥΣΗ
Έστω 

 μια εφαπτομένη του κύκλου C που διέρχεται από το σημείο Α. Αν 

 είναι το σημείο επαφής, τότε η 

 θα έχει εξίσωση








(1)

και επειδή διέρχεται από το σημείο 

, θα ισχύει




 

.

(2)

Όμως, το σημείο 

 ανήκει στον κύκλο C. Άρα, θα ισχύει




  

.

 (3)

Επομένως, οι συντεταγμένες 

 του 

 είναι η λύση του συστήματος των εξισώσεων (2) και (3). Λύνουμε το σύστημα αυτό και βρίσκουμε δύο λύσεις:




         

     ή     



      (4)

Άρα, υπάρχουν δύο εφαπτόμενες του C που διέρχονται από το σημείο 

, οι οποίες, λόγω των (1) και (4), έχουν εξισώσεις:



,      

.

Επειδή οι συντελεστές διεύθυνσης των 

 και 

 είναι 

 και 

, οι ευθείες 

 και 

 είναι κάθετες.

2.  Δίνονται οι κύκλοι 

 και 

.

(i)  Να βρεθεί η εξίσωση της εφαπτομένης  ε  του κύκλου 

 στο σημείο 

.

(ii)  Να αποδειχτεί ότι η ε  εφάπτεται και του κύκλου 

.
ΛΥΣΗ



Ο κύκλος 

 έχει κέντρο 

 και ακτίνα 5, ενώ ο κύκλος 

 έχει κέντρο 

 και ακτίνα 3.

(i)  Γνωρίζουμε από τη Γεωμετρία ότι ένα σημείο 

 ανήκει στην  ε, αν και μόνο αν 

, δηλαδή, αν και μόνο αν



       

.

        (1)


Όμως, 

 και 

.


Έτσι, η (1) γράφεται διαδοχικά






                

.


Άρα, η εξίσωση της  ε  είναι:






    

.


      (2) 

(ii)  Για να δείξουμε ότι η  ε  εφάπτεται του κύκλου 

, αρκεί να δείξουμε ότι η απόσταση του κέντρου 

 του 

 από την  ε είναι ίση με την ακτίνα του 

, δηλαδή ίση με 3.


Έχουμε λοιπόν:



.

ΑΣΚΗΣΕΙΣ
Α΄ ΟΜΑΔΑΣ
1.  Να βρείτε την εξίσωση του κύκλου με κέντρο την αρχή των αξόνων σε καθεμιά από τις παρακάτω περιπτώσεις:

(i)  Όταν διέρχεται από το σημείο 

.

(ii)  Όταν διέρχεται από το σημείο 

 

(iii)  Όταν εφάπτεται της ευθείας   


(iv)  Όταν εφάπτεται της ευθείας   


2.  Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης του κύκλου 

 σε καθεμιά από τις παρακάτω περιπτώσεις:

(i)  Όταν είναι παράλληλη στην ευθεία 


(ii)  Όταν είναι κάθετη στην ευθεία        


(iii)  Όταν διέρχεται από το σημείο        


3.  Να αποδείξετε ότι οι εφαπτόμενες του κύκλου 

 στα σημεία 

, 

, 

 και 

 σχηματίζουν τετράγωνο με διαγώνιες τους άξονες 

 και 

. Ποιο είναι το εμβαδόν του τετραγώνου αυτού;

4.  Να βρείτε την εξίσωση της χορδής του κύκλου 

 που έχει μέσο το σημείο 

.

5.  Να βρείτε την εξίσωση του κύκλου σε καθεμιά από τις παρακάτω περιπτώσεις:

(i)  Όταν έχει κέντρο 

 και διέρχεται από το σημείο 


(ii)  Όταν έχει διάμετρο το τμήμα με άκρα 

 και 


(iii)  Όταν έχει ακτίνα 

 και τέμνει τον άξονα 

 στα σημεία 

 και 


(iv)  Όταν διέρχεται από τα σημεία 

 και 

 και έχει το κέντρο του στην ευθεία 


(v)  Όταν τέμνει τον άξονα 

 στα σημεία 

 και 

 και τον άξονα 

 στα σημεία 

 και 

.

(vi)  Όταν εφάπτεται του άξονα 

 στο σημείο 

 και διέρχεται από το σημείο 

.

(vii)  Όταν διέρχεται από την αρχή των αξόνων και εφάπτεται της ευθείας 

 στο σημείο 

.

6.  Να βρείτε το κέντρο και η ακτίνα του κύκλου που έχει εξίσωση

        (i)   


           (ii)   


      (iii)   3


          (iv)   

.

7.  Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης του κύκλου

(i)  



   στο σημείο του    


(ii)  


   στο σημείο του    

.

8.  Να βρείτε τη σχετική θέση των κύκλων:



          και         

.

Β΄ ΟΜΑΔΑΣ
1.  Να αποδείξετε ότι η εξίσωση




παριστάνει τον περιγεγραμμένο κύκλο του τετραπλεύρου με κορυφές τα σημεία 

, 

 και ότι οι 

 και 

 είναι διάμετροι αυτού του κύκλου.

2.  Να αποδείξετε ότι η ευθεία 

 εφάπτεται του κύκλου 

.

3.  Από ένα σημείο 

 εκτός του κύκλου 

 φέρνουμε τις δύο εφαπτόμενές του. Αν 

 είναι τα σημεία επαφής, να αποδείξετε ότι η χορδή 

 έχει εξίσωση 

.

4.  Έστω 

 ο κύκλος που έχει κέντρο την αρχή των αξόνων και διέρχεται από το σημείο 

. Έστω επιπλέον Μ ένα σημείο του 

. Να αποδείξετε ότι όταν το Μ διαγράφει τον 

, τότε το κέντρο βάρους 

 του τριγώνου 

 διαγράφει τον κύκλο 

.

5.  Να βρείτε το γεωμετρικό τόπο των σημείων Μ, από τα οποία οι εφαπτόμενες προς τον κύκλο 

 είναι κάθετες.

6.  Να βρείτε το γεωμετρικό τόπο των σημείων Μ, των οποίων ο λόγος των αποστάσεων από τα σημεία 

 και 

 είναι σταθερός και ίσος με 2.

7.  Να βρείτε το γεωμετρικό τόπο των σημείων Μ, των οποίων το τετράγωνο της απόστασης από την αρχή των αξόνων είναι ίσο με το τετραπλάσιο της απόστασης από την ευθεία 

.

8.  Έστω το τρίγωνο με κορυφές 

, 

 και 

. Να αποδείξετε ότι ο γεωμετρικός τόπος των σημείων Μ για τα οποία ισχύει 

 είναι κύκλος με κέντρο το κέντρο βάρους του τριγώνου 

.

9.  Να αποδείξετε ότι καθώς το 

 διαγράφει το διάστημα 

, το σημείο τομής των ευθειών



     και     


διαγράφει τον κύκλο



.

10.  Να βρείτε το γεωμετρικό τόπο των μέσων των χορδών του κύκλου 

, που διέρχονται από το σημείο 

.
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