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1.  Να βρείτε το πεδίο ορισμού και την παράγωγο των παρακάτω 

συναρτήσεων: 

 

 

1.   f(x)= 
x 2
2

 
 t t -1  dt                      2.   f(x)= 

2x -4 

3

1

t  dt 

 

 

3.   f(x)= dt  
 

lnx

0


e

1t
t

                        4.   f(x)=  
x 2

2
 ημt dt 

 

 

5.   f(x)=  
x-1 2

2
t -1 dt                        6.   f(x)=  

2x -x

2x-4

t

t

  e
  dt 

 

 

7.   f(x)= dt1t
lnx
1
 
    

 

Στη τρίτη συνάρτηση , να εξετάσετε τη μονοτονία και                                                   

να υπολογίσετε τα ακρότατα.   

Στη έβδομη συνάρτηση , να εξετάσετε τη μονοτονία, τη κυρτότητα και                        

να υπολογίσετε τα ακρότατα και τα σημεία καμπής (αν υπάρχουν). 

 

 

  

2.  Αν  f  συνεχής  συνάρτηση  στο  R  και  ισχύει    
x

0

2 tdt)(xfex)x(f t   

για  κάθε ,Rx  τότε: 

α)  Να αποδείξετε ότι  .td)t(feetdt)(xfe

x

0

x

0

txt


   

β)  Να αποδείξετε ότι η f  είναι παραγωγίσιμη στο R με 2xx)x(΄f 2 , .Rx     

γ)  Να βρείτε τον τύπο της συνάρτησης f .  
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3. Έστω συνάρτηση  f συνεχής στο  R  για την οποία ισχύουν οι σχέσεις :      

 

i  )     0)x(f    για  κάθε .Rx  

i i  )   

1

0

22 tdt)(xft2x1)x(f   για  κάθε .Rx  

Έστω ακόμη g  η συνάρτηση που ορίζεται από τον τύπο 2x
)x(f

1
)x(g   

για κάθε .Rx    

α)  Να αποδείξετε ότι  )(xfx2)x(΄f 2  ,  .Rx  
 

β)  Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση g  είναι σταθερή.   

 

γ)  Να αποδείξετε ότι ο τύπος της συνάρτησης f είναι 
2x1

1
)x(f


  , .Rx     

 

δ)  Να βρείτε το όριο  .x2μη)x(fxlim
x 

   

                                                              ( ΠΑΝΕΛΛΗΝΙΕΣ ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ 2001 ) 

 

 

 

4.  Έστω συνάρτηση f συνεχής στο  R , τέτοια ώστε   

 

2udtd(t)f(x)f

x

0

u

0















    ,  για κάθε .Rx  

α)  Να αποδείξετε ότι )(xf)x(΄΄f   ,  .Rx  
 

β)  Να αποδείξετε ότι x2e)(xf)x(΄f  ,  .Rx  

 

γ)  Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση 2xx e)(xfe   είναι σταθερή στο R.   

 

δ)  Να βρείτε τον τύπο της συνάρτησης f . 
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5.  Έστω συνάρτηση f  παραγωγίσιμη στο R ,  η οποία για κάθε Rx  

ικανοποιεί τη  σχέση   

2xμηxudtd)t(ftd)t(ftxνυσ2

x

0

u

0

x

0















    

Αν  1)(0f  , τότε : 

 

α)  να αποδείξετε ότι xμηx)x(́fx  , .Rx  

 

β)  να βρείτε τον τύπο της συνάρτησης  f . 

 

 

 

6.  Να υπολογίσετε τα όρια : 

α) 


















td

πt

tμη

x

1
lim

x

0
20x

          β)  


















td

2)(tnl

1

x

1
lim

3x

2x
20x

                                                               

γ)  


















td

e

tnl

1)(x

1
lim

x

1
t21x

     δ) 

















td
t

tμη

x

3
lim

5x

2x0x

 

ε)

























td

1t

1e
xlim

x

1

0

t

x
         στ)  



















td

1)(xt

tnl
lim

x

1
21x

 

 

 

7.  Δίνεται η συνάρτηση td
tt

1
td

1t

t
(x)g

σφx

e-
3

εφx

e-
2 





  , .π,

2

π
x 








                       

Να αποδείξετε ότι 1(x)g    για κάθε .π,
2

π
x 








   

 

 

8.  Αν f , g συνεχείς συναρτήσεις στο R και ισχύει 

2xxtd(t)gtd(t)fx 2
x

1

1x

0

2

 



 για κάθε ,Rx                                                           

να αποδείξετε ότι    .3)0(g2)1(f    
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9.  Έστω παραγωγίσιμη συνάρτηση .RR:f   Να αποδείξετε ότι :  

α) η συνάρτηση    
2

x 3
2g x f t dt x 2x 3

x x


   



, είναι παραγωγίσιμη στο 

R και να βρείτε την παράγωγό της .    

β)  αν 0)x(g   για κάθε ,Rx  τότε :               

i  ) .0)3(g)1(g  ΄΄  

i i  ) υπάρχει ένα τουλάχιστον 6),2(ξ τέτοιο, ώστε .0ξ)(́f   

 

 

10.   Έστω συνεχής συνάρτηση .RR:f   Να αποδείξετε ότι :  

α) η συνάρτηση     2xxdt

2

tfxg 2
x

x

2





, είναι παραγωγίσιμη στο R                   

και να βρείτε την παράγωγό της .   

β)  αν 0)x(g   για κάθε ,Rx  τότε :          

i  ) .0)1(g)2(g  ΄΄   

  i i  ) η συνάρτηση f  έχει ένα τουλάχιστον κρίσιμο σημείο στο διάστημα .4),1(  

 

 

11.   Έστω συνεχής συνάρτηση RR:f   τέτοια ώστε .11)(f                                               

Αν για κάθε Rx ισχύει 

     
1

3x
1

g x z f t dt 3 z x 1 0
z

     όπου C)iβ(αz  , με Rβ,α , τότε:        

α)  Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση g είναι παραγωγίσιμη στο R και                      

να βρείτε την g΄.   

  β)  Να αποδείξετε ότι .
z

1
zz   

  γ)  Με δεδομένη τη σχέση του ερωτήματος (β) να αποδείξετε ότι .
2

1
)(zRe 2   

δ)  Αν επιπλέον ισχύει 0α2)(f  , β3)(f   και βα  , να αποδείξετε ότι 

υπάρχει ένα τουλάχιστον 3),2(x0  τέτοιο, ώστε  .0)(xf 0   

 
                                                           ( ΠΑΝΕΛΛΗΝΙΕΣ  ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ 2004 ) 
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12.   Αν οι συναρτήσεις f , g είναι συνεχείς στο  β,α  και                                               

ισχύει  ,xd(x)gxd(x)f

β

α

β

α

  να αποδείξετε ότι υπάρχει                                                 

ένα τουλάχιστον   )β,α(ξ τέτοιο, ώστε .)(ξg)(ξf   

 

 

13.   Έστω συνεχής συνάρτηση   .R1,0:f   Να αποδείξετε ότι υπάρχει ένα  

τουλάχιστον 1),0(ξ  τέτοιο, ώστε .)ξ(fξxd(x)f

1

ξ

   

14.   Έστω f , g συνεχείς συναρτήσεις στο R με  

1

0

1

0

.xd(x)g1xd(x)f   

Να αποδείξετε ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον 1),0(ξ  τέτοιο, ώστε   

.3ξ)(ξg)(ξf 2    

 

15.  Δίνεται η συνάρτηση 




lnx

0
t

t

td
e1

et
)x(f . 

 

α)  Να βρείτε το πεδίο ορισμού της συνάρτησης f  . 

 

  β)  Να μελετήσετε την f   ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα . 

 

  γ)  Να αποδείξετε ότι η f   είναι κυρτή στο  .1,0  

 

  δ)  Να αποδείξετε ότι : 

     i)  










lnx

0
t

td
e1

t

x

1
f          και        ii)  xnl

2

1

x

1
f)(xf 2








   

 

 

16.   Α)  Έστω f  συνεχής συνάρτηση στο  α,α . Να αποδείξετε ότι : 

      α)  Αν f  περιττή συνάρτηση, τότε   

α

α-

.0xd(x)f                                

      β)  Αν f  άρτια συνάρτηση, τότε   

α

α-

α

0

.xd(x)f2xd(x)f       
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Β)  Να υπολογίσετε τα ολοκληρώματα : 

 

        α)  


π

π-
2

xd
xμη1

xνσυx
           β)   










π

0

2004

xdxσυνx
2

π
   

              

        γ)   
2

3π

2

π
-

xdx)μ(ηfxσυν , όπου f  συνεχής συνάρτηση στο R . 

 

 

17.  Αν f συνεχής στο R και για κάθε Rx  ισχύει                                    

,xxα)x(f)xα(f 2  όπου α σταθερός πραγματικός αριθμός  ,                                

να αποδείξετε ότι .
12

α
xd)x(f

3α

0

  

 

18.  Αν f συνεχής στο  α,α  και για κάθε  α,αx   ισχύει 

,x)x(f)x(f   να αποδείξετε ότι .
2

α
xd)x(f

2α

α-

  

 

19.   Αν f συνεχής στο R και για κάθε Rx  ισχύει ,)x(f)xα2(f                               

όπου α  σταθερός πραγματικός αριθμός  , να αποδείξετε ότι  

.xd)x(f2xd)x(f

α

0

α2

0

   

 

20.  Αν f συνεχής στο R και για κάθε Rx  ισχύει ,β)xα(f)xα(f   όπου                   

α , β σταθεροί πραγματικοί αριθμοί  , να αποδείξετε ότι .βαxd)x(f

α2

0

  

 

21.  α)  Αν f συνεχής στο  α,0 , να αποδείξετε ότι .xd)xα(fxd)x(f

α

0

α

0

   

       β)  Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα xd
xυνσxμη

xυνσ2

π

0




. 
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22.  α)  Αν f συνεχής στο  β,α , να αποδείξετε ότι .xd)xβα(fxd)x(f

β

α

β

α

   

       β)  Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα xd
xεφ1

13

π

6

π
3


. 

 

23.  Αν f συνεχής στο  β,α   και για κάθε Rx  ισχύει ,)xβα(f)x(f   να  

 

αποδείξετε ότι .xd)(xf
2

βα
xd)x(fx

β

α

β

α




  

 

24.  Να αποδείξετε ότι  : 

 

 
4

π
xd

)xυνσ(f)xμη(f

)xυνσ(f
xd

)xυνσ(f)xμη(f

)xμη(f 2

π

0

2

π

0







  , 

 

 όπου f συνεχής συνάρτηση στο R με 0x)(f   για κάθε .Rx  

 

   25.   Να αποδείξετε ότι   
2

αβ
xd

)xβ(f)αx(f

)αx(f
β

α







  , όπου f συνεχής  

συνάρτηση στο R με 0)xβ(f)αx(f   για κάθε .Rx  

 

                              

  26.   Αν f συνεχής συνάρτηση με 0x)(f   για κάθε  3,0x , να αποδείξετε ότι   

το  ολοκλήρωμα  xd
)x5(f)2x(f

)2x(f
5

2





  είναι ανεξάρτητο της f . 

 

  27.   Η συνάρτηση f είναι συνεχής στο  β,α  και ισχύει ότι c)xβα(f)x(f    

για κάθε  β,αx , όπου c σταθερός πραγματικός αριθμός . Να αποδείξετε 

ότι:    .)β(f)α(f
2

αβ

2

βα
f)αβ(xd)x(f

β

α











 
   

                                                            ( ΠΑΝΕΛΛΗΝΙΕΣ  ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ 1996) 
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28.  Δίνεται η συνάρτηση .0x,

1x

1
)x(f

2




  

α) Να εξετάσετε την  f  ως προς τη μονοτονία .        

β) Να αποδείξετε ότι  
1x

1
)t(f

2 

  για κάθε   .0x,1x,xt   

γ) Να βρείτε το  



















td)t(flim

1x

xx
. 

 

 29.   Θεωρούμε τους πραγματικούς αριθμούς α , β με  βα0  , τη συνεχή    

συνάρτηση R)0,(:f   για την οποία 0td)t(f

β

α

  και τη συνάρτηση  



x

α

,td(t)f
x

1
2(x)g .),(0x   Να αποδείξετε ότι υπάρχει ένα 

τουλάχιστον )β,α(x0 τέτοιο  ώστε να ισχύουν : 

   α) Η εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της συνάρτησης  g                                          

στο σημείο  )x(g,x 00  να είναι παράλληλη στον άξονα x΄x .               

  β)  .)(xf2)x(g 00   

                                                                      ( ΠΑΝΕΛΛΗΝΙΕΣ  ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ 1995 ) 

 

30.   Δίνεται η παραγωγίσιμη συνάρτηση R)0,(:f   για την οποία ισχύουν    

 

i  )    0)x(f    για  κάθε .),(0x   

i i  )  0)x(fx2)x(΄f    για  κάθε .),(0x   

i i i  )  Η γραφική της παράσταση διέρχεται από το σημείο .)1,1(     

        α)  Να αποδείξετε ότι η παράγωγος της f  είναι συνεχής στο ανοικτό   

διάστημα ),(0   και να βρείτε τη συνάρτηση  f . 

β)  Nα αποδείξετε ότι    
x

2 2
1

x 1 f (t) x 1
f (x) dt , x 1

22x 2t

 
    

γ)  Nα βρείτε τη συνάρτηση 
x

2
1

1
F(x) 1 f (t)dt , x 1

2t

 
  
 

     

δ)  Nα αποδείξετε ότι     
x

1

1tdee2
2

t   για  κάθε x 1  

                                                            ( ΠΑΝΕΛΛΗΝΙΕΣ  ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ 1998)                  
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  31.   Να βρείτε συνάρτηση R
2

π
,

2

π
:f 








  με συνεχή δεύτερη παράγωγο  

        για  την  οποία ισχύουν ,1995)0(f   1)0(f΄  και    

tdtμη)t(΄fxνυσtdtνυσ)t(΄΄f1

x

0

2
x

0

  . 

                                                                      ( ΠΑΝΕΛΛΗΝΙΕΣ  ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ 1995 ) 

 

32.   α.  Να αποδείξετε ότι     

1

0

x
e

1

edxedxlnx
2

                                     

β.  Δίνεται  η  συνάρτηση    

x

0

t dtexf
2

.   

β1) Να μελετήσετε τη συνάρτηση f ως προς τη μονοτονία, τα κοίλα και                        

τα σημεία καμπής.                                                                                                             

β2) Να βρείτε την εφαπτομένη της Cf  στο σημείο καμπής της και                               

στη συνέχεια, να υπολογίσετε το σύνολο τιμών της συνάρτησης f.                                                                                                       

β3) Να δείξετε ότι ισχύει: 0 0 0

α+β
βα 2 2 2 2t2 dtt te dt e dt e

e e e
  

  , όπου 0<α<β                  

γ1) Να βρείτε το σύνολο τιμών της συνάρτησης     xΚ x =f x - +e e  ,  x R.                                        

γ2) Να δείξετε ότι: i)  xf (x) e e  , για κάθε x (0, ).    

                              ii)  xf (x) 1e  , για κάθε x ( ,1).                                               

δ) Να βρείτε το εμβαδό Ε του χωρίου Ω που περικλείεται από τη γραφική 

παράσταση της Κ ,τον άξονα x x  και τις ευθείες με εξισώσεις  x=0 , x=1.  

 

33.  Δίνεται η συνάρτηση  f(x) = dt1tt

lnx

2

  . 

i)   Να βρείτε το πεδίο ορισμού της . 

 

ii)  Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία και να βρείτε τα ακρότατα. 

iii) Να βρείτε το dt1tt

lnx

2x
lim  


. 

iv) Να δείξετε ότι η f(x)=0 έχει ακριβώς μια ρίζα στο (e , +  ).  

 

v) Να μελετήσετε την f ως προς τα κοίλα και να δείξετε ότι έχει σημείο 

καμπής με τετμημένη  τη  ρίζα της f(x)=0. 
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34.  Δίνεται συνάρτηση  f  παραγωγίσιμη στο  ,0  για την οποία ισχύει : 

          
x

0
2 2

x
,f x f x α dt ,x 0 α R

x t

e
    


 και f(1)=0.                                             

Επίσης, δίνεται η συνάρτηση  
x

0
2

1

1+t
g x = dt , x > 0                                                     

για την οποία ισχύει  
1

0

1-ln 2g x dx= . 

         i) Να δείξετε ότι:  α) g(1)=1  και   β) 
x

0
2 2

1 1
dt

xx t



, x>0 . 

ii) Να βρείτε τη συνάρτηση f  και να τη μελετήσετε  ως προς τη μονοτονία,                     

και το πρόσημο για τις διάφορες τιμές του α. 

iii) Να βρείτε το όριο: 
x

2 2
0

x

x
dt

x t

e
(lnx )lim


  .                                                                       

 

 

35.  Δίνεται η συνάρτηση  f  ορισμένη στο  ( 0 , + ) για την οποία ισχύει :  

11x12(x)f e3   , x > 0. 

i)   Nα βρείτε τις συναρτήσεις  f , 1-f . 

ii) Να δείξετε ότι η εξίσωση   
 

x

1 1

2

f t
12 6

g(t)
x  dt 2

e


 



                                                     
 

έχει  ακριβώς μια λύση στο  (1,2) , όπου  g  συνάρτηση συνεχής  στο  [1,2]  

με  g 1,2 1,2       . 

 

 

36.  Έστω συνάρτηση g παραγωγίσιμη στο R για την οποία ισχύουν: 

g(0)=0, 1(0)g  και 6(0)g  . 

Επίσης, f(x)= 

0

x

2

g(t)dt
,x 0

x
1 ,x 0
2









 


 . 

i)   Να δείξετε ότι η f είναι συνεχής . 

ιι)  Να βρείτε την παράγωγο της f . 

ιιι) Να εξετάσετε αν η f   είναι συνεχής στο 0.                                                        


