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ΘΕΜΑ  1ο :       
 

Θεωρούμε τους μιγαδικούς αριθμούς  1t) , t R .
2 it

= ∈
+

z(  Να αποδείξετε ότι: 

α)  z(t) z(t) 4z(t) z(t) .+ = ⋅                                                                         

β)  Ο γεωμετρικός τόπος των εικόνων των μιγαδικών αριθμών z(  είναι ο κύκλος με κέντρο  t)

     το σημείο ⎛
⎜
⎝ ⎠

1 , 0
4

Κ ⎞
⎟  και ακτίνα 1

4
.=

z(t)

ρ                                                                   

γ)  Οι εικόνες των μιγαδικών αριθμών  και 
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

*4z , t R
t

− ∈

z

 είναι αντιδιαμετρικά σημεία  
     του προηγούμενου κύκλου.                                                                                                  
                     

)  Οι εικόνες των μιγαδικών αριθμών 1) , z( 4)−  και  είναι κορυφές ορθογωνίου z (2010)δ (  

     τριγώνου.                                                                                                                    
 
ΛΥΣΗ 
 

1 1 1 1z(t) + z(t) 4 z(t) z(t) 4
2 + it 2 + i t 2 + it 2 + i t

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= ⋅ ⇔ + = ⋅ ⋅ ⇔⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
α)  Είναι           

                                              

                1 1 1 14 2 it 2 it 4 4 4
2 it 2 it 2 it 2 it

= ⋅ ⋅ ⇔ − + + = ⇔ =
+ − + −

⇔ + αληθές. 

 

( )β)  Είναι  
( ) ( ) ( )

2 it 2 it4 2 + it1 1 1 1z(t) .
4 2 + it 4 4 2 + it 44 2 + it 4 2 + it

− +−
− = − = = = =     

 

     Άρα ο γεωμετρικός τόπος των εικόνων των μιγαδικών αριθμών  είναι o κύκλος  (C ) με z(t)

     κέντρο το σημείο 1 , 0
4

⎛ ⎞Κ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 και  ακτίνα  1
4

ρ = .     

 

γ)  Στο (β) ερώτημα αποδείξαμε ότι για κάθε t R∈  ο μιγαδικός αριθμός 1z(t)
2 it

=
+

  ανήκει στoν   

,  άρα και για  4 R
t

− ∈  ο μιγαδικός      κύκλο (C ) με κέντρο το σημείο 1 , 0
4

⎛Κ ⎜
⎝ ⎠

⎞
⎟  και ακτίνα 1

4
ρ =

     αριθμός 4z
t

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ανήκει στον ίδιο κύκλο. 
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     Αρκεί τώρα να δείξουμε ότι 4 1z(t) z 2ρ 2 .
t 4

⎛ ⎞− − = = ⋅ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

1
2

 

     Είναι  
( )

4 1 1 1 t 1 tz(t) z
4t 2 + it 2 + it 2t 4i 2 + it 2 t 2i2 + i
t

⎛ ⎞− − = − = − = − =⎜ ⎟ − −⎛ ⎞⎝ ⎠ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

                   
( ) ( ) ( ) ( )

2 it 2 it1 it 2 it 1 .
2 + it 2 2 + it 2 2 + it 22 2 + it 2 2 + it

− +−
= − = = = =

z(t)

 

     Άρα οι εικόνες των μιγαδικών αριθμών  και 4z
t

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

t R .∗∈

z(1)

 είναι αντιδιαμετρικά σημεία  
    του κύκλου (C ) για κάθε                                                                                                         

δ)  Για  t = 1 οι εικόνες των μιγαδικών αριθμών  και ( )4 z 4
1

⎛ ⎞z − = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

−

 είναι αντιδιαμετρικά  

    σημεία του  κύκλου  (C ), σύμφωνα με το προηγούμενο ερώτημα.                                                                       

     Είναι  .  Πράγματι        z(1) z(2010) z( 4)≠ ≠

    1 1 1 2 + i 2 + 2010i 2 4i i 2010i 4i
2 + i 2 + 2010i 2 4i

≠ ≠ ⇔ ≠ ≠ − ⇔ ≠ ≠ −
−

z( 4)− z(2010)

( )z 1 i 1 i , R .= λ + + − λ∈

 αληθές, οπότε οι εικόνες  
   των μιγαδικών αριθμών ,  και  είναι κορυφές ορθογωνίου τριγώνου με    z(1)

     υποτείνουσα το ευθύγραμμο τμήμα που ορίζουν οι εικόνες των μιγαδικών  και z( . z(1) 4)−
 

ΘΕΜΑ  2ο :       
 

Έστω ο μιγαδικός αριθμός   
 

α)  Να βρείτε την εξίσωση της γραμμής στην οποία ανήκει η εικόνα του z .  
 

β)  Για ποια τιμή του λ, το  γίνεται ελάχιστο; z

0λ >γ)  Υποθέτουμε ότι .  Αν z 2 2=   και  zw
3 i

=  τότε: 
−

      i)   Να αποδείξετε ότι 3λ =

R

. 
 

      ii)  Να βρείτε τις τιμές του θετικού ακέραιου αριθμού ν, ώστε 2w ν ∈ .     
 

ΛΥΣΗ  
 

α)  Θέτουμε z x  και έχουμε:  
 

yi , x , y R= + ∈

( ) ( )
x 1 x 1

z i 1 i x yi 1 1 i y 1 x
y 1 y 1
= λ + λ = −⎧ ⎧

= λ + λ + − ⇔ + = λ + + λ − ⇔ ⇔ ⇒ + = − ⇔⎨ ⎨= λ − λ = +⎩ ⎩

           x y 2 0.− − =   Άρα η εικόνα του z κινείται στην ευθεία

            1
 

 : x y 2 0.ε − − =  
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β)  Η ει ανήκει στην ευθεία ε , επομένως το   κόνα M(z)    

     ( )z OM= εται ελάχιστο, όταν το Μ συμπίπτει 
 

 γίν
 το ίχνος  

. 
     Άρα η εξίσωση της ευθείας ΟΚ είναι: ΟΚ .

  

    με Κ της κάθετης από το Ο στην ευθεία ε .  

     Προσδιορίζουμε το Κ ως σημείο τομής της  ΟΚ με  
    

     την ευθεία ε . Είναι:  
 

OK ΟΚ⊥ ε ⇔λ 1 1ε ΟΚ⋅λ = − ⇔λ = −
 

 : y x= −   

     .   

Άρα οπότε το

Λύνουμε το σύστημα : 
y x x= −⎧ ⎧

⇔
1

x y 2 0 y 1
=

⎨ ⎨− − = = −⎩ ⎩    

       ( )1, 1 ,Κ −   z  γίνεται ελάχιστ 
z 1= − νως  x 1 1 1 0λ = = − = . 

 ο, όταν 
Επομέ −

      i .  

i)   Έχου
 

γ)  με: 

( )( ) ( )                    
02 2 2 22 2 1 1 2 2 2 1 2 2 3 3.

λ>

λ + + λ − = ⇔ λ + = ⇔ λ = ⇔λ =
 

z = ⇔

ii) Για 3=  έχουμε: 

               

λ
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )3 i 1 i1 i 3 1 i i 1 i
w 1 i.

3 i 3 i 3 i

− +− + − +
= = = = +

− − −    

     
Επομένως  ( )22w 1 i 1 2i 1 2i= + = + − =    και   

3 1 i+ +

( )2 2w w 2 i
νν ν ν= = ⋅ . 

  
4 , N

w R i R
4 2 , N

∗
ν ν ⎧ν = κ ∈
∈ ⇔ ∈ ⇔ ⎨

ν = κ + κ∈⎩
.    Άρα κ { }     Επειδή 2 2 , 4 , 6 , 8 , 10 , ... .ν ∈  

 

  3ο :       

κοί αριθμοί      z , u και w,  οι οποίοι ικανοποιούν τις σχέσεις: 
ΘΕΜΑ
 

 οι μιγαδιΔίνονται
 

z 2= ,  
u 3⎛ ⎞iRe 0 , u 3i
u 3i
+

= ≠⎜ ⎟−⎝ ⎠
   και   ( ) ( )w 2 16 w 1+ = +

8 8 . 
 

α)  Να βρείτε τα μέτρα των u και w.   
β)  Να αποδείξετε ότι z u w 0 .+ + ≠  

γ)  Να αποδείξετε ότι 1z u w zu 2uw 9zw .
6

+ + = + +
 

 
 

ΛΥΣΗ  

:  

           

2

 
α)  Είναι

u 3i
u 3i
+
−

 u 3iRe 0
u 3i
+ ⎞ =⎜ ⎟−⎝ ⎠

, άρα ο αριθμός  ⎛ είναι φανταστικός, οπότε έχουμε: 

        

   

u 3i u 3i u 3i u 3i u 3i u 3i
u 3i u 3i u 3i u 3i u 3iu 3i
+ + + + + −⎛ ⎞= − ⇔ = − ⇔ = − ⇔⎜ ⎟− − − − +−⎝ ⎠
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( )           ( ) ( )( )u 3i u 3i u 3i u 3i uu 3iu 3iu 9 uu 3iu 3iu 9⇔ + + =− − − ⇔ + + − = − + + + ⇔  
2 22uu 18 2 u 18 u 9 u 3 .⇔ = ⇔ = ⇔ = ⇔ =             

 
     Είναι:  

( ) ( ) ( )
 

( ) 8 88 8 8 8w 2 16 w 1 w 2 16 w 1 w 2 16 w 1+ = + ⇒ + = + ⇔ = + ⇔
 

+
           
 

( )           ( ) ( ) ( )2 2w 2 2 w 1 w 2 2 w 1 w 2 w 2 2 w 1 w 1+ = + ⇔ + = + ⇔ + + = + + ⇔   
 
 

           2ww 2w 2w 4 2ww 2w 2w 2 ww 2 w 2 w 2+ + + = + + + ⇔ = ⇔ = ⇔ =

 )  Υποθέτουμε ότι: 
 

           

. 
 
β

 z u w 0 z w u u z w z w 3 2 2 3 2 2+ + = ⇔ + =− ⇒ = + ≤ + ⇒ ≤ + ⇔ ≤ , που είναι άτοπο.   
. 

: 

         

       Άρα z u w 0+ + ≠
 

γ)  Έχουμε
 

  2 2z 2 z 2 zz 2 z
z

= ⇔ = ⇔ = ⇔ = .  Όμοίως είναι  9u
u

=   και  2w
w

= .  

:  

         

 
 

     Είναι
 

2 9 2 2uw 2z9zw uz u w z u w z u w
z u w z u w

+ +
+ + = + + = + + = + + = =

⋅ ⋅  
  

 

           
2uw 9zw 2zu 2uw 9zw 2zu 1 2uw 9zw 2zu

z u w 62 3 2
+ + + +

= = = + +
⋅ ⋅ ⋅ ⋅

. 

 

ΘΕΜΑ  4ο :       

ίνονται οι μιγαδικοί αριθμοί z , w , u . Αν ισχύουν οι σχέσεις: 
 

Δ
 

z w= u 1= =    (1) ,     z w u 0+ + ≠    (2)     και     02 2 2z w u+ + =     (3)  

α)  2 2 2 2

 

να αποδείξετε ότι: 
 

2 2| z w | | w u | | u z |+ = + = +   
 

β) 2 2 2 0
u

+ + =  

 Οι εικόνες των αριθμών και

1 1 1
z w

 

 z , w , u , z wu   z w wu uz
z w u
+ +

+ +
 γ)  είναι ομοκυκλικά σημεία. 

)  | z w u | 2+   

ΛΥΣΗ 

 

δ + =
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α)    (3
 

Από τη σχέση ) έχουμε: 
                     •

(1)
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2z w u z w u z w u z w 1.+ = − ⇒ + = − ⇒ + = ⇒ + =  

                  

                  •    
(1)

2 2 2 2 2 2 2 2w u z w u z w u 1.⇒ + = − ⇒ + = ⇒ + =  

          

2 2 2w u z+ = −
 

           •
(1)

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2u z w u z w u z w u z 1.+ = − ⇒ + = − ⇒ + = ⇒ + =  

    
 

      Επομένως 2 2 2 2 2 2z w w u u z+ = + = +  .

   Είναι: 

 
)β

                       
z 02 1z 1 z 1 z z 1 z .

z

_ _
= ⇔ = ⇔ = ⇔ =  

       

≠

Ομοίως έχουμε  1w
w

_
=    και   1u

u

_
= . 

      Έχουμε:  
 

                       2 2z w u z+ + = 0 ⇒ +
 

                           

2 2 2 2 2 2 2w u z w u+ = 0 ⇒ + + = 0 ⇒  

     2 2 2
2 2 2

1 1 1z w u
z w u

_ _ _
( ) ( ) ( )⇒ + + = 0 ⇒ + + = 0 . 

γ)   Είναι:  
 

 

                  •    z w u 1= = =  .

    
 

                 • z w u z w u 1 1 1 1.= ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ =  

•    

 

z w wu uz z w wu uz z w wu uzz w wu uz
z w u z w u z w u z w u

+ + + + + ++ +
= = = =

+ + + + + + + +
                   

 

z w wu uz z w wu uz z w wu uz
z wu 1.

1 1 1 z w wu uzwu uz z w
z w u z wu

+ + + + + +
= = = ⋅ =

+ ++ ++ +
 

ς των αριθμών z , w , u , z w u  και 

                        

     Άρα οι εικόνε z w w u uz
z w u
+ +

+ +
 ανήκουν στον μοναδιαίο  

      κύκλο, οπότε είναι ομοκυκλικά σημεία.  

(3)
2u 2uz z w u 2zw 2wu 2uz( )+ ⇒ + + = + + ⇒  

 
δ)   Είναι: 

 2 2 2 2z w u z w u 2zw 2w( )+ + = + + + +

2 2z w u 2 zw wu uz z w u 2 zw wu uz( ) )⇒ + + = + + ⇒ + + = + + ⇒(  

z w w u u z z w w u u zz w u 2 z w u 2
z w u z w u
+ + + +

⇒ + + = ⇒ + + = ⇒
+ + + +

 

                      z w u 2 1 z w u 2.⇒ + + = ⋅ ⇒ + + =  

1-12  ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΑ ΘΕΜΑΤΑ 5



ΕΛΛΗΝΙΚΗ  ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ  ΕΤΑΙΡΕΙΑ                                        ΤΡΑΠΕΖΑ  ΘΕΜΑΤΩΝ  Γ΄ ΛΥΚΕΙΟΥ  2010 

ΘΕΜΑ  5ο :       
 
Έστω οι μιγαδικοί αριθμοί  [( ) )z 2 ( t) 5 ( t) i , t 0 ,= + συν π + + ημ π ∈ +∞ . 

είξετε ότι  
 

α)  Να αποδ z 2 5i 1− − = . 

τη και την ελάχιστη τιμή του
 

)  Να βρείτε τη μέγισβ  z . 

τέτοιος, ώστε η εικόνα του z να ίσκεται πάνω στην   
 

γ)  Να εξετάσετε αν υπάρχει  βρ[ )t 0,∈ +∞  
 

     ευθεία με εξίσωση : y xδ = . 

3 2z w 1)  Έστω w C∈  τέτοιος, ώστε w 1 w i− = − . Να αποδείξετε ότι δ −
2

≥ − . 
 

ΛΥΣΗ 
 

α)  Είναι 2 2z 2 5i (π t) i (π t) (π t) 1= συν + η ν +ημ = . (π t)− − μ = συ

ή
 

 ( )z 2 5i 1− + =   β)  Επειδ , η εικόνα M(z)  κινείται  
        C με κέντρο και ακτίνα ρ=1. 

   Καθώς η εικόνα κινείται στον κύκλο C,    
νουμε ότι ισχύε

( )

 ( )K 2,5  στον κύκλο
 

    M(z)  
      διαπιστώ ι  
 

          ( ) ( ) ( ) ( )1 2 2OM OM OM z OM≤ ≤ ⇔ ≤ ≤ ,  
 

1OM

αι τα

      Επομένως : 
λάχιστη 

      όπου 1 2M , M  είν  σημεία τομής της ευθείας   

      ΟΚ και του κύκλου C.   
 

 

      •   Η ε τιμή του z  είναι:     

                    min z = ( )OK −ρ 29 1= −  

η τιμή του       •   Η  μέγιστ z  είναι   

                    max z = ( )OK 29 1+ = +ρ  

 

 

γ)  Βρίσκουμε την απόστασ  (η ) 2 5 3 1
2 2
−

= = > = ρ , άρα ο κύκλος C και η ευθεία δ  d K,δ δεν   

, επομένως δεν  εικόνα η οποία να ανήκει στην ευθεία 

    έχουν κοινό σημείο υπάρχει  M(z)   δ . 
 
δ)  Επειδή w 1 w i− = − , η ει θεία κόνα N(w)  κινείται στην ευ δ : y x.=  Καθώς η εικόνα M(z)       

      κινείται στον κύκλο C και η εικόνα N(w)  κινείται στην ευθεία : y x,δ =  διαπιστώνουμε ότι 

 ( ) ( )0 0
3 3 2min z w M N d K, 1 1    η ελάχιστη τιμή του ( )z w MN− =  είναι −

22
= = δ −ρ = − = − .    

    Επομένως ισχύει: 3 2z w 1
2

− ≥ − . 
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ΘΕΜΑ
 
α)  Αν η εικόνα του μιγαδικού αριθμού z ανήκει σε κύκλο με κέντρο 

  6ο :       

( )Ο 0,0  και ακτίνα ρ=1, να 

 ίδιο ισχύει και ια την εικόνα του μιγαδικού αριθμού     αποδείξετε ότι το  γ 1 2zw , z 2
z 2
−

= ≠
−

. 

21 x 1 x−β)  Αν z x yi , x , y R ,= + ∈  να αποδείξετε ότι z w 2 , 1 .
5 4x

− = − ≤
−  

≤
 

γ)  Να βρείτε τους μιγαδικούς z και w ώστε, το z w−  να είναι μέγιστο κα ε ι να υπολογίσετ
   

     τη έγιστη τιμή του. 

ΣΗ 

μ
 
ΛΥ
  

)  Είναι: α

                     ( )w z 2 1 2z wz 2w 1 2z
z 2

− = − ⇔ − = − ⇔
−  

       ( )

1 2zw −
= ⇔

 

              1 2wwz 2z 1 2w w 2 z 1 2w z .
w 2
+

⇔ + = + ⇔ + = + ⇔ =
+  

 

      Επειδή  z
 

1=  έχουμε: 

2 21 2w 1 1 2w w 2 1 2w w 2 (1 2w)(1 2w) (w 2)(w 2)
w 2
+

= ⇔ + = + ⇔ + = + ⇔ + + = + + ⇔
+  

                     

                     

2 21 4ww ww 2w 2w 4 3 w 3 w 1 w 1.⇔ + = + + + ⇔ = ⇔ = ⇔ =
  

                    

2w 2w+ +

β)  Είναι: 
2 2 2 2z 1 x y 1 y 1 x .= ⇔ + = ⇔ = −    

 
2 0≥  έχουμε: 

     21 x 0 1 x 1− ≥ ⇔ − ≤ ≤ . 

 

     Επειδή  y
 

                 
 

      Είναι: 
( )                   

( )22 2 2 2 1x yi 12z z 2z 1 2z z 1 x y 2xyi 1z w
2 z 2 z 2 x yi 2 x 2 yi

+ −− − − + − − + −
− = = = = =

− + − − +
 

                    
( )

1z
z

= −
− −

( ) ( )
( ) ( )

( )
2 222 4 2 2 22 2 1

2 2 22

2 x 1 xy2 x 1 xyi 2 x 2x 1 x yx x 1 2xyi 1
x 2 yi x 2 yi x 4x 4 yx 2 y

− +− + − + ++ − + −
= = = = =

− + − + − + +− +
 

                    
( )

 

4 2 2 2 4 2 2 4 2 2

2 2

2 x 2x 1 x 1 x 2 x 2x 1 x x 2 1 x 1 x2
5 4x5 4x 5 4xx 4x 4 1 x

− + + − − + + − − −
= = = =

−− −− + + −
. 

 

)  Η μέγιστη τιμή του γ z w−  είναι η μέγιστη τιμή της συνάρτησης ( )
21 xf x 2

5 4x
−

=
−   

με 1 x 1− ≤ ≤ . 
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     Έχουμε:     

      ( )
( ) ( )( )

( )
( )
( )

2 22

2 22 2 2

2x 5 4x 1 x 4 2 2x 5x1 1 x 1 1f x 2
5 4x 5 4x 5 4x1 x 1 x 1 x2

5 4x

′ 2−

5 4x 5 4x

− − − − −⎛ ⎞−′ = = =⎜ ⎟− − −− − −⎝ ⎠
−

. 
+

− −
 

     Αν ( ) 2 5 3  1x
2

=  f x 0 2x 5x 2 0 x
4
±′ = ⇔ − + = ⇔ = .  Άρα δεκτή  ή  x 2=  απορρίπτεται.  

 

      Για

21 32 1 221 34f 12 3 35 4
2

⎛ ⎞−⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎝ ⎠= = =⎜ ⎟
⎝ ⎠ − ⋅

. Άρα  1x
2

=  η f παρουσιάζει μέγιστο το 3max z w .
3

− =
 

Επίσης για

 

       1x
2

=  έχουμε 
2

2 1 1 3 3y 1 1 y
2 4 4 2

⎛ ⎞= − = − = ⇔ = ±⎜ ⎟
⎝ ⎠

.   Άρα είναι 1 3z i
2 2

= ±   και  

      

   

1 3i
⎞

1 2
2 2 i 3 1 3w i

2 21 3 3 3i
2 2

⎛
− −⎜ ⎟

⎝ ⎠= = = − −     ή     
i 2

2 2
− − − −

1 31 2 i
2 2 i 3 1 3w i

2 21 3 3 3i i
2 2 2

⎛ ⎞
− +⎜ ⎟

−⎝ ⎠= = = − +
+

. 

ΘΕΜΑ  7ο :                

ω συνεχής συνάρτηση f : R R→ , με 

2
2

− − +

 

( )f 0 2=  η ο  x R∈  Έστ ποία για κάθε ικανοποιεί τη σχέση 

      (1). 
α)  Nα βρείτε τις τιμές 

 

4f (f (x)) 4f (x) 6 x+ = −
 

( )f 2  και ( )f 2 .−                                                                         

β)  Nα αποδείξετε ότι ( ) ( )f 2 f 2 0.− = =   
                                                                

γ)  Αν ( )4

x 1

x 4f x 5
lim = 4

x 1→

+ −
−

−
, να βρείτε το ( )

x 1
limf f (x) .
→

 
                                             

)  Να αποδείξετε ότι η εξίσωση ( )f f(x) 1 0=  έχει δύο τουλάχιστον ρίζες στο ( )2 , 2 .−δ +      

έχουμε: 
ΛΥΣΗ   

α)   Για  x = 0  από την (1) ( )( ) ( ) ( ) ( )f f 0 +4f 0 66 f 2 4 2 f 2 2.= ⇒ + ⋅ = = −   ⇒

 έχο ( )( ) ( ) ( ) ( )4f 2 + f 2 6 2 f 2 4 ( 2) 6 16 f 2 2.f 4      Για  x = 2  από την (1) υμε: = − ⇒ − + ⋅ − = − ⇒ − =−  

( )0 2 f 0< =  και η f  συνεχής στο β)  Είναι ( )f 2 2− = − <  είναι [ ] 2, 0 ,−  επομένως από θεώρημα   

 τιμών θα υπάρχ α ( )x 2 ,οενδιαμέσων ει τουλάχιστον έν 0∈ −  τέτοιο, ώστε f (x ) 0ο = .  

ι x x=  απ  την ) έχουμε:    
              ( )o o o of (f (x )) f (x ) = 6 x f 0 4 0= x = 6 x x 4ο ο+ − ⇒ + ⋅ − ⇒ − ⇒ = ⇒  

      Γ α ο ό (1
4 4 4 44 6 2

               ( )οx 2 , 0o o ox 2 ή x 2 x 2=− ⇒ =− , αφού .∈ −    Άρα  ( )f 2 =− 0.  ⇒ =
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      Είναι ( ) ( )f 2 = 2 < 0 < 2 = f 0−  και η f είναι συνεχής στο [ ] 0 , 2 ,  επομένως από εώρημα 

τουλάχιστον ένα
Θ

Ενδιαμέσων Τιμών θα υπάρχει  ( )1x 0 , 2∈  τέτοιο, ώστε 1f (x ) 0= .  

από την (1) έχουμε
     x 2= 6⇒ −  

      Για x :     

         ( )4 4 4 4
1 1 1 1f (f (x )) 4f (x ) = 6 x f 0 4 0= 6 x x 41 1+ − ⇒ + ⋅ − ⇒ = ⇒

1x=  

( ( )1x 0 , 2              1 1 12 ή x 2 x= =− ⇒ =x 2⇒ , αφού .∈   Άρα  )f 2 = 0. 

γ)   Για θεωρούμε τη συνάρτηση x 1≠ ,  ( )4x + 4f x 5
g(x) =

x 1
−

−
( ) ( ), οπότε  ( )

4x 1 x   x  5
f x =

4
− − +

 (2) 

Από όθεση είναι 
x 1
limg(x)= 4 ,
→

οπότε ( )

g

υπ −  ( ) ( ) 4

li ,
g x   x  

f x
x 1 x 1
m lim =1

4→ →

x 1 5− − +
=  ι 

δ)   Θεωρούμε νά τη

κα

( ) ( )
x 1 u 1
limf f (x) limf u =1.
→ →

=  

  
u =f (x)

 τη συ ρ ση ( ) +1g(x) = f f (x) , x R. ∈  

 από τα διαστήματα        Η συνάρτηση  g  είναι συνεχής σε καθένα  2 , 0⎡ ⎤
⎦−   και  ⎣  0 , 2 ,⎡ ⎤

⎣ ⎦  ως  

σμα  συνεχών συναρτήσεων, της  ( )      άθροι f f (x)  που είναι συνεχής ως σύνθεση συνεχών και  
 

ταθερής συνάρτησης 1. 

      Είναι: 

      της σ
 
 

      �  ( ) ( )( ) ( )g = f f 2 +1= f 0 +1−2 = 2 +1= 3.−  

      �  ( ) ( )( ) ( )g 0 = f f 0 +1= +1= 1.f 2 +1= 2− −  

      �  ( ) ( )( ) ( )g 2 = f f 2 +1= f 0 +1= 2 +1= 3. 

      Επομένως  ( ) ( )0g 2 g− ⋅ = −3 0<    και   ( ) ( )0g g 2 3 0⋅ = − < . 

 ίσωση ( )+1g( f f(x) =0x)=0⇔        Ισχύει λοιπόν το Θεώρημα Bolzano σε δύο διαστήματα, άρα η εξ

       θα έχει μια τουλάχιστον ρίζα στο διά   στημα ( )2 , 0−   και μια τουλάχιστον ρίζα στο     

        διάστημα ( )0 , 2 , δηλαδή δύο τουλάχιστον ρίζες στο διάστημα  ( )2 , 2 .−     

                                                                                       
  8ο :        

ι η συνεχής και γνησίως φθίνουσα συνάρτηση f : R R→ . Αν

              
ΘΕΜΑ
 

Δίνετα  
x 1

x + 1lim 1
f (x + 1)→−

= , τότε : 

ε ότι η γραφική πα  της συνάρτησης f διέρχεται από την αρχή των 
 

α)  Να αποδείξετ ράσταση  

     αξόνων.                                                                                                                     

β)  Να ρε ε τ   β ίτ ο
x 0

f (ημx)lim   
x→

. 
                                                                                     

 αποδείξετε  φι  πα σ   σ   τ   α x   γ)  Να ότι η γρα κή ρά ταση τ υ ρτ ης f έμ ι την ευθείης νά ησ νε y 1= −
 

     σε ένα ακρ μείο ( )ο οx ,ιβώς ση y  με ( )οx 0 , 1 .∈                                                   
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ΛΥΣΗ 
 

u=x+1

α)  Είναι  
x 1 u 0
lim 1 lim 1

f (x +1) f (u)→− →
= ⇔ =    (1) . x +1 u

 

      Θεωρούμε τη συνάρτηση ug(u) = ,  για u κοντά στο 0, οπότε g(u) f(u) u⋅ =  και από (1)  
f (u)

     

     (2).
                                  

συνεχής

ισχύει δηλαδή η γραφική παράσταση της f διέρχεται από την αρχή των αξόνων. 

)  Για x κοντά στο 0 είναι:    
                               

      έχουμε  
u 0
lim g(u
→

    ) = 1
             

      Είναι [ ]
( )2

0 u 0 u 0 u 0 u 0
lim g(u) f(u) limu limg(u) limf(u) 0 limf(u) 0
→ → → → →

⋅ = ⇔ ⋅ = ⇔ =  και αφού η f είναι  
u

   

 f (               0) = 0,  
  β

                 f (ημx) f ( x) ημ
x ημx x

= ⋅  

                            

ημ x

      Έχουμε  
u 1)f (ημx) 1 1ημx (

x 0 u 0 u 0

f (u)lim lim lim 1.uημx u 1
f (u)

=

→ → →
= = = =  

      Επομένως  

                            
x 0

f (ημx) f (ημx) ημx f (ημx)lim = lim = lim lim 1 1 1
→ →

⎡ ⎤
x 0 x 0 x 0x ημx x ημx x→ →

ημx .⋅ ⋅ = ⋅ =⎢ ⎥  

)  Αρκεί  δείξουμε τι η εξίσωση 1x)x(f

 
⎣ ⎦

 να  όγ −=  έχει μία ακριβώς ρίζα .  

1x)x(f)x(h

 ( )οx 0 , 1∈

     Θεωρούμε τη συνάρτηση   − += ,  x R.∈  

     Η συνάρτηση h είναι συνεχής στο διάστημα [ ]0 , 1 ,  ως άθροισμα συνεχών συναρτήσεων.  
(α)

(0) 0 1 1 > 0− + =   και  0)1(f11)1(f)1(h = − + = <     Είναι  h(0) f= , γιατί η f είναι γνησίως  
     φθίνουσα συνάρτηση, οπότε  1 > 0 f(1) < f(0) 0.⇔ =   Άρα  ( ) ( )h 0 h 1 < 0. 

     Ισχύει λοιπόν το Θεώρημα Bolzano, άρα η εξίσωση h(x) 0 f (x) x 1= ⇔ = −  έχει τουλάχιστον  

     μία ρίζα ( )οx 0 , 1∈ .  

ουν:   

)x(f)x(f 2>       κ

     Για  ( )1 2x , x 0 , 1∈  με 21 xx <  ισχύ
                                                 αι     1 21 1x x−1 + > − + ,  

     οπότε προσθέτοντας κατά μέλη έχουμε:  
.                                                   )x(h 211 )x(h1x)x(f1x)x(f 122 >⇔+−>+−

     Άρα η συνάρτηση h είναι γνησίως      φθίνουσα στο ( )0 , 1 , οπότε η ρίζα είναι μοναδική.  

     Δηλαδή η εξίσωση f(x) x 1

 οx  

−  έχει μία ακριβώς ρίζα ( )οx 0 , 1∈ . =
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ΘΕΜΑ  9ο :       
 

  εχής συνάρτηση που ικανοποιεί τη σχέση 2 6f (x) x
 

Έστω η συν  f : R R→  =  για κάθε
 
  την εξ η

          

ηρεί σταθερ  σε καθένα α τα διαστήματα ( ), 0−∞  
  

 x R .∈  

α)  Να λύσετε ίσωσ 0.=                                                                  

 f (x)

β)  Να αποδείξετε ότι η f διατ ό πρόσημο πό 

και ( )0 , .+ ∞
                                                                                                                 

γ)  Αν  f ( 2) 0− >  και f ( 2) 0< , να αποδείξετε ότι    

       τη  1f .−

ε)  Να βρε ε  κοινά  τω γραφικών παραστάσεων των συναρτήσεων f και f .  

)   Έχουμε:  
(x) 0= ⇔

 στο  μοναδική ρίζα την x 0.

  3f (x) x .= −
                          

δ)  Να αποδείξετε ότι η f αντιστρέφεται και να ορίσετε συνάρτηση       
             1−ίτ  τα  σημεία ν 
 

ΛΥΣΗ 
 
α
 

                           2 6f (x) 0 f x 0 x 0.= ⇔ = ⇔ =   
 

    Άρα η εξίσωση f (x) 0=  έχει  R =  

άστημα   

      ρεί σταθερό πρόσημο.  
υνάρτηση  μηδενίζετα οπότε σε αυτό το διάστημα 

 
β)   Η συνάρτηση f στο ( , 0)−∞  είναι συνεχής και δε μηδενίζεται, οπότε σε αυτό το δι

διατη
 

      Η σ f στο )  είναι συνεχής και δε ι,  ( 0 +∞,

      διατηρεί σταθερό πρόσημο. 
  

 

      Άρα η f διατηρεί σταθερό πρόσημο σε καθένα από τα διαστήματα ( ), 0−∞  και ( 0 , + .)  ∞
 

νάρτηση f διατηρεί σταθερό πρόσημο στο ( , 0)γ)   Η συ −∞  και από υπόθεση είναι
    οπότε f (x) > 0  για κάθε x ( , 0)∈ − ∞ . Επομένως στο διάστημα αυτό έχουμε: 

             2 6 3f (x) x f (x) x= ⇔ = − , αφού 0.  
0  έχουμε τελικά:  

 f (x)

 f ( 2) > 0,−   
  
                       x <
      Επειδή f (0) =
                                   3x= −   για κάθε ( ]x , 0∈ −∞    (1).  

ρεί στα
 

      Η συνάρτηση f διατη θερό πρόσημο στο ( 0 , )+∞  και από υπόθεση είναι f (2) < 0,   
   ( 0 , ).∞  Επομένως στο διάστημα αυτό έχουμε:       οπότε f (x) < 0 για κάθε x∈ +

2 6x) x=
 

3  
με τελι

3

                                    f ( f (x) x⇔ = − , αφού x > 0. 
    Επειδή f (0) 0=  έχου κά:    

  για κάθε [ )x 0 ,∈ +∞                    f (x)       x    (2). = −
 

      Συνδυάζοντας τις περιπτώσεις (1) και (2) έχουμε: 
                                    3f (x) x= −   για κάθε x R.∈ �    

x , x ∈ 1 2f (x )= ,  τό
3 3 3 3

1 2 1 2x x= ⇔  

 1» στο τιστρέφεται.  
Για να ορίσουμε τη συνάρτηση  λύνουμε την εξίσωση

 

δ)   Έστω  �  με f (x ) τε έχουμε διαδοχικά:  1 2

x x− = =                                    1 2x x− ⇔
          Άρα η f είναι  «1 – ,  οπότε αν
 

 R

 1f − ,  y f (x)=  ως προς x .       
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      Έχουμε: 
3 3y , y 0 y ,

y x
⎧ ⎧

3 3 y 0
( x) y x

y , y , y 0
                    

3 3
y f (x) x

y 0

− − < −⎪ ⎪= − ⇔ ⇔ =
<

⇔ − = ⎨
≥ − ≥⎪⎩

. 

              

έχουμε 

= ⇔ − = ⎨
⎪⎩

                           

      Επειδή ισχύει η ισοδυναμία 1y f (x) x f (y= ⇔ = )−  
3

1

3

y , y 0
f (y)

y , y 0
−

⎧ − <⎪= ⎨
− ≥⎪⎩

. 

      Επομένως:  

1f : R R− →   με  
3 x , x 0− <

. 1

3
f (x)

x , x 0
−

⎧⎪= ⎨
− ≥⎪⎩

( )
3

11 3

)  y f (x x
 f (y) f f (x)  f (y) x  x f (y) y f (x)  x y−−

=⎪ ⎪⇔ ⇔ ⇔ ⇔ ⇔⎨ ⎨ ⎨= = == = −⎪⎩ ⎩⎩ ⎪ ⎩⎩
 

3

3 3

2 23 3 3 3

0

 y x
x  y x

 (x y) x xy y 1y x y  x y x y
≠

⎧ = −
⎪⎧− = −⎪ ⎪ ⎛ ⎞⇔ ⇔ ⇔⎨ ⎨

                    

 

ε)   Λύνουμε το σύστ μαη :   
 

f :1-1  y f (x y f (x)  y f (x) )  y=⎧= ⎧= = −⎧ ⎧
                        

⎧
⎨ ⎨

 

                        
 y⎧ =⎪⇔ ⎨
 x + ⎜ − + + ⎟ = 0− − + + + = 0⎪ ⎪⎩ ⎩ ⎪ ⎜ ⎟

⎝ ⎠
1442443

 

 

3 3 3 3 x(x +1)(x 1) 0 y x  y x  x x  x x 0
 y  x x y  y  x  y  x  y  x

− =⎧ ⎧= − = − − = − − = ⎧
⇔ ⇔ ⇔ ⇔ ⇔⎨ ⎨ ⎨ = −+ = 0 = − = − = − ⎩⎩ ⎩ ⎩ ⎩

 

 

 x 1 ή x 0 ή x 1
(x , y) ( 1,1) ή (0,0) ή (1, 1).

= − = = −⎧
⇔ = − −  

 

οινά σημεία των γραφικών παραστάσεων των συναρτήσεων και είναι τα
 

( 1 , 1) , (0 , 0) και (1 , 1).Α − Ο Β −  
 

 
 :        

Δίνεται συνεχής συνάρτηση f : R R→  και 

+ =
⎪⎩

                        
⎧ ⎧

⇔ ⎨ ⎨

 
 

                        
 y  x

⇔ ⎨ = −⎩

     Άρα τα κ  : 
 

 f   1f −  

ΘΕΜΑ  10ο
⎧ ⎫
⎨ ⎬
⎩ ⎭

1z C
2

∈ − −  έτσι, ώστε να ισχύουν: 
2 2f (x) η                                   (1)      μ x 2x f (x)+ =  για κάθε x R∈     και     

                                   (2)      
x 0

f (x)lim
x→

= l ,   με 
z 2
2z 1
−

=
−

l .         

ίξετε ότι: 
      i)   
α)  Να αποδε
 

z 2 2z 1− = −  
      ii)    Οι εικόνες των μιγαδικών αριθμών  z   ανήκουν στον κύκλο 2C : x 2y 1 .+ =                                            

β)  Nα βρείτε το 
                            

( )
2x 0

f ημx
lim .

x x→ −
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)  Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση g(x) f (x) x= −  
( ) .+ ∞      

γ διατηρεί σταθερό πρόσημο σε καθένα από 
και

τούς τύπ ς συνάρτησης
                                                                                                     

σωση

τα διαστήματα ( ), 0−∞   0 ,
                                                                                                        

δ)  Να βρείτε όλους τους δυνα ους τη f .    
  Nα αποδείξετε ότι η εξί  ( ) 3x 10= + , έχει ια τουλε) z 3 4i 5 x+ − +  μ άχιστον ρίζα στο 

 

 διαιρέσουμε κα  δύο μέλη της σχέσης  (1)  με  

     διάστημα  1 , 2 .⎡ ⎤⎣ ⎦   

ΛΥΣΗ  
      

2x 0≠  α)  i)   Αν ι τα έχουμε 
2 2f (x) ημ x f (x)2⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ =   για κάθε x R∗∈      

x x x⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

⎜ ⎟ (3). 

           πό τη σχέση  ( )   ( )
x 0

R
→

f x
lim , .

x
Α 2   έχουμε = ∈l l   Αν πάρουμε τα ρια και των ο μελ ν  

      έχουμε:

 ό  δύ ώ

     στη σχέση  (3)     

                       ( )221 2 2 1 1 1+ = ⇔ − + =0⇔ − =0⇔ =l l l l l l ,    δηλαδή   ( )2

x 0

f x
lim 1

x→
=      (4). 

           Επομένως  έχουμε  
z 2−

=1 z 2 2z 1
2z 1

⇔ − = −
−

. 

ναι        ii)  Εί ( )( ) ( )( )2 2 z z z 4 z zz 2 2z 1 2 z 2 2z 1 2z 1 z 2 2z 4 z 2 2z 1⇔ ⇔− = − − − = − − − − + = − − + ⇔  

                      2= ⇔ = ⇔ = ⇔ = θέσουμε ,z z z z3 z 3 z 1 1 1.⇔  Αν  z x yi= +  τότε .

                                                                     
β)  Για  x  κοντά στο ox 0=  έχουμε: 

 2 2x y 1+ =  
           Επομένως οι εικόνες των μιγαδικών αριθμών  z   στον κύκλο 2 2C : x y 1 .+ =   ανήκουν

 

                   
( ) ( ) ( )
2 2ημxx x x

f ημx f ημx ημx= ⋅
f ημx ημx 1
ημx x x 1x

= ⋅ ⋅  
−− −

( )      Είναι  
u ημx (4)

u 0

ημx f (u)lim 1
ημx u

=
= =     (5) ,   οπότε έχουμ

 

x 0

f
lim
→ →

ε:  

                   
( ) ( ) ( ) (5)

x 0 x 0 x 0 x 0 x 0

f ημx f xημx 1 ημx 1lim lim lim 1 1 ( 1) 1.
ημx x x 1 ημx x x 1x x→ → → → →

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ − = −
− −−

 

,∈  από τη σχέση  (1)  έχουμε:                     

( ) 222 2 2 2f x μ x f x) x (x) x⇔= − −   (6). 

2
f ημx ημ

lim lim=

 
γ)  Για κάθε x R
      2 2 2 2f (x) 2x x ημ x x ημ− = − ⇔(x) x η ( g+ = −
   

     Είναι  2 2 2 2 2g (x) g (x) x ημ x ημ x x ημx x= 0⇔ = 0⇔ − = 0⇔ = ⇔ = ⇔ x .= 0  

ύει
 

 κάθε     Θυμίζουμε ότι, για  x R∈  ισχ  ημx x≤  και ότι η ισότητα ισχύει μόνο για x 0= . 
    Άρα για x 0≠ έχουμε      22 2 2 2ημx x ημ x x x ημ x g (x) 0 g(x) 0⇔< ⇔ < − > 0 ⇔ > ⇔ ≠  

ρτηση λοιπόν g(x) f (x) x= −  είναι συνεχής ς διαφορά συνεχών συναρτήσεων και δε 
 

      μηδενίζεται στο R ,∗  άρα διατηρεί σταθερό πρόσημο σε καθένα από τα διαστήματα    
      και ( )0 , + .∞   

 

     Η συνά ω

 ( ), 0−∞
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δ)  Διακρίνο
 

♦  Στο
υμε περιπτώσεις: 
 διάστημα έχουμε: 

 

Αν  τότε από τη σχέση  (6) έχουμε   

                   

 ( ), 0−∞  
  g (x) < 0 ,              •

      2 2 2 2 2 2      g (x) x ημ x f (x) x x ημ x f (x) x x ημ x ( Ι).⇔ ⇔= − − − = − − = − −  

  

        

             •   Αν > 0 , τότε από τη σχέση  (6) έχουμε   g (x)

2 2 2 2 2 2   g (x) x ημ x f (x) x x ημ x f (x) x x ημ x (I Ι).⇔ ⇔= − − = − = + −     

έχ

ν  ε από τη σχέση  (6) έχουμ

                   

♦  Στο διάστημα ( )0 , +∞ ουμε: 
 

 
 

             •   Α ) < 0 , ότg(x  τ ε   

                         2 2 IIΙ).  

Αν  , τότε από τη σχέση  (6) έχουμε   

2 2 2 2= − −      g (x) x ημ x f (x) x x ημ x f (x) x x ημ x (⇔ ⇔− − = − = − −

             (x•   g ) > 0

                         2g (x) x η= − 2 2 2 2 2     μ x f (x) x x ημ x f (x) x x ημ x ( IV).⇔ ⇔− = − = + −     

τις περιπτώσεις

 και και  επειδή f (0) = 0 έχουμε  

        Συνδυάζοντας : 
   

   ( Ι)   ( IIΙ)   2 2f (x) x x ημ x= − −  ,  x R.∈  

2 2

2 2

,

,

x x ημ x x 0

x x ημ x x 0

⎧⎪
⎨
⎪⎩

−
  Ι)  και και  επειδή f (0) = 0  έχουμε  (  ( IV)   f (x)

− <
=

+ − ≥
 . 

0  έχουμε  
 

2 2

2 2

,

,

x x ημ x x 0
f (x)

x x ημ x x 0

⎧⎪
⎨
⎪⎩

+ − <
=   (I Ι)  και ( IIΙ)  και  επειδή f (0) =

− − ≥
. 

   (I Ι)  και ( IV)  και  επειδή f (0) = 0  έχουμε  
 

2 2f (x) x x ημ x= + −  , 
 συνάρτηση

 x R.∈  
 

ε)  Θεωρούμε τη  ( )h(x) x z 3 4i 5= − + − +3 x 10+ , ,x 1 , 2∈⎡ ⎤⎣ ⎦  η οποία είναι συνεχής  
     στο διάστημα 1 , 2⎡ ⎤⎣ ⎦  και ισχύει: 
 

     ( )h(1) 1 z= − 3 4i 5 1 10 6 z 3 4i+ − + ⋅ + = − + −  
 

     ( ) ( )h(2) 8= − z 3 4i 5 2 10+ − + ⋅ + 8 2 z i−  

Όμως   

3 4i 2 4 z 3 4= ⋅ + − = ⋅ − + −

     z 3 4i z 3 4i z 3 4i 1 5 4 3− − ≤ + − ≤ + − ⇔ ≤ + ⇔ ≤1 5 z 3 4i z 4i 6− ≤ + − + − ≤ . 

0 .
    Άρα  h (1) ≥ 0   και  h(2) 0≤ ,  οπότε  h (1)h (2) ≤  
     Διακρίνουμε περιπτώσεις: 
 

       Αν h(1)h (2) 0= , τότε

 

•  h(1) 0=  ή h(2) 0= , άρα ρίζες της εξίσωσης είναι οι αριθμοί 1 και 2. 

lzano, οπότε η εξίσωση  έχει μια       
        τουλάχιστον ρίζα ( )x 1 ,∈ .  

 
 

     •   Αν h (1)h (2) 0< , τότε ισχύει το Θεώρημα Bo θα h ( x) 0=  
  o 2

     Σε κάθε λοιπόν περίπτωση η εξίσωση h ( x) 0=  έχε ον ρίζα [ ]o  ι μια τουλάχιστ x 1 , 2 .∈
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ΘΕΜΑ  11ο :        

Έστω οι μη μηδε  μιγαδικοί ανικοί ριθμοί .  Αν ,z w  z i 3
w
=1+  και η εικόνα Α του μιγαδικού 

μού στο μιγαδικό επίπεδο ανήκει στο κύκλο με κέντρο ( ,z  αριθ )Ο 0, 0  και ακτίνα τότε: 
Να αποδείξετε ότι: 

  Β του μιγαδικού  w  ανήκει στο μοναδιαίο κύκλο. 

 2,ρ=  
 

Α)  
     

      α)  Η εικόνα
 

β)  z w = 3 z w = 7+  −             και        .

ποδείξεΒ)  Να α τε ότι υπάρχει ( ) ( +3 2 ξξ 2 z ξw ξ z w 2 .e− + + = ξ 0 , 1∈  ν τέτοιο, ώστε α ισχύει )  

Α
( )

Γ)  ν 
x
lim κ

x→ +
, δείξετε ότι 3 κ 7.

3i 4 x xz 2010− − −

ημx+∞
= να απο ≤ ≤  

 

ΛΥΣΗ 
 
Α) α)   Η εικόνα Α του μιγαδικού αριθμο  μιγαδικό επίπεδο ανήκει στ ε ύ z  στο ον κύκλο μ κέντρο 

κτίνα άρα ισχύει             ( )Ο 0, 0  και α  ρ 2,=  z 2 .   Είναι=
z z1 i 3 w  .
w 3
= + ⇔ =    

              Άρα  

1 i+
zz 2 2

⇔w w w w w 1.
2

= ⇔ = ⇔ = ⇔ = =  

 Β του μιγαδικού w ανήκει στο μοναδιαίο κύκλο. 

1 i 3 1 31 i 3+ ++

           Επομένως η εικόνα
      
     β)   Είναι: 

                        z w 1 i 3 z w =  =  = i 3
w

+ − −  

   

1 i 3 z 1+ −
⇔ ⇔

w 1 1 w
  

w 1z wz w i 3 w .
w w

=−−
= ⇔ − =  30 z 3( )2 2= + ⇔            Άρα

 
           ναι: Εί

                        z 1 i 3 z w 1 i 3 1 z w =  =  = 2 i 3
1 w w

+ + + + +
⇔ ⇔ +  

w
  

1

            Άρα   
w 1z wz w ++

32 i 3 2 z w 7 .
w w

( )
=

2 2= + ⇔ = + ⇔ + =  

 

Β)  Θεωρούμε τη συνάρτηση  [ ]0 , 1 . 3 2 στημαxh(x) x 2 z xw x z w e( )= − + + + − 2  στο διά
      •    H h  σ υνεχής στο [ ]0 , 1  ως πράξη συνεχών. 
 

      •    ο2z w 2e 2 z w 2 3 0+ − = + − = >  

          

h(0) = −
 

  h(1) z w z w 2 z w z w 2 3 7 2 0e e e= − + + + − = − + + − = + − <   

(0) h(1) 0⋅ < . 

      Ισχύει λοιπόν το Θεώρημα Βolzano, οπότε θα υπάρχει

 

            Άρα h
 

 ( )ξ 0 ,1∈  τέτοιο, ώστε

)

 ( )h ξ 0.=  
 

      Είναι  ( 3 2 3 2ξ ξ0 ξ 2 z ξw ξ z w 0 ξ 2 z ξw ξ z we e( ) ( )= ⇔ − + + + − 2 = ⇔ − + + + = 2  h ξ
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Γ) έχουμε: 

           
( )

  Για κάθε x (0 , )∈ +∞  

•
( ) ( ) 20103i 4 z3i 4 x xz 2010 3i 4 z x 2010 x

ημxημx x ημx x 1
x

− − −− − − − − ⋅ −
= =

+ + +
 

        
ημημx 1 1

x x x x
= ≤ =

x
 ,  οπότε   1 ημx 1

x x x
− ≤ ≤          •    

 

 
x x

1 1lim lim 0
x x→+∞ →+∞

⎛ ⎞− = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

              Είναι , οπότε από Κριτήριο Παρεμβολής έχουμε  
x

ημxlim 0.
x→+∞

=  

( )

 

( )
      Άρα ( )

x x
li ημxημx x 1
→+∞ →+∞+ +

20103i 4 z3i 4 x x 2010 xlim 3i 4 z

x

− − −− −
= = − − ,  οπότε ( )

z
m

−
κ 3i 4 z .= − −  

 

       Ισχύει   ( )3i 3i 4− −4 z z 3i 4 + z 5 2 κ 5 2 3 κ 7.− − ≤ ≤ − ⇔ − ≤ ≤ + ⇔ ≤ ≤  

 

 12ο :        
αι η παραγωγίσιμη συνάρτηση f : R R→  με f (x) 0

 
ΘΕΜΑ 
 

Δίνετ  για  κάθε x R .≠ ∈  

 τους μιγαδικούς αρ
1

Θεωρούμε ιθμούς βi
f (α)

u = +   και  
1

w αi .
f(β)

= −   

ετε ότι   α)  Να αποδείξ
1

αRe uw β
f (α

( ) =
)f (β)

+    και   
β α

Im uw
f (β) f (α)

( ) = − . 

β)  Αν Im uw 0( ) =  και  ( )ξ α , β∈  τέτοιο, ώστε ′
f(ξ)

f (ξ)
ξ

= . ⎡ ⎤⎣ ⎦0 α , β ,∉  να αποδείξετε ότι υπάρχει

γ)  Αν Re uw 0( ) = , να αποδείξετε ότι οι αριθμοί  α , β είναι ετερόσημοι. 
 

)  Να υπολογίσετε το όριο  ( )δ ⋅ 2

x

1lim f (2004)f(2010) x ημ x→−∞
. 

ΥΣΗ 
 

Λ
 

α)  Είναι  1uw
f (α

⎛
= ⎜

1 1 β αβi αi αβ i
) f (β) f (α)f (β f (β f (α)

⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
+ − = + + −⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝
, 

) )⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎠
 

     άρα   
1

  
β α

Im uw
f

Re uw αβ
f (α)f (β)

( ) = +     και  
(β) f (α)

( ) = − . 

 

β)  Είναι  β α f(α) f (β
f (β) f (α) α β

= ⇔ =

 

ρούμε τη συνάρτηση

)Im(uw) 0= ⇔ . 

     Θεω   [ ]f (x) ,  x α ,β= ∈ .   h (x)
x
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     •   Η   h  είναι παραγωγίσιμη στο  συνάρτηση [ ]α ,β  με 2

)
x

x f (x) f (xh (x) ΄΄ −
= . 

     •  f(α) f (β)
α β

=  

 λοιπόν το Θεώρημα Rolle στο διάστημα [ ]α ,β ,  οπότε θα υπάρχει ( )ξ α ,β∈  τέτοιο, ώστε                     Ισχύει

2

ξ f (ξ) f (ξ) f ξ)(f (ξ)
ξ ξ

΄ ΄−
0⇔ = 0⇔ = . h (ξ)΄ =     

 

1 1Re(uw) 0γ)  Είναι  αβ 0+ = αβ
f (α)f (β) f (α)f (β)

= ⇔ ⇔ = −     (1). 
 

   Η συνάρτηση είναι συνεχής και f(x) 0 f   για κάθε x R ,  ∈≠  άρα η f διατηρεί σταθερό πρόσημο  
επομένως (2). Από (1) και  έχουμε αβ 0,

 

     στο R ,  (2)  f (α)f (β) 0>  <  άρα οι αριθμοί α , β  είναι  
     ετερόσημοι. 

με: 

 

 

δ)  Για κάθε x ( , 0)∈ −∞  έχου

2 1f (2004)f (2010) x ημ 004⋅ =

1ημ
xf (2 )f (2010) x 1x

x

⋅ ⋅  

: 
μο σ 2004)  κ

                         είναι ομόσημοι, άρα f (2004) f (2010) 0.

     Έχουμε
                    •   Επειδή η f διατηρεί σταθερό πρόση το R,  οι αριθμοί f ( αι f (2010)             

⋅ >  

                  •  
t

1 t
x

x 0

1ημ ημ txlim lim 11 t
x

=

→−∞ →
  =    και    

x
lim x
→−∞

−∞ .   ==

     Άρα   2

x

1 xlim f (2004 ημ lim f (2004)f (2010) .
x →−∞

⎜ ⎟⎛ ⎞ = = −∞⎜ ⎟⎜ ⎟
⎠

 
1ημ⎛ ⎞

x→−∞⎝
)f (2010) x x 1

x

⋅ ⋅ ⋅
⎜ ⎟
⎝ ⎠
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