
ΑΣΚΗΣΕΙΣ  ΣΤΑ  ΔΙΑΝΥΣΜΑΤΑ 
 

Σελίδα 1 από 6 
 

  

  1.     Δίνεται το ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ. Αν ισχύει η ισότητα 
®®®®®

-=-+ AKAM2ΒΛBK2AB ,  
          να αποδείξετε ότι τα σημεία Κ , Λ και Μ είναι συνευθειακά. 
 

   2.    Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ. Αν είναι 
®®®

+= ΑΓ2ΑΒκΒΔ  και ( ) ®®®
++= ΑΓ3ABκ1ΓΕ 2 ,  

 να δείξετε ότι τα διανύσματα 
®
EΓ  και 

®
BD  δεν μπορεί να είναι παράλληλα  

 για καμιά τιμή του RκÎ . 

  3.    Δίνονται τα διανύσματα α , β , γ  που δεν είναι ανά δύο παράλληλα.  

 Αν τα διανύσματα β2α -  και γ  είναι συγγραμμικά και τα γα2 - , β  είναι 

συγγραμμικά, να δείξετε ότι και τα διανύσματα γβ4 + , α  είναι συγγραμμικά. 

  4.    Έστω τα διανύσματα αΑΒ =
®

, βΒΓ =
®

, αρΓΔ =
®

, RρÎ  και β2α
3
1ΔΕ +=

®
. 

 i) Να βρείτε τα διανύσματα 
®
AG  και 

®
GE  συναρτήσει των α , β  και ρ. 

ii) Να βρείτε το ρ, ώστε τα σημεία Α , Γ, Ε να είναι συνευθειακά,  

    αν τα διανύσματα α  και β  δεν είναι παράλληλα. 

   5.   Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ . Να βρεθεί που βρίσκονται τα σημεία Μ που επαληθεύουν τη 
 

         σχέση : MG+MA=MB+MA . 

 

   6.   Αν βα ^ , ( ) ( )β3αβα -^+  και 2βα =- , να βρεθούν τα μέτρα  

των διανυσμάτων α , β . 

   7.   Αν 2α = , 3β =  , 1γ = και 0γ3βα2
r

=+- , να υπολογίσετε  

την παράσταση αγγββαΚ ×+×+×= . 

  8. Δίνονται τα διανύσματα α  και β  με 2α =  και 1β = . Αν υπάρχει RxÎ    τέτοιο, ώστε να 

ισχύει β2xαβαx +=+ , να δείξετε ότι α //β .  
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9. Αν για τα διανύσματα α , β , γ  ισχύει 0γβ3α2
r

=++  και γβα == , να δείξετε ότι :      

α ­ ­ γ  και β ­ ¯ γ . 

 

  10.  Δίνονται τα διανύσματα α  και β  για τα οποία ισχύουν : 

 1α = , 2β =  και (
Ù
β,α )

3
π2

= . 

i) Να βρεθεί το διάνυσμα 
r
x  για το οποίο ισχύει )αx( +

r
//β  και )βx( +

r
//α . 

ii) Να βρεθεί το xr . 
 

  11.  Αν ( )4,3α -= , ( )1,2β = , να βρεθεί το μήκος της προβολής του β  στο α . 

 

  12.  Να αναλυθεί το διάνυσμα ( )4,12γ -=  σε δύο συνιστώσες με διευθύνσεις εκείνες              

των διανυσμάτων ( )1,3α = , ( )2,2β -= . 
 
 

  13.   Έστω α  και β  δύο διανύσματα τέτοια, ώστε να είναι 3α = , 2β =  και (
Ù
β,α )

3
π2

= .        

Αν β3α2δ += , να υπολογιστεί η γωνία (
Ù
α,δ ). 

 

  14.   Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και σε κάθε σημείο Μ του επιπέδου του αντιστοιχίζουμε το διάνυσμα 

( )
®®®

+-= ΓΜ4ΒΜ2ΑΜ3Μf . 

        i) Να βρεθεί σημείο Ο τέτοιο, ώστε να είναι ( ) 0Οf
r

=  και ύστερα  

 να δείξετε ότι ( )
®

-= ΜΟ5Μf . 

ii) Να βρείτε τον γεωμετρικό τόπο των σημείων Μ για τα οποία  είναι ( )Mf // 
®
BG . 

iii) Να βρείτε τον γεωμετρικό τόπο των σημείων Μ για τα οποία είναι ( )
®

= ΜΑ5Μf . 
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 15.    Δίνονται τα διανύσματα α  και β  με (
Ù
β,α )

3
π

= , 2α =  και 1β = . 

 Να αναλυθεί το διάνυσμα β  σε δύο κάθετες μεταξύ τους συνιστώσες  

 από τις οποίες η μια να έχει τη διεύθυνση του α . 

 
 16.    Στο επίπεδο δίνονται τα σταθερά σημεία Α και Β.  
 Να βρεθεί ο γεωμετρικός τόπος των σημείων Μ του επιπέδου 

       για τα οποία ισχύει κMBMA 22 =+ , όπου *Rκ +Î  σταθερό με 2κ>ΑΒ2 

 
 
 
 17.    Να βρείτε τον γεωμετρικό τόπο των σημείων Μ του επιπέδου  

στις παρακάτω περιπτώσεις : 

     i)  Το διάνυσμα 
®®®

++= ΓΜΒΜΑΜ2ur  είναι παράλληλο προς  

το διάνυσμα 
®
BG  του τριγώνου ΑΒΓ. 

ii)  Ο, Α είναι δύο σταθερά σημεία του επιπέδου και ισχύει : 

     3ΟΑ =
®

 και 160OA2ΜOOΜ =÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-×

®®®
.  

     iii) Α , Β είναι δύο σταθερά σημεία του επιπέδου με ( ) 2αΑΒ =   

και κΜΒΜΑ =× , όπου κ σταθερό και 0ακ 2 >+ . 

iv) Ισχύει 0ΑΜΓΑΜΑΑΒ =×+×
®®®®

, όπου Α , Β, Γ οι κορυφές του τριγώνου ΑΒΓ. 

 18. Δίνονται τα μοναδιαία διανύσματα α  και β . Αν (
Ù
+ α,βα )

4
π

= ,                                                       

να υπολογίσετε τη γωνία φ=(
Ù
β,α ).  

 

 19.     Δίνονται τα διανύσματα α ,β , γ , με ( )2,0α =
®

, ( )1,1β -=
®

 και  2γ2α =+ , 

4γα =- .                                                                                                                                                  

i)  Να υπολογιστούν τα γ  και γα ×  και στη συνέχεια να δείξετε ότι α + γ = 0  

         ii) Αν γ3β2αu ++= , να βρεθεί η προβολή του u  πάνω στο α . 
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  20.   Αν      
523

gba
==     και   0γβα =++      να  δείξετε  ότι  : 

 

              i)    α  ­­  β                  ii)    α
2
3

= β   και  0γ2β5 =+  

 
 

  21. Δίνονται τα μοναδιαία διανύσματα β,α  , για τα οποία ισχύει ÷
÷

ø

ö

ç
ç

è

æ Ù
β,α =

3
2π

. 

 ( ) .α
2

3
βααπροβ:ότι αποδείξετε Να i) =-  

 
( ).βα

α
προβv,βαuόπου,

6
π

v,u:ότι αποδείξετε Να ii) -=-==
Ù

÷
÷

ø

ö

ç
ç

è

æ
       

         .β,ανδιανυσμάτωτωνγωνίατηνδιχοτομείuτουφορέαςΟiii) -  
 
 

22.  Σε κάθε τρίγωνο ΑΒΓ με διάμεσο ΑΜ και ύψος ΑΔ ,να αποδείξετε ότι:              
2

ΒΓ
2
12

ΑΜ2
2

ΑΓ
2

ΑΒi) +=+  

         ΓΒΔΜ2
2

ΑΓ
2

ΑΒii) ×=-  
 
 
 

  23.  Για  τα  διανύσματα   α   ,  β    δίνεται   ότι   | α  |  =  1  ,  | β  |  =  2     και   (
Ù
β,α )= 

3
p

 .                 

Έστω  τα  διανύσματα     β3α2u +=    ,  β2αv -=  . Να βρείτε :  

           i)  το  εσωτερικό  γινόμενο    βα ×  

         ii)  τα  μέτρα     | u  |   ,   | v  |      

        iii)  το  εσωτερικό  γινόμενο    vu ×  

        iv)  το  συνημίτονο  της  γωνίας  των  διανυσμάτων    u  , v  
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  24. Δίνονται τα διανύσματα β ,α
rr

 για τα οποία ισχύουν:  αr = β
r

=2 και  ( )β,α
rr

=
3
π

. 

   i) Να δείξετε ότι: 2βα =×
rr

     

ii) Αν =vr βα
rr

+  και β2αu
rvr -= , να  βρείτε το εσωτερικό γινόμενο uv rr

× , τα μέτρα vr                                   

και ur ,καθώς   και την γωνία ( vr ,ur ).     

  iii) Να δείξετε ότι α
2
3vαπροβ rrr = . 

 

  25. Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ  για το οποίο ισχύουν : 1ΑΒ = , 3ΑΓ = και ( )ΑΓ,ΑΒ
Ù

=
3
π

. 

 Αν Μ το μέσο της πλευράς ΒΓ , να υπολογίσετε το  συνημίτονο της γωνίας των  

διανυσμάτων AB  και AM . 
 
 
 

  26.  Αν για κάθε λÎR ισχύει : ( ) ( )βαλβλα -^+  και | α  |  = 1, να αποδείξετε ότι : 

         α) βα ^      β)  | β  |  = 1     γ)  5β4α3 =-  

 

  27. Δίνονται τα διανύσματα α ,β για τα οποία ισχύει: | α  |  = 2 ,  | β  |  = 1 και ( )β,α
rr Ù

=
3

2π
. 

        Να υπολογίσετε τον πραγματικό αριθμό λ αν ισχύει ( ) β 21βλαβπροβ =+ . 

 
 
 

28. Δίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ  (ΑΒ=ΑΓ) .  Να αποδείξετε ότι τα σημεία Δ του επιπέδου   

για τα οποία ισχύει : 0=AD×AG+AD×AB  βρίσκονται σε ευθεία παράλληλη στη ΒΓ .   
 

29. Για τα διανύσματα α 0¹  και  β 0¹  ισχύουν : | α  |  = 2 , | β  |  = 3  και ( )
3
π

βα,α =-
Ù

. 

      Να βρείτε την γωνία των διανυσμάτων  α , β . 
 

30. Για τα διανύσματα α  και  β  ισχύουν : | α  |  = 2 , | β  |  = 1 και ( )
3

2π
β,α =

Ù
. 

      Να βρείτε : i) το βα
rr
×   ii) την προβολή του α στο β  iii) το v  , όπου v = α -2β  

      iv) το μέτρο της προβολής του β  στο v  και v) την γωνία των διανυσμάτων β , v  
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31. Έστω τα διανύσματα α, β

ur r

και γ
ur

του επιπέδου για τα οποία ισχύει:                                  

( ) αα γ γ =8προβ γ + 4β× × r

r r r r r

,  α
r

= 2 και α β 4× = -
ur r

.                                                                                                    

1. Να αποδείξετε ότι: α)  αγ = 2προβ γ + βr

ur r r

    β)  γ = 2α +β
r r r

 .                                                                

2. Αν επιπλέον ισχύει β 2¹
r

,να δείξετε ότι: α) τα διανύσματα α και β
ur r

 δεν είναι 

συγγραμμικά .   β)  τα διανύσματα α και γ
ur r

 δεν είναι συγγραμμικά .  
 
 
32. Έστω τα διανύσματα α, β

ur r

 με α
r

= β 1=
r

.                                                                                       

Θεωρούμε και την εξίσωση ( )22x 2 α β x+ 1 αβ = 0- - -
r r rr

(1) .                                                                 

α) Να δείξετε ότι  η εξίσωση (1) έχει πραγματικές ρίζες.                                                                                             
β) Αν ρ1, ρ2  οι ρίζες της εξίσωσης ,τότε 1 2

2 2ρ +ρ 8 α+β =0= Û
r r r

.                                                            

γ) Αν ρ1, ρ2  οι ρίζες της εξίσωσης με 1 2ρ ρ 1× = ,τότε α β^
r r

.                                                               
Στη συνέχεια, να λύσετε  την εξίσωση. 

       δ) Αν ρ1, ρ2  οι ρίζες της εξίσωσης με 1 2ρ ρ 2+ = ,να υπολογίσετε τη γωνία θ των 

διανυσμάτων α , β
r r

. 
 
 


