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ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1
Θεωρούμε μία συνάρτηση𝑓 ηοποία είναι δύοφορές παραγωγίσιμηστοRμε 𝑓 (0) = 2, 𝑓′ (0) = −1
και για την οποία για κάθε 𝑥 ∈ R ισχύει:

𝑓″ (𝑥) = 𝑓 (𝑥) − 1

Θεωρούμε ακόμη την συνάρτηση:

𝑔 (𝑥) = (𝑓 (𝑥) − 𝑓′ (𝑥) − 1) 𝑒𝑥 , 𝑥 ∈ R

i) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση 𝑔 είναι σταθερή στοR.

ii) Να αποδείξετε ότι για κάθε 𝑥 ∈ R ισχύει: 𝑓′ (𝑥) − 𝑓 (𝑥) = −1 − 2𝑒−𝑥

iii) Να βρείτε την συνάρτηση 𝑓.

iv) Να βρείτε την αντίστροφη της 𝑓.

v) Αν 𝑎 < 𝑏, να αποδείξετε ότι: −𝑒−𝑎 (𝑏 − 𝑎) < 𝑒−𝑏 − 𝑒−𝑎 < −𝑒−𝑏 (𝑏 − 𝑎)

2
Θεωρούμε τις συναρτήσεις:

𝑓 (𝑥) = 𝑒𝑥 , 𝑥 ∈ R και 𝑔 (𝑥) = −𝑥2 − 𝑥 , 𝑥 ∈ R

i) Να αποδείξετε ότι η εφαπτομένη της 𝐶𝑓 στο σημείο της A(0, 1) εφάπτεται και στην 𝐶𝑔 .

ii) Να αποδείξετε ότι υπάρχει ακριβώς ένας πραγματικός αριθμός 𝑎 που ανήκει στο διάστημα
(−1, 0) τέτοιος ώστε: 𝑒𝑎 + 2𝑎 + 1 = 0

iii) Θεωρούμε την συνάρτηση:

ℎ (𝑥) = 𝑓 (𝑥) − 𝑔 (𝑥) , 𝑥 ∈ R

(αʹ) Να δείξετε ότι για κάθε 𝑥 ∈ R ισχύει: ℎ (𝑥) ≥ 𝑎2 − 𝑎 − 1
(βʹ) Να εξετάσετε πόσες ρίζες έχουν οι εξισώσεις:

𝑒𝑥 = 2 − 𝑥 − 𝑥2 και 𝑒𝑥 + 1 = −𝑥2 − 𝑥

3
Θεωρούμε την συνάρτηση:

𝑓 (𝑥) = ൫𝑥2 + 𝑎൯ 𝑒−𝑥 , 𝑥 ∈ R

Η ευθεία 𝑦 = −2𝑥 + 2 εφάπτεται στην γραφική παράσταση της 𝑓 στο σημείο M(0, 𝑓 (0)) .

i) Να αποδείξετε ότι 𝑎 = 2.

ii) Να μελετήσετε την μονοτονία της συνάρτησης 𝑓.

iii) Να υπολογίσετε τα όρια:
α) lim

𝑥→−∞
𝑓 (𝑥) β) lim

𝑥→+∞
𝑓 (𝑥)

iv) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση 𝑓 (𝑥) = 7 έχει ακριβώς μία λύση στοR.
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4
Έστω μία συνεχής συνάρτηση 𝑓 ∶ R → R για την οποία για κάθε 𝑥 ∈ R ισχύει:

𝑓 (𝜂𝜇𝑥) + 𝑓 (𝜎𝜐𝜈𝑥) = 1

i) Να αποδείξετε ότι:

(αʹ) 𝑓 ൭√22 ൱ = 1
2 και 𝑓 (0) + 𝑓 (1) = 1

(βʹ) Υπάρχει 𝑥0 ∈ [0, 1] τέτοιο ώστε: 𝑓 (𝑥0) + 𝑥0 = 1

ii) Έστω, επιπλέον, ότι η 𝑓 είναι παραγωγίσιμη και ότι για κάθε 𝑥 ∈ R ισχύει:

𝑓 (𝑥) ≥ √2𝑥 − 1
2

(αʹ) Να βρείτε την 𝑓′ ൭√22 ൱ και να γράψετε την εξίσωση της εφαπτομένης της 𝐶𝑓 στο

σημείο της με τετμημένη √2
2 .

(βʹ) Να υπολογίσετε το όριο: lim
𝑥→0

𝑓 (1) − 𝑓 (𝜎𝜐𝜈𝑥)
𝜂𝜇𝑥

5
Δίνεται η παραγωγίσιμη συνάρτηση 𝑓 ∶ ൬−𝜋

2 ,
𝜋
2൰ → R, με 𝑓 (0) = 1, για την οποία ισχύει:

𝑓′ (𝑥) = 𝜀𝜑2𝑥 , για κάθε 𝑥 ∈ ൬−𝜋
2 ,

𝜋
2൰

i) Να αποδείξετε ότι: 𝑓 (𝑥) = 𝜀𝜑𝑥 − 𝑥 + 1 , −𝜋
2 < 𝑥 < 𝜋

2
ii) Να βρείτε τις εξισώσεις των εφαπτομένων της γραφικής παράστασης της 𝑓 που είναι πα‑

ράλληλες στην ευθεία 𝑦 = 𝑥.

iii) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση 𝑓 (𝑥) = 0 έχει μοναδική ρίζα 𝑥0 , η οποία βρίσκεται στο
διάστημα ቀ−𝜋

2 , 0ቁ .

iv) Να υπολογίσετε το όριο: lim
𝑥→𝑥0

1
𝑓 (𝑥) ⋅ 𝜂𝜇 (𝑥 − 𝑥0)

v) Αφού εξηγήσετε γιατί η συνάρτηση 𝑓 είναι αντιστρέψιμη, να λύσετε την ανίσωση:

4 ⋅ 𝑓−1 ൬൫𝑥2 − 𝑥 − 2൯ ⋅ (𝑒𝑥 − 1) + 𝜋
4൰ + 𝜋 < 0
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6
Δίνεται μία συνάρτηση 𝑓 η οποία είναι συνεχής στο [0, +∞), παραγωγίσιμη στο (0, +∞), με
𝑓 (𝑙𝑛2) = 1, για την οποία για κάθε 𝑥 > 0 ισχύει:

𝑓 (𝑥) ⋅ 𝑓′ (𝑥) = 1 + 𝑓2 (𝑥)
2

i) Να αποδείξετε ότι: 𝑓 (𝑥) = √𝑒𝑥 − 1 , 𝑥 ≥ 0

ii) Να λύσετε την εξίσωση: √𝑒𝑥 − 1 + 𝑙𝑛2 = 𝑥 + 1

iii) Να αποδείξετε ότι υπάρχει 𝜉 ∈ (0, 𝑙𝑛2) τέτοιο ώστε: 𝑓 (𝜉) = 𝑙𝑛2 ⋅ 𝑒𝜉
2

iv) Ένα σημείο Μ(𝑥, 𝑓 (𝑥)) ξεκινά από την αρχή των αξόνων και κινείται πάνω στην γραφική
παράσταση της συνάρτησης 𝑓, με την τετμημένη του να αυξάνεται με ρυθμό 2 μονάδες ανά
δευτερόλεπτο. Αν Κ είναι η προβολή του σημείου Μ στον άξονα 𝑥′𝑥, να υπολογίσετε τον
ρυθμό μεταβολής του εμβαδού του τριγώνου ΟΜΚ, την χρονική στιγμή που το σημείο Μ
είναι το (𝑙𝑛2, 1) .

7
Δίνεται η παραγωγίσιμη συνάρτηση 𝑓 ∶ R → R για την οποία ισχύουν:

lim
𝑥→+∞

𝑓 (𝑥) = +∞ , lim
𝑥→−∞

𝑓 (𝑥) = −∞ , 𝑓′ (0) = 1

και επιπλέον για κάθε 𝑥 ∈ R:
𝑓′ (𝑥) = 2

1 + 𝑒𝑓(𝑥)

i) Να αποδείξετε ότι η 𝑓 είναι γνησίως αύξουσα στοR και να βρείτε το σύνολο τιμών της.

ii) Να αποδείξετε ότι η 𝑓 είναι κοίλη στοR.

iii) Να δείξετε ότι η εξίσωση 𝑓 (𝑥) = 0 έχει μοναδική ρίζα το 0.

iv) Να δείξετε ότι για κάθε 𝑥 ∈ R ισχύει: 𝑓 (𝑥) + 𝑒𝑓(𝑥) = 2𝑥 + 1

v) Να δείξετε ότι οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων 𝑓 και 𝑓−1 έχουν κοινή εφαπτο‑
μένη στην αρχή των αξόνων.

vi) Να βρείτε την ασύμπτωτη της 𝐶𝑓 στο −∞.

vii) Να αποδείξετε ότι η 𝐶𝑓 δεν έχει ασύμπτωτη στο +∞.

8
Δίνεται μία συνάρτηση 𝑓, η οποία είναι παραγωγίσιμη στο διάστημα [0, 1], για την οποία ισχύει
𝑓′ (𝑥) > 0 για κάθε 𝑥 ∈ (0, 1) . Αν 𝑓 (0) = 2 και 𝑓 (1) = 4 , να δείξετε ότι:

i) Η ευθεία 𝑦 = 3 τέμνει την γραφική παράσταση της 𝑓 σε ένα ακριβώς σημείο με τετμημένη
𝑥0 ∈ (0, 1) .

ii) Υπάρχει 𝑥1 ∈ (0, 1) τέτοιο ώστε: 𝑓 (𝑥1) =
𝑓 ቀ15ቁ + 𝑓 ቀ25ቁ + 𝑓 ቀ35ቁ + 𝑓 ቀ45ቁ

4
iii) Υπάρχει 𝑥2 ∈ (0, 1) ώστε η εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της 𝑓 στο σημείο της

Μ(𝑥2, 𝑓 (𝑥2)) να είναι παράλληλη στην ευθεία 𝑦 = 2𝑥 + 2000
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9
Έστω μία συνάρτηση 𝑓 που είναι παραγωγίσιμη στο σύνολο R, για την οποία για κάθε 𝑥 ∈ R

ισχύει:
𝑓3 (𝑥) + 𝛽𝑓2 (𝑥) + 𝛾𝑓 (𝑥) = 𝑥3 − 2𝑥2 + 6𝑥 − 1

όπου 𝛽, 𝛾 πραγματικοί αριθμοί με 𝛽2 < 3𝛾.

i) Να δείξετε ότι η συνάρτηση 𝑓 δεν έχει ακρότατα.

ii) Να δείξετε ότι η συνάρτηση 𝑓 είναι γνησίως αύξουσα.

iii) Να δείξετε ότι υπάρχει μοναδική ρίζα της εξίσωσης 𝑓 (𝑥) = 0 , η οποία ανήκει στο ανοικτό
διάστημα (0, 1) .

10
Δίνεται μία παραγωγίσιμη συνάρτηση 𝑓 ∶ R → R, με 𝑓 (0) = 0, η οποία για κάθε 𝑥 ∈ R ικανοποιεί
την σχέση:

𝑓 (𝑥) − 𝑒−𝑓(𝑥) = 𝑥 − 1

i) Να εκφραστεί η 𝑓′ ως συνάρτηση της 𝑓.

ii) Να αποδείξετε ότι για κάθε 𝑥 > 0 ισχύει: 𝑥
2 < 𝑓 (𝑥) < 𝑥𝑓′ (𝑥)

iii) Αν 𝐸 είναι το εμβαδόν του χωρίου Ω που ορίζεται από την γραφική παράσταση της 𝑓, τις
ευθείες 𝑥 = 0, 𝑥 = 1 και τον άξονα 𝑥′𝑥, να δείξετε ότι:

1
4 < 𝐸 < 𝑓 (1)

2

11
Δίνεται η συνάρτηση:

𝑓 (𝑥) = ඥ𝑥2 + 1 − 𝑥

i) Να αποδείξετε ότι: lim
𝑥→+∞

𝑓 (𝑥) = 0

ii) Να βρείτε την πλάγια ασύμπτωτη της γραφικής παράστασης της 𝑓, όταν το 𝑥 τείνει στο
−∞.

iii) Να αποδείξετε ότι για κάθε 𝑥 ∈ R ισχύει: 𝑓′ (𝑥) ⋅ √𝑥2 + 1 + 𝑓 (𝑥) = 0

iv) Να αποδείξετε ότι: න
1

0

1
√𝑥2 + 1

𝑑𝑥 = 𝑙𝑛 ቀ√2 + 1ቁ

12
Θεωρούμε την συνάρτηση:

𝑓 (𝑥) = ൝
𝑎 + 𝑒𝑥 , 𝑥 ≤ 0
𝑥𝑙𝑛𝑥 , 𝑥 > 0

i) Ναυπολογίσετε τονπραγματικόαριθμό𝑎,ώστεησυνάρτηση𝑓 να είναι συνεχήςστοσημείο
𝑥0 = 0.

ii) Αν για τον πραγματικό αριθμό 𝑎 ισχύει 𝑎 = −1, τότε:

(αʹ) Να εξετάσετε αν η συνάρτηση 𝑓 είναι παραγωγίσιμη στο 𝑥0 = 0.
(βʹ) Να βρείτε τα διαστήματα μονοτονίας της 𝑓.
(γʹ) Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από την γραφική παρά‑

σταση της 𝑓, τον άξονα 𝑥′𝑥 και τις ευθείες 𝑥 = 1 και 𝑥 = 𝑒.
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13
Δίνεται μία συνάρτηση 𝑓, η οποία είναι παραγωγίσιμη στοR, με 𝑓′ (𝑥) ≠ 0 για κάθε 𝑥 ∈ R.

i) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση 𝑓 είναι ένα προς ένα.

ii) Αν η γραφική παράσταση της 𝑓 διέρχεται από τα σημεία Α(1, 2005) και Β(−2, 1), να λύσετε
την εξίσωση:

𝑓−1 ൫−2004 + 𝑓 ൫𝑥2 − 8൯൯ = −2

iii) Να δείξετε ότι υπάρχει τουλάχιστον ένα σημείο Μ της γραφικής παράστασης της 𝑓 στο
οποίο η εφαπτομένη της 𝐶𝑓 είναι κάθετη στην ευθεία (𝜀) ∶ 𝑦 = − 1

668𝑥 + 2005

14
Δίνεται μία συνεχής συνάρτηση 𝑓 ∶ R → R για την οποία ισχύει:

lim
𝑥→0

𝑓 (𝑥) − 𝑥
𝑥2 = 2005

i) Να αποδείξετε ότι:
α) 𝑓 (0) = 0 β) 𝑓′ (0) = 1

ii) Να βρείτε τον πραγματικό αριθμό 𝜆 για τον οποίον ισχύει:

lim
𝑥→0

𝑥2 + 𝜆 ⋅ 𝑓2 (𝑥)
2𝑥2 + 𝑓2 (𝑥) = 3

iii) Αν επιπλέον η συνάρτηση 𝑓 είναι παραγωγίσιμη, με συνεχή πρώτη παράγωγο στο R και
για κάθε 𝑥 ∈ R ισχύει 𝑓′ (𝑥) > 𝑓 (𝑥) , να αποδείξετε ότι:

α) 𝑥𝑓 (𝑥) > 0, για κάθε 𝑥 ≠ 0 β) න
1

0
𝑓 (𝑥) 𝑑𝑥 < 𝑓 (1)

15
Θεωρούμε την συνάρτηση:

𝑓 (𝑥) = 2 + (𝑥 − 2)2 , 𝑥 ≥ 2

i) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση 𝑓 είναι ένα προς ένα.

ii) Να αποδείξετε ότι υπάρχει η αντίστροφη συνάρτηση 𝑓−1 της 𝑓 και να βρείτε τον τύπο της.

iii) Να βρείτε τα κοινά σημεία των γραφικών παραστάσεων των συναρτήσεων 𝑓 και 𝑓−1 με
την ευθεία 𝑦 = 𝑥.

iv) Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τις γραφικές παραστάσεις
των συναρτήσεων 𝑓 και 𝑓−1.

6



ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ

16
Δίνεται η συνάρτηση:

𝑓 (𝑥) = 𝑥 + 1
𝑥 − 1 − 𝑙𝑛𝑥

i) Να βρείτε το πεδίο ορισμού και το σύνολο τιμών της συνάρτησης 𝑓.

ii) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση 𝑓 (𝑥) = 0 έχει ακριβώς δύο ρίζες στο πεδίο ορισμού της.

iii) Θεωρούμε τις συναρτήσεις:

𝑔 (𝑥) = 𝑙𝑛𝑥 και ℎ (𝑥) = 𝑒𝑥

Αν η εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της συνάρτησης 𝑔 στο σημείο A(𝑎, 𝑙𝑛𝑎), με
𝑎 > 0 και η εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της συνάρτησης ℎ στο σημείο B൫𝛽, 𝑒𝛽൯,
με 𝛽 ∈ R ταυτίζονται, τότε να δείξετε ότι ο αριθμός 𝑎 είναι ρίζα της εξίσωσης 𝑓 (𝑥) = 0.

iv) Να αιτιολογήσετε γιατί οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων 𝑔 και ℎ έχουν ακριβώς
δύο κοινές εφαπτομένες.

17
Οι συναρτήσεις 𝑓 και 𝑔 είναι ορισμένες και παραγωγίσιμες στοR, με 𝑔 (0) = 1 και για κάθε 𝑥 ∈ R

ισχύουν:
𝑓′ (𝑥) = 𝑔2 (𝑥) ≠ 0
𝑓2 (𝑥) + 𝑔2 (𝑥) = 1

i) Να αποδείξετε ότι:

(αʹ) Για κάθε 𝑥 ∈ R ισχύει: 𝑔′ (𝑥) = −𝑔 (𝑥) ⋅ 𝑓 (𝑥)
(βʹ) Η 𝑔 είναι γνησίως μονότονη σε κάθε ένα από τα διαστήματα (−∞, 0], [0, +∞) και

έχει ακρότατο το 1.

ii) (αʹ) Να μελετήσετε την συνάρτηση 𝑓 ως προς την κυρτότητα και να βρείτε τα σημεία
καμπής της.

(βʹ) Να γράψετε την εξίσωση της εφαπτομένης της γραφικής παράστασης της 𝑓 στο
σημείο της 𝑂 (0, 0) .

iii) Αν 𝐸 είναι το εμβαδόν του χωρίου που ορίζεται από την γραφική παράσταση της 𝑓 και τις
ευθείες 𝑦 = 𝑥 και 𝑥 = 1, να αποδείξετε ότι: 𝐸 = 1

2 + 𝑙𝑛 (𝑔 (1))

18
Δίνεται η συνάρτηση:

𝑓 (𝑥) = 2√𝑥 ⋅ (𝑙𝑛𝑥 − 2) , 𝑥 > 0

i) Να αποδείξετε ότι:
𝑓′ (𝑥) = 𝑙𝑛𝑥

√𝑥
, 𝑥 > 0

ii) Να βρείτε το όριο: lim
𝑥→0+

𝑓′ (𝑥)

iii) Να μελετήσετε την 𝑓 ως προς τα κοίλα και να βρείτε το σημείο καμπής της.

iv) Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από την γραφική παράσταση της
συνάρτησης 𝑓′, τον άξονα 𝑥′𝑥 και τις ευθείες 𝑥 = 1

𝑒 και 𝑥 = 𝑒2.

7
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19
Δίνεται η συνάρτηση:

𝑓 (𝑥) = 𝑥3 − 3𝑥 − 2𝜂𝜇2𝜃

όπου 𝜃 ∈ R με 𝜃 ≠ 𝑘𝜋 + 𝜋
2 , 𝑘 ∈ Z.

i) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση 𝑓 παρουσιάζει ένα τοπικό μέγιστο, ένα τοπικό ελάχιστο και
ένα σημείο καμπής.

ii) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση 𝑓 (𝑥) = 0 έχει ακριβώς τρεις πραγματικές ρίζες.

iii) Αν 𝑥1, 𝑥2 είναι οι θέσεις των τοπικών ακροτάτων και 𝑥3 η θέση του σημείου καμπής της
𝑓, να αποδείξετε ότι τα σημεία Α(𝑥1, 𝑓 (𝑥1)), Β(𝑥2, 𝑓 (𝑥2)) και Γ(𝑥3, 𝑓 (𝑥3)) βρίσκονται στην
ευθεία (𝜀) ∶ 𝑦 = −2𝑥 − 2𝜂𝜇2𝜃

iv) Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από την γραφική παράσταση της
συνάρτησης 𝑓 και την ευθεία (𝜀) .

20
Δίνεται η συνάρτηση:

𝑓 (𝑥) = ൝
𝑥𝑙𝑛𝑥 , 𝑥 > 0
0 , 𝑥 = 0

i) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση 𝑓 είναι συνεχής στο 𝑥0 = 0.

ii) Να μελετήσετεως προς την μονοτονία την συνάρτηση 𝑓 και να βρείτε το σύνολο τιμών της.

iii) Να βρείτε το πλήθος των διαφορετικών θετικών ριζών της εξίσωσης:

𝑥 = 𝑒𝑎/𝑥

για όλες τις πραγματικές τιμές του 𝑎.

iv) Να αποδείξετε ότι για κάθε 𝑥 > 0 ισχύει: 𝑓′ (𝑥 + 1) > 𝑓 (𝑥 + 1) − 𝑓 (𝑥)

21
Δίνεται η συνάρτηση:

𝑓 (𝑥) = 𝑥 + 2 + 2𝑙𝑛𝑥

i) Να μελετήσετε την συνάρτηση 𝑓 ως προς την μονοτονία και να βρείτε τα διαστήματα στα
οποία είναι κυρτή ή κοίλη.

ii) Να βρείτε το σύνολο τιμών και το πλήθος των ριζών της 𝑓.

iii) Θεωρούμε την συνάρτηση:
𝑔 (𝑥) = 𝑥𝑙𝑛𝑥

𝑥 + 2
Να αποδείξετε ότι υπάρχει 𝑥0 τέτοιο ώστε για κάθε 𝑥 > 0 να ισχύει: 𝑔 (𝑥) ≥ 𝑔 (𝑥0)

iv) Να αποδείξετε ότι για κάθε 𝑥 > 2 ισχύει: 𝑓 (𝑥 − 2) < 2𝑓 (𝑥 + 1) − 𝑓 (𝑥 + 4)

8
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22
Δίνεται η συνάρτηση:

𝑓 (𝑥) = 𝑎𝑥 − 𝑙𝑛 (𝑥 + 1) , 𝑥 > −1
όπου 𝑎 > 0 και 𝑎 ≠ 1.

i) Αν ισχύει 𝑓 (𝑥) ≥ 1 για κάθε 𝑥 > −1, να αποδείξετε ότι 𝑎 = 𝑒.

Για 𝑎 = 𝑒:

ii) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση 𝑓 είναι κυρτή.

iii) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση 𝑓 είναι γνησίως φθίνουσα στο διάστημα (−1, 0] και γνησί‑
ως αύξουσα στο διάστημα [0, +∞) .

iv) Αν 𝛽, 𝛾 ∈ (−1, 0) ∪ (0,+∞), να αποδείξετε ότι η εξίσωση:

𝑓 (𝛽) − 1
𝑥 − 1 + 𝑓 (𝛾) − 1

𝑥 − 2 = 0

έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο διάστημα (1, 2) .

23
Δίνεται η συνάρτηση:

𝑓 (𝑥) = 𝑙𝑛 ൣ(𝜆 + 1) 𝑥2 + 𝑥 + 1൧ − 𝑙𝑛 (𝑥 + 2) , 𝑥 > −1

όπου 𝜆 ένας πραγματικός αριθμός με 𝜆 ≥ −1.

i) Να προσδιορίσετε την τιμή του 𝜆, ώστε να υπάρχει το όριο lim
𝑥→+∞

𝑓 (𝑥) και να είναι πραγμα‑
τικός αριθμός.

Για 𝜆 = −1:

ii) Να μελετήσετεως προς την μονοτονία την συνάρτηση 𝑓 και να βρείτε το σύνολο τιμών της.

iii) Να βρείτε τις ασύμπτωτες της γραφικής παράστασης της συνάρτησης 𝑓.

iv) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση 𝑓 (𝑥) + 𝑎2 = 0 έχει μοναδική λύση για κάθε πραγματικό
αριθμό 𝑎 με 𝑎 ≠ 0.

24
Δίνεται η συνάρτηση:

𝑓 (𝑥) = 2𝑥 + 𝑙𝑛 ൫𝑥2 + 1൯ , 𝑥 ∈ R

i) Να μελετήσετε ως προς την μονοτονία την συνάρτηση 𝑓.

ii) Να λύσετε την εξίσωση: 2 ൫𝑥2 − 3𝑥 + 2൯ = 𝑙𝑛 ൭
(3𝑥 − 2)2 + 1

𝑥4 + 1 ൱

iii) Να αποδείξετε ότι η 𝑓 έχει δύο σημεία καμπής και ότι οι εφαπτομένες της γραφικής παρά‑
στασης της 𝑓 στα σημεία καμπής της τέμνονται σε σημείο του άξονα 𝑦′𝑦.

iv) Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα: න
1

−1
𝑥𝑓 (𝑥) 𝑑𝑥

9
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25
Δίνεται μία συνάρτηση 𝑓 ∶ [0, 2] → R, η οποία είναι δύο φορές παραγωγίσιμη και ικανοποιεί τις
συνθήκες:

𝑓′ (0) = 2𝑓 (0) , 𝑓′ (2) = 2𝑓 (2) + 12𝑒4 , 𝑓 (1) = 𝑒2

𝑓″ (𝑥) − 4𝑓′ (𝑥) + 4𝑓 (𝑥) = 𝑘𝑥𝑒2𝑥 , για κάθε 0 ≤ 𝑥 ≤ 2
όπου 𝑘 ένας πραγματικός αριθμός.

i) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση:

𝑔 (𝑥) = 3𝑥2 − 𝑓′ (𝑥) − 2𝑓 (𝑥)
𝑒2𝑥 , 0 ≤ 𝑥 ≤ 2

ικανοποιεί τις υποθέσεις του θεωρήματος Rolle στο διάστημα [0, 2] .

ii) Να αποδείξετε ότι υπάρχει 𝜉 ∈ (0, 2), τέτοιο ώστε να ισχύει:

𝑓″ (𝜉) + 4𝑓 (𝜉) = 6𝜉𝑒2𝜉 + 4𝑓′ (𝜉)

iii) Να αποδείξετε ότι 𝑘 = 6 και ότι: 𝑔 (𝑥) = 0 , 𝑥 ∈ [0, 2]

iv) Να αποδείξετε ότι:
𝑓 (𝑥) = 𝑥3 ⋅ 𝑒2𝑥 , 0 ≤ 𝑥 ≤ 2

v) Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα: න
2

1

𝑓 (𝑥)
𝑥2 𝑑𝑥

26
Έστω η παραγωγίσιμη συνάρτηση: 𝑓 ∶ (0, +∞) → R, με 𝑓 (1) = 0, για την οποία για κάθε 𝑥 > 0
ισχύει:

𝑥𝑓′ (𝑥) = 𝑥 + 1
𝑒𝑓(𝑥) + 1

i) Να δείξετε ότι η συνάρτηση 𝑔 (𝑥) = 𝑒𝑥 + 𝑥 είναι ένα προς ένα.

ii) Να δείξετε ότι:
𝑓 (𝑥) = 𝑙𝑛𝑥 , 𝑥 > 0

iii) Να μελετήσετε την συνάρτηση:
ℎ (𝑥) = 𝑓 (𝑥) − 1

𝑥
ως προς την μονοτονία και να βρείτε το σύνολο τιμών της.

iv) Να λύσετε στο διάστημα ൬0, 𝜋2൰ την εξίσωση: ൬
𝜂𝜇𝑥
𝑒 ൰

𝜎𝜐𝜈𝑥
= ൬𝜎𝜐𝜈𝑥𝑒 ൰

𝜂𝜇𝑥

v) Να μελετήσετε την συνάρτηση ℎ ως προς την κυρτότητα και να αποδείξετε ότι για κάθε
𝑥1, 𝑥2, όπου 𝑥2 > 𝑥1 > 0, ισχύει:

ℎ (𝑥2) − ℎ (𝑥1)
𝑥2 − 𝑥1

≥ − 1
2𝑒5

10



ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ

27
Δίνεται η συνάρτηση:

𝑓 (𝑥) = (𝑥 − 2) 𝑙𝑛𝑥 + 𝑥 − 3 , 𝑥 > 0

i) Να βρείτε τις ασύμπτωτες της γραφικής παράστασης της συνάρτησης 𝑓.

ii) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση 𝑓 είναι γνησίως φθίνουσα στο διάστημα (0, 1] και γνησίως
αύξουσα στο διάστημα [1, +∞) .

iii) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση 𝑓 (𝑥) = 0 έχει δύο ακριβώς θετικές ρίζες.

iv) Αν 𝑥1, 𝑥2 είναι οι ρίζες του προηγούμενου ερωτήματος, με 𝑥1 < 𝑥2, να αποδείξετε ότι υπάρ‑
χει μοναδικός αριθμός 𝜉 ∈ (𝑥1, 𝑥2), τέτοιος ώστε:

𝜉 ⋅ 𝑓′ (𝜉) − 𝑓 (𝜉) = 0

και ότι η εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της συνάρτησης 𝑓 στο σημείο της
M(𝜉, 𝑓 (𝜉)) διέρχεται από την αρχή των αξόνων.

28
Δίνεται η συνεχής συνάρτηση: 𝑓 ∶ [1, +∞) → R για την οποία ισχύουν:

• 𝑓2 (𝑥) − 2𝑓 (𝑥) = 𝑥 − 2 , για κάθε 𝑥 ∈ [1, +∞) .

• lim
𝑥→2

(𝑥 − 2) 𝑓 (𝑥) − 𝜂𝜇 (𝑥 − 2)
√𝑥 + 2 − 2

= 4

i) Να δείξετε ότι 𝑓 (1) = 1 και 𝑓 (2) = 2.

ii) Θεωρούμε την συνάρτηση:

𝑔 (𝑥) = 𝑓 (𝑥) − 1 , 𝑥 ∈ [1, +∞)

Να δείξετε ότι η συνάρτηση 𝑔 διατηρεί πρόσημο στο διάστημα (1,+∞) και στην συνέχεια
να δείξετε ότι:

𝑓 (𝑥) = √𝑥 − 1 + 1 , 𝑥 ∈ [1, +∞)

iii) Να αποδείξετε ότι η 𝑓 αντιστρέφεται και να βρείτε την αντίστροφή της 𝑓−1.

iv) Θεωρούμε την συνάρτηση:

𝑑 (𝑥) = ห𝑓 (𝑥) − 𝑓−1 (𝑥)ห , 𝑥 ∈ [1, 2]

Η παραπάνω συνάρτηση εκφράζει την κατακόρυφη απόσταση των γραφικών παραστά‑
σεων των συναρτήσεων 𝑓 και 𝑓−1 στο διάστημα [1, 2]. Να δείξετε ότι η συνάρτηση 𝑑 πα‑
ρουσιάζει μέγιστο σε κάποιο 𝑥0 ∈ (1, 2) .

29
Δίνονται οι συναρτήσεις:

𝑓 (𝑥) = 𝑒𝑥−2 και 𝑔 (𝑥) = 𝑙𝑛𝑥 + 2

i) Να βρείτε τις συνθέσεις 𝑓 ∘ 𝑔 και 𝑔 ∘ 𝑓 και να εξετάσετε αν είναι ίσες.

ii) Να αποδείξετε ότι η 𝑓 έχει αντίστροφη και να βρείτε την 𝑓−1.

iii) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση 𝑒𝑥−2 = 𝑙𝑛𝑥 + 2 έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο διάστημα
൫𝑒−2, 2൯ .

iv) Να αποδείξετε ότι: lim
𝑥→−∞

𝑓 (𝑥)
(𝑔 ∘ 𝑓) (𝑥) = lim

𝑥→+∞
𝑔 (𝑥)

(𝑓 ∘ 𝑔) (𝑥) = 0
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30
Δίνεται η συνάρτηση:

𝑔 (𝑥) = −𝑙𝑛𝑥

i) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση 𝑔 αντιστρέφεται και να βρεθεί η αντίστροφή της 𝑔−1.

ii) Να δείξετε ότι η εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της συνάρτησης 𝑔 στο σημείο της
A(1, 𝑔 (1)) εφάπτεται και στην γραφική παράσταση της συνάρτησης 𝑔−1.

iii) Να βρεθεί το σύνολο τιμών της συνάρτησης:

ℎ (𝑥) = 𝑙𝑛𝑥 − 𝑒−𝑥

iv) Δίνεται η συνάρτηση:

𝑓 (𝑥) = ൝
𝑔−1 (𝑥) , 𝑥 ≤ 𝑎
−𝑔 (𝑥) , 𝑥 > 𝑎

, όπου 𝑎 > 0

Να δείξετε ότι υπάρχει μοναδικός θετικός πραγματικός αριθμός 𝑎 ώστε η συνάρτηση 𝑓 να
είναι συνεχής στο σημείο 𝑥0 = 𝑎.

31
Δίνεται η συνάρτηση:

𝑓 (𝑥) = 𝑥 + 𝑎
𝑥 , 𝑥 ∈ R∗

i) Αν η ευθεία (𝜀) ∶ 𝑦 = −3𝑥+8 είναι εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της συνάρτησης
𝑓, να αποδείξετε ότι 𝑎 = 4 και να βρείτε το σημείο επαφής.

Για 𝑎 = 4:

ii) Να μελετήσετε την συνάρτηση 𝑓 ως προς την μονοτονία και τα ακρότατα.

iii) Να βρείτε το σύνολο τιμών της 𝑓.

iv) Να βρείτε τις τιμές των πραγματικών αριθμών 𝜅 και 𝜆, με 𝜅 < −1 < 𝜆, για τους οποίους
ισχύει:

𝑓 (𝜆 + 1) − 𝑓 (𝜅 + 1) = 8

v) Να υπολογίσετε το όριο: lim
𝑥→+∞

(𝑓 (𝑒) − 4) 𝑥3 − 5𝑥 + 7
(𝑓 (𝑒) − 5) 𝑥2 + 𝑥 + 3

32
Δίνεται η συνάρτηση:

𝑓 (𝑥) = (𝑥 − 1) 𝑙𝑛𝑥 − 1 , 𝑥 > 0

i) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση 𝑓 είναι γνησίως φθίνουσα στο διάστημα Δ1 = (0, 1] και
γνησίως αύξουσα στο διάστημα Δ2 = [1,+∞) . Στην συνέχεια να βρείτε το σύνολο τιμών
της 𝑓.

ii) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση: 𝑥𝑥−1 = 𝑒2013 , 𝑥 > 0 , έχει ακριβώς δύο θετικές ρίζες.

iii) Αν 𝑥1, 𝑥2, με 𝑥1 < 𝑥2, είναι οι ρίζες της εξίσωσης του προηγούμενου ερωτήματος, να απο‑
δείξετε ότι υπάρχει 𝑥0 ∈ (𝑥1, 𝑥2) τέτοιο ώστε: 𝑓′ (𝑥0) + 𝑓 (𝑥0) = 2012

iv) Να βρείτε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από την γραφική παράσταση της συ‑
νάρτησης 𝑔 (𝑥) = 𝑓 (𝑥) + 1 , με 𝑥 > 0 , τον άξονα 𝑥′𝑥 και την ευθεία 𝑥 = 𝑒.
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33
Δίνεται η συνεχής συνάρτηση 𝑓 ∶ R → R για την οποία για κάθε 𝑥 ∈ R ισχύει:

𝑥𝑓 (𝑥) + 1 = 𝑒𝑥

i) Να αποδείξετε ότι: 𝑓 (𝑥) = ൞
𝑒𝑥 − 1

𝑥 , 𝑥 ≠ 0

1 , 𝑥 = 0

ii) Να αποδείξετε ότι ορίζεται η αντίστροφη συνάρτηση 𝑓−1 και να βρείτε το πεδίο ορισμού
της.

iii) Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της γραφικής παράστασης της 𝑓 στο σημείο
A(0, 𝑓 (0)) . Στη συνέχεια, αν είναι γνωστό ότι η 𝑓 είναι κυρτή, να αποδείξετε ότι η εξίσωση:

2𝑓 (𝑥) = 𝑥 + 2 , 𝑥 ∈ R

έχει ακριβώς μία λύση.

iv) Να βρείτε το όριο: lim
𝑥→0+

[𝑥 ⋅ 𝑙𝑛𝑥 ⋅ 𝑙𝑛 (𝑓 (𝑥))]

34
Δίνεται η συνάρτηση

ℎ (𝑥) = 𝑥 − 𝑙𝑛 (𝑒𝑥 + 1) , 𝑥 ∈ R

i) Να μελετήσετε την ℎ ως προς την κυρτότητα.

ii) Να λύσετε την ανίσωση:
𝑒ℎ൫2ℎ′(𝑥)൯ < 𝑒

𝑒 + 1 , 𝑥 ∈ R

iii) Να βρείτε την οριζόντια ασύμπτωτη της γραφικής παράστασης της ℎ στο +∞, καθώς και
την πλάγια ασύμπτωτή της στο −∞.

iv) Δίνεται η συνάρτηση:
𝜑 (𝑥) = 𝑒𝑥 (ℎ (𝑥) + 𝑙𝑛2) , 𝑥 ∈ R

Ναβρείτε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από την γραφική παράσταση της 𝜑, τον
άξονα 𝑥′𝑥 και την ευθεία 𝑥 = 1.

35
Θεωρούμε μία συνάρτηση 𝑓 ∶ (0, +∞) → R για την οποία για κάθε 𝑥 ∈ R ισχύει:

𝑓 (𝑒𝑥) = 𝑒𝑥 + 𝑥 − 1

i) Να αποδείξετε ότι:
𝑓 (𝑥) = 𝑙𝑛𝑥 + 𝑥 − 1 , 𝑥 > 0

ii) Να αποδείξετε ότι η 𝑓 είναι γνησίως αύξουσα και κοίλη.

iii) Να βρείτε τις ασύμπτωτες της γραφικής παράστασης της συνάρτησης 𝑓.

iv) Να αποδείξετε ότι ορίζεται η αντίστροφη της 𝑓 και να βρείτε το πεδίο ορισμού της αντί‑
στροφης συνάρτησης 𝑓−1.

v) Με βάση τις απαντήσεις σας στα προηγούμενα ερωτήματα, να σχεδιάσετε την γραφική πα‑
ράσταση της 𝑓 και στην συνέχεια, στο ίδιο σύστημα αξόνων, να σχεδιάσετε την γραφική
παράσταση της συνάρτησης 𝑓−1.
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36
Έστω η παραγωγίσιμη συνάρτηση 𝑓 ∶ (0, +∞) → R, με σύνολο τιμών τοR, για την οποία για κάθε
𝑥 > 0 ισχύει:

𝑒𝑓(𝑥) ൫𝑓2 (𝑥) − 2𝑓 (𝑥) + 3൯ = 𝑥

i) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση 𝑓 αντιστρέφεται και να βρείτε την αντίστροφη συνάρτηση
𝑓−1 της 𝑓.

Δίνεται ότι:
𝑓−1 (𝑥) = 𝑒𝑥 ൫𝑥2 − 2𝑥 + 3൯ , 𝑥 ∈ R

ii) Να μελετήσετε την συνάρτηση 𝑓−1 ως προς την κυρτότητα. Στην συνέχεια, να βρείτε το
εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από την γραφική παράσταση της συνάρτησης 𝑓−1,
την εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της 𝑓−1 στο σημείο που αυτή τέμνει τον άξονα
𝑦′𝑦 και την ευθεία 𝑥 = 1.

iii) Για κάθε 𝑥 ∈ R θεωρούμε τα σημεία A൫𝑥, 𝑓−1 (𝑥)൯ , B൫𝑓−1 (𝑥) , 𝑥൯ των γραφικών παραστά‑
σεων των συναρτήσεων 𝑓−1 και 𝑓 αντίστοιχα.

(αʹ) Να αποδείξετε ότι, για κάθε 𝑥 ∈ R, το γινόμενο των συντελεστών διεύθυνσης των
εφαπτομένων των γραφικών παραστάσεων των συναρτήσεων 𝑓−1 και 𝑓 στα ση‑
μεία 𝐴 και 𝐵 αντίστοιχα, είναι ίσο με 1.

(βʹ) Να βρείτε για ποια τιμή του 𝑥 ∈ R, η απόσταση των σημείων 𝐴, 𝐵 γίνεται ελάχιστη
και να βρείτε την ελάχιστη απόστασή τους.

37
Δίνεται η συνάρτηση:

𝑓 (𝑥) = ൝
𝑥2 , 𝑥 < 0
𝑥3 , 𝑥 ≥ 0

i) Να βρείτε την παράγωγο της συνάρτησης 𝑓.

ii) Να βρείτε ένα διάστημα [𝑎, 𝛽] στο οποίο να μπορεί να εφαρμοστεί το θεώρημα Rolle στην
συνάρτηση 𝑓.

iii) Να εξετάσετε αν η συνάρτηση 𝑓 είναι αντιστρέψιμη.

iv) Να βρείτε τις εφαπτομένες της γραφικής παράστασης της συνάρτησης 𝑓 που άγονται από
το σημείο A(0,−1) .

v) Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από την γραφική παράσταση της
συνάρτησης 𝑓, τον άξονα 𝑥′𝑥 και τις ευθείες 𝑥 = −1 και 𝑥 = 2.

38
Έστω η παραγωγίσιμη συνάρτηση 𝑓 ∶ R → R, με 𝑓 (0) = 0, η οποία για κάθε 𝑥 ∈ R ικανοποιεί την
σχέση:

𝑓′ (𝑥) = ඥ36 + 𝑓2 (𝑥)

i) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση:

𝑔 (𝑥) = (𝑓′ (𝑥) + 𝑓 (𝑥)) 𝑒−𝑥 , 𝑥 ∈ R

είναι σταθερή.

ii) Να αποδείξετε ότι:
𝑓 (𝑥) = 3 (𝑒𝑥 − 𝑒−𝑥) , 𝑥 ∈ R

iii) Να βρείτε το σύνολο τιμών της συνάρτησης 𝑓.

iv) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση 𝑓 αντιστρέφεται και να βρείτε την αντίστροφή της.
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39
Δίνονται οι συναρτήσεις:

ℎ (𝑥) = 1 − 𝑥
1 + 𝑥 και 𝑔 (𝑥) = 𝑙𝑛𝑥

i) Να βρείτε την συνάρτηση 𝑓 (𝑥) = (𝑔 ∘ ℎ) (𝑥) .

ii) Να μελετήσετε την 𝑓 ως προς την μονοτονία και να βρείτε το σύνολο τιμών της.

iii) Να αποδείξετε ότι η 𝑓 αντιστρέφεται και να βρείτε τον τύπο της 𝑓−1.

iv) Να υπολογίσετε το όριο: lim
𝑥→+∞

𝑓−1 (𝑥)

40
Δίνεται η συνάρτηση:

𝑓 (𝑥) = 2𝑥 + 1
𝑥 − 2 , 𝑥 ≠ 2

i) Να αποδείξετε ότι η 𝑓 είναι γνησίως φθίνουσα στο διάστημα Α1 = (−∞, 2) και στο διάστη‑
μα Α2 = (2,+∞) και να βρείτε το σύνολο τιμών της.

ii) Να δείξετε ότι η 𝑓 είναι ένα προς ένα και να βρείτε την αντίστροφή της.

iii) Να μελετήσετε την 𝑓 ως προς την κυρτότητα, να βρείτε τις ασύμπτωτες της γραφικής της
παράστασης και να σχεδιάσετε την γραφική της παράσταση.

iv) Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από την γραφική παράσταση της
𝑓, την οριζόντια ασύμπτωτή της στο +∞ και τις ευθείες 𝑥 = 3 και 𝑥 = 5.

41
Δίνεται η συνάρτηση:

𝑓 (𝑥) = 𝑎𝑥 + 𝛽
𝑥 − 𝑎 , όπου 𝛽 ≠ −𝑎2

i) Να αποδείξετε ότι για κάθε 𝑥 ≠ 𝑎 ισχύει: 𝑓 (𝑓 (𝑥)) = 𝑥

Για 𝑎 = 2 και 𝛽 = −5

ii) Να υπολογίσετε το όριο: lim
𝑥→2

(𝑥 − 2) 𝑓 (𝑥) + 1 + √𝑥2 − 5𝑥 + 6
√2 − 𝑥

iii) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση είναι γνησίως αύξουσα στα διαστήματα (−∞, 2) και
(2, +∞) και στην συνέχεια να βρείτε το σύνολο τιμών της συνάρτησης 𝑓.

iv) Να λύσετε την εξίσωση: 2𝑓 (𝑥) − 5
𝑓 (𝑥) − 2 + 2𝑓 (𝜂𝜇𝑥) − 5

𝑓 (𝜂𝜇𝑥) − 2 = 0

42
Δίνεται η συνάρτηση:

ℎ (𝑥) = 𝑙𝑛 ቆ1𝑥 − 2𝑙𝑛𝑥 − 1ቇ

i) Να αποδείξετε ότι το πεδίο ορισμού της συνάρτησης είναι το 𝐷ℎ = (0, 1) .

ii) Να βρείτε την παράγωγο της συνάρτησης ℎ.

iii) Να δείξετε ότι η ℎ αντιστρέφεται και να βρείτε το πεδίο ορισμού της αντίστροφής της.

iv) Να υπολογίσετε το όριο: lim
𝑥→0

൫𝑥3 ⋅ ℎ−1 (𝑥)൯
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43
Δίνονται οι συναρτήσεις:

𝑓 (𝑥) = √𝑥 ⋅ 𝜂𝜇√𝑥 , 𝑥 ≥ 0 και 𝑔 (𝑥) = 𝑒𝑥 ⋅ 𝜎𝜐𝜈𝑥 , 𝑥 ∈ R

i) Να βρείτε την παράγωγο της συνάρτησης 𝑓.

ii) Να υπολογίσετε το όριο: lim
𝑥→−∞

𝑔 (𝑥)

iii) Να μελετήσετε την 𝑔 ως προς την μονοτονία στο διάστημα [0, 𝜋] .

iv) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση:

𝑔′ (𝑎)
𝑥 − 1 − 𝑓 (𝑎) − 𝑎

𝑥 − 2 = 1

έχει τουλάχιστον μία λύση στο διάστημα (1, 2) για κάθε 𝑎 ∈ ቀ0, 𝜋4 ቁ .

44
Δίνεται η συνάρτηση:

𝑓 (𝑥) = 𝑥2 (3 − 2𝑙𝑛𝑥) , 𝑥 > 0

i) Να μελετήσετε την 𝑓 ως προς την μονοτονία, τα ακρότατα και να βρείτε το σύνολο τιμών
της.

ii) Να μελετήσετε την 𝑓 ως προς την κυρτότητα και να βρείτε το σημείο καμπής της γραφικής
της παράστασης.

iii) Να υπολογίσετε το όριο: lim
𝑥→1

𝑓 (𝑥)
(𝑥 − 1) (𝑓 (𝑥) − 4𝑥 + 1)

iv) Να υπολογίσετε το όριο: lim
𝑥→+∞

𝑓 (2𝑥) − 𝑓 (𝑥)
𝑥

v) Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα: න
𝑒

1
𝑓 (𝑥) 𝑑𝑥

45
Θεωρούμε την συνάρτηση:

𝑓 (𝑥) = 𝑥 − 𝑙𝑛𝑥 + 𝑒𝑥 , 𝑥 ∈ (1, +∞)

i) Να αποδείξετε ότι η 𝑓 είναι γνησίως αύξουσα στο διάστημα (1,+∞) .

ii) Να υπολογίσετε τα όρια:

i) lim
𝑥→+∞

𝑙𝑛𝑥
𝑥 ii) lim

𝑥→+∞
𝑒𝑥
𝑥

iii) lim
𝑥→+∞

𝑓 (𝑥)

iii) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση: 𝑓 (𝑥) = 2005 έχει μοναδική λύση στο διάστημα (1,+∞) .

iv) Έστω:

Π = න
𝑒

2
𝑓 (𝑥) 𝑑𝑥 + න

𝑓(𝑒)

𝑓(2)
𝑓−1 (𝑥) 𝑑𝑥

Να υπολογίσετε την τιμή της παράστασης Π − 2𝑙𝑛2.
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46
Θεωρούμε την συνάρτηση:

𝑓 (𝑥) = ൝
𝑥2𝑙𝑛𝑥 , 𝑥 > 0
𝑘 , 𝑥 = 0

i) Αν η 𝑓 είναι συνεχής στο σημείο 𝑥0 = 0, να αποδείξετε ότι 𝑘 = 0.

ii) Να βρείτε την παράγωγο της 𝑓 και στην συνέχεια να μελετήσετε την 𝑓 ως προς την μονο‑
τονία και τα ακρότατα.

iii) Να βρείτε τα διαστήματα στα οποία η 𝑓 είναι κυρτή ή κοίλη και να εξετάσετε αν παρουσιά‑
ζει καμπή.

iv) Να αποδείξετε ότι για κάθε 𝑥 ≥ 1 ισχύει: 𝑓 (𝑥 + 1) − 𝑓 (𝑥)
𝑥 > 1 + 𝑙𝑛𝑥2

v) Να υπολογίσετε το όριο: lim
𝑥→+∞

ቆቆ𝑓
(𝑥 + 1)

(𝑥 + 1)2
− 𝑓 (𝑥)

𝑥2 ቇ ⋅ 𝜂𝜇𝑥ቇ

47
Δίνεται η συνάρτηση:

𝑓 (𝑥) = ൞
1

𝑥 − 1 , 𝑥 < 1

𝑒𝑥−1 + 𝑙𝑛𝑥 − 2 , 𝑥 ≥ 1

i) Να μελετήσετε την συνάρτηση 𝑓 ως προς την συνέχεια.

ii) Να μελετήσετε την συνάρτηση 𝑓 ως προς την μονοτονία και την κυρτότητα.

iii) Να βρείτε το σύνολο τιμών της 𝑓.

iv) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση 𝑓 (𝑥) = 0 έχει ακριβώς μία ρίζα στο διάστημα (1, 2) .

v) Να εξετάσετε αν η συνάρτηση 𝑓 αντιστρέφεται.

vi) Να βρείτε το πλήθος των πραγματικών ριζών της εξίσωσης: 𝑓 (𝑥) = 𝑎 , για τις διάφορες
τιμές του πραγματικού αριθμού 𝑎.

vii) Να αποδείξετε ότι για κάθε 𝜅 > 1, υπάρχει μοναδικό 𝜉 ∈ (1,+∞), τέτοιο ώστε να ισχύει:

𝑓 (𝜉) = 𝑓 (𝜅) + 𝜅𝑓 (𝜅 + 1) + (𝜅 + 1) 𝑓 (𝜅 + 2)
2 (𝜅 + 1)

48
Δίνεται η συνάρτηση: 𝑓 ∶ R → R, με:

𝑓 (𝑥) = 4𝑥3 + 12𝜆𝑥2 + (𝜆 − 1) 𝑥 , 𝑥 ∈ R

όπου 𝜆 ∈ R, η οποία παρουσιάζει στο σημείο 𝑥0 = −1 καμπή.

i) (αʹ) Να δείξετε ότι 𝜆 = 1.
(βʹ) Να βρείτε τα διαστήματα στα οποία η 𝑓 είναι κυρτή ή κοίλη.

ii) Να υπολογίσετε το όριο: lim
𝑥→−3

𝜂𝜇𝑓 (𝑥)
𝑓 (𝑥)

iii) (αʹ) Να βρείτε την αρχική της 𝑓 της οποίας η γραφική παράσταση διέρχεται από το ση‑
μείο (0, 1) .

(βʹ) Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από την γραφική παρά‑
σταση της 𝑓 και τον άξονα 𝑥′𝑥.

17



ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ

49
Δίνεται η συνάρτηση 𝑓 ∶ R → R, με 𝑓′ (0) = 𝑓 (0) = 0, η οποία είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο
R και για την οποία για κάθε 𝑥 ∈ R ισχύει:

𝑒𝑥 (𝑓′ (𝑥) + 𝑓″ (𝑥) − 1) = 𝑓′ (𝑥) + 𝑥𝑓″ (𝑥)

i) Να αποδείξετε ότι:
𝑓 (𝑥) = 𝑙𝑛 (𝑒𝑥 − 𝑥) , 𝑥 ∈ R

ii) Να μελετήσετε την συνάρτηση 𝑓 ως προς την μονοτονία και τα ακρότατα.

iii) Να αποδείξετε ότι η γραφική παράσταση της 𝑓 έχει ακριβώς δύο σημεία καμπής.

iv) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση: 𝑙𝑛 (𝑒𝑥 − 𝑥) = 𝜎𝜐𝜈𝑥 έχει ακριβώς μία λύση στο διάστημα
ቀ0, 𝜋2 ቁ .

50
Δίνεται η συνάρτηση:

𝑓 (𝑥) = 𝑥𝑒𝑥2+1

i) Να αποδείξετε ότι υπάρχει ακριβώς ένας πραγματικός αριθμός 𝑥0 τέτοιοςώστε: 𝑓 (𝑥0) = 2

ii) Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από την γραφική παράσταση της
συνάρτησης 𝑓, τον άξονα 𝑥′𝑥 και την ευθεία 𝑥 = −1.

iii) Να αποδείξετε ότι: න
0

−1
|𝑓 (𝑥) |𝑑𝑥 = න

1

0
|𝑓 (𝑥) |𝑑𝑥

iv) Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από την γραφική παράσταση της
συνάρτησης 𝑓, την εφαπτομένη της στο σημείο Α(1, 𝑓 (1)) και τον άξονα 𝑦′𝑦, για 𝑥 ≥ 0.

51
Δίνονται οι συναρτήσεις:

𝑓 (𝑥) = 𝑥2 − 4
𝑥2 + 2|𝑥| και 𝑔 (𝑥) = 1 − 2

|𝑥|

i) Να αποδείξετε ότι οι συναρτήσεις 𝑓 και 𝑔 είναι ίσες.

ii) Να κατασκευάσετε τον πίνακα μεταβολών της συνάρτησης 𝑓 και να σχεδιάσετε την γρα‑
φική της παράσταση.

iii) Έστω Ω (𝜆) το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από την γραφική παράσταση της συ‑
νάρτησης 𝑓, τον άξονα 𝑥′𝑥 και τις ευθείες 𝑥 = −𝜆 και 𝑥 = 𝜆, με 𝜆 > 2. Να αποδείξετε
ότι:

Ω (𝜆) = 4ቆ1 + 𝑙𝑛 ቆ𝜆2ቇቇ

iv) Το σημείο Α(𝜆, 𝑓 (𝜆)) απομακρύνεται από τον άξονα των τεταγμένων με ρυθμό 2𝑒 μονάδες
ανά δευτερόλεπτο. Ναυπολογίσετε τον ρυθμόμε τον οποίο μεταβάλλεται το εμβαδόνΩ (𝜆)
την στιγμή που αυτό είναι ίσο με 8.
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52
Η γραφική παράσταση μίας συνάρτησης 𝑓 δίνεται στο παρακάτω σχήμα:

-8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

-6

-5

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

6

7

0

i) Να βρείτε το πεδίο ορισμού και το σύνολο τιμών της συνάρτησης .

ii) Να βρεθούν, αν υπάρχουν, τα παρακάτω όρια:

i) lim
𝑥→0

𝑓 (𝑥) ii) lim
𝑥→1

1
𝑓 (𝑥)

iii) lim
𝑥→1

[𝑓 (𝑥) ⋅ 𝑙𝑛 (𝑓 (𝑥))]

iii) Να βρεθούν τα κρίσιμα σημεία της 𝑓 και στην συνέχεια να υπολογιστεί το όριο:

lim
ℎ→0

𝑓2 (3 + ℎ) − 16
ℎ

iv) Αν η 𝐹 είναι μία παράγουσα της 𝑓 στο διάστημα Δ = (0, 4], να υπολογίσετε τον αριθμό:

𝐹 (4) − 𝐹 (2)

53
Δίνονται οι παραγωγίσιμες συναρτήσεις 𝑓, 𝑔 ∶ R → R για τις οποίες για κάθε 𝑥 ∈ R ισχύουν:

𝑔 (𝑥) = 1 − 𝑒−𝑓(𝑥) και 𝑔′ (𝑥) = 𝑔 (𝑥)

Θεωρούμε τα ολοκληρώματα:

𝐼 = න
𝜋
4

0

𝜂𝜇𝑥
𝜂𝜇𝑥 + 𝜎𝜐𝜈𝑥𝑑𝑥 και 𝐽 = න

𝜋
4

0

𝜎𝜐𝜈𝑥
𝜂𝜇𝑥 + 𝜎𝜐𝜈𝑥𝑑𝑥

i) Αν 𝑓 (0) = 2𝐼 − 2𝐽, να αποδείξετε ότι: 𝑓 (0) = −𝑙𝑛2

ii) Να υπολογίσετε τα παραπάνω ολοκληρώματα.

iii) Να αποδείξετε ότι:
𝑓 (𝑥) = −𝑙𝑛 (1 + 𝑒𝑥) , 𝑥 ∈ R

iv) Να μελετήσετε την συνάρτηση 𝑓 ως προς την κυρτότητα και να βρείτε την εξίσωση της
εφαπτομένης της γραφικής παράστασης της 𝑓 στο σημείο της Α(0, 𝑓 (0)) .

v) Να αποδείξετε ότι: න
1

0
𝑓 (𝑥) 𝑑𝑥 < −1 + 𝑙𝑛16

4
vi) Να αποδείξετε ότι υπάρχει 𝑥0 ∈ (0, 1) τέτοιο ώστε:

𝑓 (𝑥0) + 𝑙𝑛 (𝑒 + 1) = (𝑙𝑛 (𝑒 + 1) − 𝑙𝑛2) ⋅ 𝑥0
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54
Δίνεται μία συνάρτηση 𝑓 η οποία είναι ορισμένη και παραγωγίσιμη στοR, με:

𝑓 (0) = 0 , 𝑓 (1) = 1 και lim
𝑥→−∞

𝑓 (𝑥) = +∞

Η 𝑓′ είναι γνησίως αύξουσα στοR, η γραφική της παράσταση έχει ασύμπτωτη την ευθεία 𝑦 = −1
και δίνεται στο παρακάτω σχήμα:

i) Να αποδείξετε ότι 𝑓 (𝑥) ≥ 0, για κάθε 𝑥 ∈ R και ότι η συνάρτηση 𝑓 είναι κυρτή.

ii) Να αποδείξετε ότι υπάρχει μοναδικό 𝜉 ∈ (0, 1) τέτοιο ώστε 𝑓′ (𝜉) = 1

iii) Αν για το 𝜉 του προηγούμενου ερωτήματος ισχύει 𝑓 (𝜉) = 1
4 , να βρείτε την εξίσωση της

εφαπτομένης της γραφικής παράστασης της συνάρτησης 𝑓 στο σημείο της Μ(𝜉, 𝑓 (𝜉)), ως
συνάρτηση του 𝜉.

iv) Να αποδείξετε ότι για κάθε 𝑥 ∈ R ισχύει: 𝑓 (𝑥) − 𝑥 > −3
4

v) Να υπολογίσετε το όριο: lim
𝑥→−∞

𝑓 (𝑥) ⋅ 𝜂𝜇 ൬ 1
𝑓(𝑥)൰

𝑓′ (𝑥) + 1

55
Έστω μία συνάρτηση 𝑓 η οποία είναι δύο φορές παραγωγίσιμη και κυρτή στο [0, +∞). Επιπλέον
για την συνάρτηση 𝑓 γνωρίζουμε ότι:

• 𝑓 (0) = 𝑓′ (0) = 0

• lim
𝑥→+∞

𝑓 (𝑥)
𝑥 = 2

i) Να αποδείξετε ότι υπάρχει μοναδικό 𝜌 ∈ (0,+∞) ώστε 𝑓 (𝜌) = 𝜋

ii) Θεωρούμε την ευθεία (𝜀) ∶ 𝑦 = 𝑥 και την συνάρτηση:

𝑔 (𝑥) = 𝑓 (𝑥)
𝑥 , 𝑥 > 0

(αʹ) Να αποδείξετε ότι η 𝑔 είναι γνησίως αύξουσα στο (0, +∞).
(βʹ) Να βρείτε το σύνολο τιμών της 𝑔.
(γʹ) Να αποδείξετε ότι υπάρχει μόνο ένα σημείο με τετμημένη 𝑥0 ∈ (0,+∞), στο οποίο

η ευθεία (𝜀) τέμνει την γραφική παράσταση της 𝑓.
(δʹ) Να αποδείξετε ότι υπάρχει ένα μοναδικό σημείο Α(𝜉, 𝑓 (𝜉)), με 𝜉 > 0, στο οποίο η

εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της 𝑓 είναι παράλληλη στην ευθεία (𝜀).
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56
Οι διαγώνιοι του παρακάτω ρόμβου ΑΒΓΔ είναι ΑΓ = 2 και ΒΔ = 1. Έστω σημείο Μ που διατρέχει
την διαγώνιο ΑΓ κινούμενο από το σημείο Α προς το σημείο Γ. Θέτουμε ΑΜ = 𝑥.

i) Να εκφράσετε το μήκος του ευθύγραμμου τμήματος ΚΛ συναρτήσει του 𝑥 και στην συνέ‑
χεια να αποδείξετε ότι το εμβαδόν της περιοχής που σαρώνεται από το ευθύγραμμο τμήμα
ΚΛ κατά την διάρκεια της κίνησής του, δίνεται από την συνάρτηση:

𝑓 (𝑥) =
⎧⎪
⎨⎪⎩

𝑥2
2 , 0 < 𝑥 ≤ 1

−1
2 (𝑥 − 2)2 + 1 , 1 < 𝑥 ≤ 2

ii) Να υπολογίσετε το όριο: lim
𝑥→0

𝑓 (𝑥) ⋅ 𝜂𝜇 ቀ 1𝑥ቁ + 𝜎𝜐𝜈𝑥 − 1 + 𝑥
𝑓 (𝑥) + 𝜂𝜇𝑥

iii) Να αποδείξετε ότι η 𝑓 αντιστρέφεται και να σχεδιαστούν οι γραφικές παραστάσεις των
συναρτήσεων 𝑓 και 𝑓−1 στο ίδιο σύστημα αξόνων.

iv) Να υπολογίσετε το εμβαδό του χωρίου που περικλείεται από τις γραφικές παραστάσεις
των συναρτήσεων 𝑓, 𝑓−1 και την ευθεία που διέρχεται από τα σημεία (1, 2) και (2, 1).

v) Να λύσετε στο διάστημα (1, 2) την εξίσωση: 𝑙𝑛2𝑥 + (𝑥 − 2)2 = 2

57
Δίνεται η συνάρτηση:

𝑓 (𝑥) = 𝑥 − 1
|𝑥| + 3

i) Να μελετήσετε την 𝑓 ως προς την μονοτονία και τα ακρότατα.

ii) Να μελετήσετε την 𝑓 ως προς την κυρτότητα και τα σημεία καμπής.

iii) Να βρείτε τις ασύμπτωτες της γραφικής παράστασης της 𝑓 και να την σχεδιάσετε.

iv) Θεωρούμε την ευθεία (𝜀) ∶ 𝑦 = 𝑎𝑥, η οποία εφάπτεται στην γραφική παράσταση της 𝑓 στο
σημείο της (𝑥0, 𝑓 (𝑥0)) , με 𝑥0 > 0.

(αʹ) Να δείξετε ότι 𝑎 = 1
9

(βʹ) Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από την γραφική παρά‑
σταση της 𝑓, την ευθεία (𝜀) και τον άξονα 𝑦′𝑦.
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58
Δίνεται η συνάρτηση:

𝑓 (𝑥) = 𝑙𝑛𝑥 − 1
𝑥 , 𝑥 > 0

i) Να βρείτε τις ασύμπτωτες της γραφικής παράστασης της συνάρτησης 𝑓.

ii) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση 𝑓 (𝑥) = 0 έχει μοναδική ρίζα, η οποία ανήκει στο διάστημα
(1, 𝑒) .

iii) Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από την γραφική παράσταση της
𝑓, τον άξονα 𝑥′𝑥 και τις ευθείες 𝑥 = 𝑒 και 𝑥 = 2𝑒.

iv) Να υπολογίσετε το όριο: lim
𝑥→0+

(𝑥 ⋅ 𝑓 (𝑥))

59
Δίνεται μία συνεχής και περιττή συνάρτηση 𝑓 ∶ [−1, 1] → R, για την οποία για κάθε 𝑥 ∈ [−1, 1]
ισχύει:

𝑓2 (𝑥) + 𝑥4 = 𝑥2

Επίσης δίνεται ότι:

𝑓 ቆ12ቇ = lim
𝑥→+∞

2𝑥 + √3𝑒𝑥
4𝑒𝑥 + 2𝑥−1

i) Να δείξετε ότι: 𝑓 ቆ12ቇ = √3
4

ii) Να αποδείξετε ότι:
𝑓 (𝑥) = 𝑥ඥ1 − 𝑥2 , 𝑥 ∈ [−1, 1]

iii) Να βρείτε την παράγωγο της συνάρτησης 𝑓.

iv) Να βρείτε το σύνολο τιμών της συνάρτησης 𝑓.

v) Αν για κάθε 𝑥 ∈ [−1, 1] και 𝑎 ∈ R ισχύει: 𝑥√4 − 4𝑥2 ≤ 2𝑎 − 1 , να δείξετε ότι η ελάχιστη
τιμή που μπορεί να πάρει ο 𝑎 είναι το 1.

60
Έστω 0 < 𝑎 < 1. Θεωρούμε την συνάρτηση:

𝑓 (𝑥) = 𝑙𝑛𝑥 − 𝑎𝑥 + 1 , 𝑥 > 0

i) Να μελετήσετε την συνάρτηση 𝑓 ως προς την μονοτονία, τα ακρότατα και να βρείτε το
σύνολο τιμών της.

ii) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση 𝑓 έχει δύο ρίζες 𝜉1 και 𝜉2.

iii) Αν 𝜉1 < 𝜉2 , να αποδείξετε ότι υπάρχουν θετικοί αριθμοί 𝜌1 και 𝜌2, με 𝜌1 < 𝜌2 , τέτοιοι
ώστε:

1
𝑓′ (𝜌1)

− 1
𝑓′ (𝜌2)

= 𝜉1 − 𝜉2
𝑙𝑛𝑎

iv) Αν το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από την γραφική παράσταση της 𝑓 και τον
άξονα 𝑥′𝑥 είναι ίσο με 𝜉2 − 𝜉1

2 , να αποδείξετε ότι: 𝜉1 + 𝜉2
2 = 3

𝑎
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61
Δίνονται οι συναρτήσεις:

𝑓 (𝑥) = 𝑒𝑥
𝑒𝑥 − 1 και 𝑔 (𝑥) = 𝑙𝑛 (𝑥 + 2)

i) Να βρείτε την συνάρτηση ℎ = 𝑓 ∘ 𝑔.

ii) Να μελετήσετε την συνάρτηση ℎ ως προς την μονοτονία.

iii) Να βρείτε τις ασύμπτωτες της γραφικής παράστασης της συνάρτησης ℎ.

iv) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση ℎ αντιστρέφεται και να βρείτε την αντίστροφή της ℎ−1.

v) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση ℎ−1 (𝑥)+ 𝑔 (𝑥)
𝑥 − 2 = 0 έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο διάστημα

(1, 2) .

62
Δίνεται μία συνάρτηση 𝑓 ∶ (0, +∞) → R, η οποία είναι παραγωγίσιμη στο (0, +∞), με 𝑓 (1) = 1,
για την οποία για κάθε 𝑥 > 0 ισχύει:

𝑥𝑓 (𝑥) + 𝑥2𝑓′ (𝑥) = 1

Θεωρούμε ακόμα και την συνάρτηση:

𝑔 (𝑥) = 𝑥𝑓 (𝑥) − 𝑙𝑛𝑥 , 𝑥 > 0

i) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση 𝑓 είναι σταθερή στο (0, +∞) .

ii) Να αποδείξετε ότι:
𝑓 (𝑥) = 𝑙𝑛𝑥 + 1

𝑥 , 𝑥 > 0

iii) Να μελετήσετε την 𝑓 ως προς την μονοτονία και τα ακρότατα.

iv) Να συγκρίνετε τους αριθμούς: 𝑒2𝜋 και (𝜋 ⋅ 𝑒)𝑒

v) Να λύσετε την εξίσωση: 𝑓 (2 − 𝑓 (𝑥)) + 𝑓 (𝑥 − 𝑙𝑛𝑥) = 2

63
Έστω μία συνάρτηση 𝑓 ∶ R → R η οποία έχει σύνολο τιμών το R και η οποία είναι δύο φορές
παραγωγίσιμη με συνεχή δεύτερη παράγωγο.

i) Αν ισχύει ότι න
3

1
𝑙𝑛𝑥⋅𝑓 (𝑡) 𝑑𝑡 ≤ 10 (𝑥 − 1) , για κάθε𝑥 > 0, ναδείξετε ότι: න

3

1
𝑓 (𝑥) 𝑑𝑥 = 10

ii) Να αποδείξετε ότι υπάρχει τουλάχιστον ένα 𝜉 ∈ (1, 3) τέτοιο ώστε 𝑓 (𝜉) = 5.

iii) Έστω ότι η 𝑓 αντιστρέφεται και ότι η αντίστροφή της 𝑓−1 είναι συνεχής στο R. Αν ισχύει
ότι:

න
5

𝑓(0)
𝑓−1 (𝑥) 𝑑𝑥 = න

𝜉

0
𝑓 (𝑥) 𝑑𝑥

όπου 𝜉 είναι ο αριθμός του προηγούμενου ερωτήματος, να δείξετε ότι:

5 < 2න
𝜉

0
𝑓 (𝑥) 𝑑𝑥 < 15

iv) Αν επιπλέον ισχύει ότι න
1

0
𝑥𝑓″ (𝑥) 𝑑𝑥 = 0 , να δείξετε ότι υπάρχει 𝜌 ∈ (0, 1) τέτοιο ώστε

𝑓″ (𝜌) = 0.
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64
Δίνονται οι συναρτήσεις 𝑓 ∶ [0, 1] → R και ℎ (𝑥) = √𝑥, 𝑥 ∈ [0, 1], για τις οποίες για κάθε 𝑥 ∈ [0, 1]
ισχύει:

𝑓 (ℎ (𝑥)) = 𝑥 − 2√𝑥 + 3

i) Να αποδείξετε ότι:
𝑓 (𝑥) = (𝑥 − 1)2 + 2 , 𝑥 ∈ [0, 1]

ii) Να βρείτε το όριο: lim
𝑥→1

𝑒𝑥−1
𝑓 (𝑥) − 2

iii) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση 𝑓 αντιστρέφεται και να βρείτε την αντίστροφή της.
Θεωρούμε την συνάρτηση:

𝑔 (𝑥) = ൞
𝑓−1 (𝑥)
3 − 𝑥 , 2 ≤ 𝑥 < 3

𝑎 , 𝑥 = 3

iv) Να βρείτε τον πραγματικό αριθμό 𝑎 ώστε η συνάρτηση 𝑔 να είναι συνεχής.

v) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση 𝑔 (𝑥) = 𝑒𝑥−2 − 2 έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο διάστημα
(2, 3) .

65
Δίνεται η συνάρτηση:

𝑓 (𝑥) = ൝
𝛽 − 2𝜂𝜇𝑥 , −𝜋 ≤ 𝑥 ≤ 0

2 + 𝑎√𝑥 + 1 , 0 < 𝑥 ≤ 8

i) Αν η 𝑓 είναι συνεχής και η εφαπτομένη της γραφικής της παράστασης στο σημείο της
Α (3, 𝑓 (3)) είναι παράλληλη στην ευθεία (𝜁) ∶ 𝑥 + 2𝑦 = 5, να δείξετε ότι 𝑎 = −2 και
𝛽 = 0 και να γράψετε την εξίσωση της εφαπτομένης της στο σημείο Α.

ii) Να βρείτε τα κρίσιμα σημεία της 𝑓, να την μελετήσετε ως προς την μονοτονία και τα ακρό‑
τατα και να προσδιορίσετε το σύνολο τιμών της.

iii) Αν 𝜆 ∈ [0, 2𝜋), να βρείτε το πλήθος των λύσεων της εξίσωσης 𝑓 (𝑥) = 1 + 𝜎𝜐𝜈𝜆 για τις
διάφορες τιμές του 𝜆.

iv) Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από την γραφική παράσταση της
συνάρτησης ℎ με:

ℎ (𝑥) = 𝑥𝑓 ൫𝑥2൯ , 𝑥 ∈ ቂ0, 2√2ቃ

, τον άξονα 𝑥′𝑥, τον άξονα 𝑦′𝑦 και την ευθεία 𝑥 = √3.

v) Δίνεται το σημείο Σ(5, 2) . Να βρείτε το σημείο Μ(𝑥0, 𝑦0), με 𝑥0 ∈ (0, 8] , της γραφικής πα‑
ράστασης της συνάρτησης 𝑓, που απέχει την μικρότερη απόσταση από το Σ.

vi) Να αποδείξετε ότι η ευθεία ΜΣ είναι κάθετη στην εφαπτομένη της γραφικής παράστασης
της συνάρτησης 𝑓 στο σημείο Μ.
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66
Δίνεται η συνάρτηση:

𝑓 (𝑥) = 𝑥2 − 𝑥 + 1
𝑥2 + 1 , 𝑥 ∈ R

i) Να μελετήσετε την συνάρτηση 𝑓 ως προς την μονοτονία και τα ακρότατα.

ii) Να μελετήσετε την συνάρτηση 𝑓 ως προς την κυρτότητα και να αποδείξετε ότι η γραφική
της παράσταση έχει τρία σημεία καμπής εκ των οποίων τα δύο είναι συμμετρικά ως προς
το τρίτο.

iii) Να βρείτε τις ασύμπτωτες της γραφικής της παράστασης και να την σχεδιάσετε.

iv) Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από την γραφική παράσταση της
𝑓 και τις ευθείες 𝑥 = 1 και 𝑦 = 1.

67
Δίνεται η συνάρτηση:

𝑓 (𝑥) = 𝑙𝑛 (𝑥 + 1)
Έστω μία συνάρτηση 𝑔 ∶ R → R για την οποία ισχύει:

(𝑔 ∘ 𝑓) (𝑥) = 2𝑥 + 2
𝑥 + 2 , για κάθε 𝑥 > −1

i) Να αποδείξετε ότι:
𝑔 (𝑥) = 2𝑒𝑥

1 + 𝑒𝑥 , 𝑥 ∈ R

ii) Να αποδείξετε ότι η 𝑔 αντιστρέφεται και ότι η αντίστροφή της είναι η συνάρτηση:

ℎ (𝑥) = 𝑙𝑛 ൬ 𝑥
2 − 𝑥൰ , 𝑥 ∈ (0, 2)

iii) Να βρείτε την μονοτονία της συνάρτησης ℎ.

iv) Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της γραφικής παράστασης της συνάρτησης ℎ στο
σημείο όπου αυτή εμφανίζει τον μικρότερο δυνατό συντελεστή διεύθυνσης.

v) ΈνασημείοΜ(𝑥 (𝑡) , 𝑦 (𝑡)) κινείται πάνωστηνγραφικήπαράστασητηςσυνάρτησηςℎώστε
0 < 𝑥 (𝑡) < 2 και 𝑥′ (𝑡) > 0. Να βρείτε το σημείο της γραφικής παράστασης της ℎ στο
οποίο ο ρυθμός μεταβολής της τεταγμένης του Μ είναι διπλάσιος του ρυθμού μεταβολής
της τετμημένης του.

68
Δίνονται οι συναρτήσεις:

ℎ (𝑥) = √𝑥 − 1 − 1
√𝑥 − 1

, 𝑥 > 1 και 𝑔 (𝑥) = 𝑒2𝑥 + 1 , 𝑥 ∈ R

i) Να βρείτε την συνάρτηση 𝜑 = ℎ ∘ 𝑔

ii) Να δείξετε ότι η 𝜑 αντιστρέφεται και να βρείτε την 𝑓 = 𝜑−1

iii) (αʹ) Να μελετήσετε την συνάρτηση 𝑓 ως προς την μονοτονία και τα ακρότατα.
(βʹ) Να μελετήσετε την συνάρτηση 𝑓 ως προς την κυρτότητα και τα σημεία καμπής.

iv) (αʹ) Να βρείτε τις ασύμπτωτες της γραφικής παράστασης της συνάρτησης 𝑓.
(βʹ) Να χαράξετε πρόχειρα στο ίδιο σύστημα αξόνων τις γραφικές παραστάσεις των

συναρτήσεων 𝑓 και 𝑓−1 και τις ασύμπτωτες αυτών, εφόσον υπάρχουν.
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69
Δίνεται η συνάρτηση 𝑓 ∶ (−1,+∞) → R με:

𝑓 (𝑥) = 𝑒𝑥
𝑥 + 1 − 𝑙𝑛 (𝑥 + 1)

i) (αʹ) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση 𝑓 είναι κυρτή.
(βʹ) Να αποδείξετε ότι η 𝑓 έχει μοναδική θέση ακροτάτου, σε σημείο 𝑥0 , το οποίο ανήκει

στο διάστημα (0, 1) και να βρείτε το είδος του ακροτάτου.

ii) (αʹ) Να αποδείξετε ότι για κάθε 𝑥 > −1 ισχύει: 𝑓 (𝑥) ≥ 1 − 𝑥

(βʹ) Να αποδείξετε ότι: න
2/𝑒

1/𝑒

𝑓 (𝑥)
𝑥2 − 𝑥 < −𝑙𝑛2

iii) Να υπολογίσετε το όριο: lim
𝑥→𝑥0

𝑙𝑛𝑓 (𝑥)
𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑥0)

iv) Δίνεται επιπλέον η συνάρτηση 𝜑 ∶ (−1, 3) → R με:

𝜑 (𝑥) = 𝐹 (2 − 𝑥) − 𝐹 (𝑥)

όπου 𝐹 μία παράγουσα της 𝑓 στο (−1, 3) .

(αʹ) Να αποδείξετε ότι υπάρχει μοναδικό σημείο της γραφικής παράστασης της συνάρ‑
τησης 𝜑 στο οποίο η εφαπτομένη της διαπερνά την γραφική της παράσταση.

(βʹ) Να λύσετε την εξίσωση: 𝜑 (𝑥) = (𝑙𝑛4 − 𝑒) (𝑥 − 1)

70
Για τον πραγματικό αριθμό 𝑎 και την συνάρτηση 𝑓 ∶ R → R ισχύουν τα παρακάτω:

• 𝑓 (𝑥) = 𝑥2
4 + 𝑎 , 𝑥 ∈ R

• lim
𝑥→0

𝑓 (𝑥) + 𝜂𝜇3𝑥
𝑥 = 3

i) Να δείξετε ότι 𝑎 = 0.

ii) Να βρείτε τις εφαπτομένες (𝜀1) και (𝜀2) της γραφικής παράστασης της 𝑓 οι οποίες διέρχο‑
νται από το σημείο Δ(0, −1) . Ποια είναι τα σημεία επαφής των εφαπτομένων αυτών με την
γραφική παράσταση της 𝑓;

iii) (αʹ) Αν Μ(𝑥, 𝑓 (𝑥)) είναι ένα τυχαίο σημείο της γραφικής παράστασης της 𝑓, να δείξετε
ότι η απόσταση του Μ από το σημείο Σ(3, 0) δίνεται από την συνάρτηση:

𝑑 (𝑥) = ඨ(𝑥 − 3)2 + 𝑥4
16 , 𝑥 ∈ R

(βʹ) Να δείξετε ότι το πλησιέστερο σημείο της γραφικής παράστασης της 𝑓 στο σημείο
Σ είναι ένα από τα σημεία επαφής του προηγούμενου ερωτήματος.

iv) Αν Ω είναι το χωρίο που περικλείεται από την γραφική παράσταση της 𝑓, τον άξονα 𝑥′𝑥 και
την ευθεία 𝑦 = 𝑥 − 1, τότε να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου Ω και στην συνέχεια να
δείξετε ότι η ευθεία 𝑥 = 1 χωρίζει το χωρίο Ω σε δύο ισεμβαδικά χωρία.

v) Να αποδείξετε ότι δεν υπάρχουν τρία διαφορετικά σημεία της γραφικής παράστασης της
𝑓 που να ισαπέχουν από το σημείο Σ.
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71
Δίνεται η συνάρτηση:

𝑓 (𝑥) = 𝑙𝑛𝑥 − 𝑎𝑥−1 + 2 , 𝑥 > 0
όπου 𝑎 > 0 και 𝑎 ≠ 1. Για την συνάρτηση 𝑓 ισχύει 𝑓 (𝑥) ≤ 1 , για κάθε 𝑥 > 0.

i) Να δείξετε ότι 𝑎 = 𝑒.

ii) (αʹ) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση 𝑓 είναι κοίλη στο (0, +∞) .
(βʹ) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση 𝑓 είναι γνησίως αύξουσα στο (0, 1] και γνησίως

φθίνουσα στο [1, +∞) .

iii) Να λύσετε την εξίσωση: 𝑒𝑓′(2𝑓(|𝑥+3|)−1) = 1

iv) Να αποδείξετε ότι για κάθε 𝑥 ∈ R ισχύει:

2𝑙𝑛 ൫𝑥2 + 2൯ − 𝑓 ൫𝑥2 + 1൯ + 4 > 𝑓 ൫𝑥2 + 3൯ + 2𝑒𝑥2+1

72
Έστω 𝑎 ∈ R. Θεωρούμε την συνάρτηση:

𝑓 (𝑥) = ቐ
𝑎𝑥2 + 𝑥 + 1 , 𝑥 < 0

𝜂𝜇𝑥 + 𝜎𝜐𝜈𝑥 , 0 ≤ 𝑥 ≤ 2𝜋

Η γραφική παράσταση της 𝑓 έχει ασύμπτωτη την ευθεία 𝑦 = 𝑥 + 1 στο −∞.

i) (αʹ) Να αποδείξετε ότι 𝑎 = 0.
(βʹ) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση 𝑓 είναι συνεχής.

ii) (αʹ) Να βρείτε τις τετμημένες των σημείων τομής της γραφικής παράστασης της συνάρ‑
τησης 𝑓 με τον άξονα 𝑥′𝑥 στο διάστημα [0, 2𝜋] .

(βʹ) Να προσδιορίσετε το πρόσημο της 𝑓 στο διάστημα (−∞, 2𝜋] .

iii) Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα: න
𝜋

−1
|𝑓 (𝑥)| 𝑑𝑥

iv) Έστω ότι το σημείο Μ(𝑥, 𝑓 (𝑥)) , με 0 ≤ 𝑥 < 3𝜋
4 , κινείται στην γραφική παράσταση της

συνάρτησης 𝑓 και έστω ακόμη τα σημεία Α(−1, 𝑓 (−1)) και Βቀ3𝜋4 , 𝑓 ቀ
3𝜋
4 ቁቁ . Να βρείτε την

θέση του σημείου Μ για την οποία το εμβαδόν του τριγώνου ΑΜΒ γίνεται μέγιστο.

73
Δίνεται η συνάρτηση 𝑓 ∶ R → R με:

𝑓 (𝑥) = 𝑥
𝑥2 + 1

i) Να μελετήσετε την συνάρτηση 𝑓 ως προς την μονοτονία και τα ακρότατα.

ii) Να μελετήσετε την συνάρτηση 𝑓 ως προς την κυρτότητα και να βρείτε τα σημεία καμπής
της γραφικής της παράστασης.

iii) Να βρείτε το σύνολο τιμών της 𝑓 και να εξετάσετε αν η γραφική της παράσταση έχει ασύμ‑
πτωτες.

iv) Να χαράξετε την γραφική παράσταση της 𝑓.
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74
Δίνεται η συνάρτηση:

𝑓 (𝑥) = (𝑥 − 1) 𝑙𝑛𝑥 , 𝑥 > 0

i) Να αποδείξετε ότι η 𝑓 είναι κυρτή και ότι το σύνολο τιμών της είναι το [0, +∞) .

ii) Έστω η συνάρτηση:
ℎ (𝑥) = 𝑥𝑥 , 𝑥 > 0

(αʹ) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση ℎ (𝑥) = 𝑒3 ⋅ 𝑥 , 𝑥 > 0, έχει ακριβώς δύο ρίζες 𝑥1 και 𝑥2
με 0 < 𝑥1 < 𝑥2

(βʹ) Να αποδείξετε ότι υπάρχει 𝜉 ∈ (𝑥1, 𝑥2) τέτοιο ώστε η εφαπτομένη της γραφικής
παράστασης της ℎ στο σημείο της Μ (𝜉, 𝑓 (𝜉)) να είναι παράλληλη στην ευθεία με
εξίσωση 𝑦 = 𝑒3 ⋅ 𝑥

iii) Έστω οι συναρτήσεις:

𝑔 (𝑥) = 𝑙𝑛𝑥 , 𝑥 > 0 και 𝜑 (𝑥) = 1
𝑥 − 1 , 𝑥 > 1

(αʹ) Να αποδείξετε ότι οι γραφικές παραστάσεις των 𝜑 και 𝑔 έχουν ακριβώς ένα κοινό
σημείο, του οποίου η τετμημένη 𝑥0 βρίσκεται στο διάστημα (2, 𝑒) .

(βʹ) Αν 𝐸 (𝑎) είναι το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τις γραφικές παραστά‑
σεις των συναρτήσεων 𝑔 και 𝜑, τον άξονα 𝑥′𝑥 και την ευθεία 𝑥 = 𝑎, με 𝑎 > 𝑥0 , να
αποδείξετε ότι:

𝐸 (𝑎) = 𝑙𝑛 ቆ𝑥0
(𝑎 − 1)
𝑥0 − 1 ቇ − 𝑥0 + 2

iv) Να αποδείξετε ότι για κάθε 𝑎 ≥ 1 ισχύει: න
𝑎2

𝑎
𝑒𝑥 ⋅ 𝑓 ൬𝑥𝑎൰ 𝑑𝑥 ≥ න

𝑎

1
𝑓 (𝑥) ൫𝑎2𝑥 + 𝑎൯ 𝑑𝑥

75
Δίνεται η συνάρτηση:

𝑓 (𝑥) = 1
𝑒𝑥 + 1 , 𝑥 ∈ R

i) Να μελετήσετε την συνάρτηση 𝑓 ως προς την κυρτότητα και να βρείτε το σημείο καμπής
της γραφικής της παράστασης.

ii) Να αποδείξετε ότι για κάθε 𝑥 ≥ 0 ισχύει: 4𝑓 (𝑥) + 𝑥 − 2 ≥ 0

iii) Αν 𝑎 > 0, να αποδείξετε ότι η εξίσωση:

𝑎𝑓′ (𝑎) − 𝑓 (2𝑎) + 𝑓 (𝑎)
𝑥2 − 1 − 4𝑓 (𝑎) + 𝑎 − 2

𝑥 − 2 = 0

έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο διάστημα (1, 2) .

iv) Να αποδείξετε ότι: න
1

−1
𝑥2𝑓 (𝑥) 𝑑𝑥 = 1

3

v) Να λύσετε την εξίσωση: 𝑒2𝑓(𝑥)−1 = 2 (1 − 𝑓 (−𝑥))

28



ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ

76
Δίνονται οι συναρτήσεις:

𝑓 (𝑥) = 2𝑥 + 1
𝑥 − 1 και 𝑔 (𝑥) = 𝑙𝑛𝑥

i) Να βρείτε την συνάρτηση ℎ = 𝑓 ∘ 𝑔

ii) Να αποδείξετε ότι η ℎ αντιστρέφεται και να βρείτε την αντίστροφή της.

iii) Να βρείτε τις ασύμπτωτες της γραφικής παράστασης της συνάρτησης ℎ.

iv) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση ℎ−1 (𝑥) = 𝑔 (𝑥) έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο διάστημα
ቀ1, 32ቁ

77
Δίνονται οι συναρτήσεις:

𝑓 (𝑥) = 𝑒𝑥 − 1 + 𝑙𝑛 (𝑥 + 1) , 𝑥 ∈ (−1,+∞) και 𝑔 (𝑥) = ൞
𝑓 (𝑥)
𝑥 , 𝑥 > 0

2 , 𝑥 = 0

i) Να μελετήσετε την συνάρτηση 𝑓 ως προς την μονοτονία και την κυρτότητα και να βρείτε,
αν υπάρχουν, τα σημεία καμπής της γραφικής της παράστασης.

ii) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση 𝑔 είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα.

iii) Να βρείτε το όριο: lim
𝑥→0+

ቆ𝜂𝜇 (𝑓 (𝑥)) ⋅ 𝑙𝑛 1
𝑓 (𝑥)ቇ

iv) Θεωρούμε τα σημεία Ο(0, 0), Α(𝑎, 𝑓 (𝑎)) και Β(𝑎 + 1, 𝑓 (𝑎 + 1)), όπου 𝑎 > 0. Να αποδείξετε
ότι:

(αʹ) Τα σημεία Ο,Α,Β δεν είναι συνευθειακά.

(βʹ) Υπάρχει 𝜉 ∈ (𝑎, 𝑎 + 1) τέτοιο ώστε: (ΟΑΒ) = 𝑎 (𝑎 + 1)
2 ⋅ 𝑔′ (𝜉) , όπου (ΟΑΒ) είναι

το εμβαδόν του τριγώνου ΟΑΒ.

78
Δίνεται η συνάρτηση:

𝑓 (𝑥) = ቐ
𝑥2 + 𝑎𝑥 − 𝛽 , 𝑥 ≤ 1

√𝑥 + 𝑎 − 2𝛽 , 𝑥 > 1

i) Αν η συνάρτηση 𝑓 είναι παραγωγίσιμη στο 𝑥0 = 1, να δείξετε ότι 𝑎 = −3
2 και 𝛽 = 0.

Για 𝑎 = −3
2 και 𝛽 = 0:

ii) Να μελετήσετε την συνάρτηση 𝑓 ως προς την κυρτότητα και να βρείτε τα σημεία καμπής
της, εφόσον αυτά υπάρχουν.

iii) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση 𝑓 αντιστρέφεται στο διάστημα (1,+∞) και να βρείτε την
αντίστροφή της.

iv) Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από την γραφική παράσταση της
𝑓, τον άξονα 𝑥′𝑥 και τις ευθείες 𝑥 = −1 και 𝑥 = 2.
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79
Δίνεται συνάρτηση 𝑓 ∶ R → R με 𝑓 (1) = 0, για την οποία για κάθε 𝑥 ∈ R ισχύει:

𝑒𝑥 (𝑓′ (𝑥) + 𝑓 (𝑥)) = 1 + 𝑓 (𝑥) + 𝑥𝑓′ (𝑥)

i) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση:

𝑔 (𝑥) = (𝑒𝑥 − 𝑥) 𝑓 (𝑥) − 𝑥

είναι σταθερή στοR.

ii) Να αποδείξετε ότι:
𝑓 (𝑥) = 𝑥 − 1

𝑒𝑥 − 𝑥 , 𝑥 ∈ R

iii) Να αποδείξετε ότι υπάρχουν ακριβώς δύο σημεία Α (𝑥1, 𝑓 (𝑥1)) και Β (𝑥2, 𝑓 (𝑥2)) της γραφι‑
κής παράστασης της 𝑓 , με 𝑥1 < 1 < 𝑥2 , στα οποία οι εφαπτομένες της 𝐶𝑓 είναι παράλληλες
στον οριζόντιο άξονα.

iv) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση 𝑓″ (𝑥) ൫𝑥2 + 1൯ + 2𝑥𝑓′ (𝑥) = 0 έχει μία τουλάχιστον πραγ‑
ματική ρίζα.

v) Να αποδείξετε ότι το διάστημα στο οποίο η συνάρτηση 𝑓 είναι γνησίως αύξουσα έχει μήκος
μεγαλύτερο του 2.

80
Δίνονται οι συναρτήσεις:

𝑓 (𝑥) = 𝑒−𝑥2 , 𝑥 ∈ R και ℎ (𝑥) = 𝑙𝑛𝑥 , 𝑥 > 0

i) Να μελετήσετε την συνάρτηση 𝑓 ως προς την μονοτονία, τα ακρότατα και την κυρτότητα.

ii) Να αποδείξετε ότι η 𝑓 αντιστρέφεται στο διάστημα (−∞, 0] και να βρείτε την αντίστροφή
της.

iii) Να βρείτε την συνάρτηση 𝑔 = ℎ ∘ 𝑓

iv) Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από την 𝐶𝑔 , την εφαπτομένη της
𝐶𝑔 στο σημείο της Α (1, 𝑔 (1)) και τον άξονα 𝑥′𝑥.

81
Έστωμίασυνάρτηση𝑓 ∶ (1, +∞) → (0,+∞)με𝑓 (𝑒) = 1, ηοποία είναιπαραγωγίσιμημε𝑓′ (𝑥) ≠ 0
και για την οποία ισχύει:

𝑥2 ⋅ 𝑓
′ (𝑥)

ඥ𝑓 (𝑥)
+ 4 ⋅ ඥ𝑓

(𝑥)
𝑓′ (𝑥) = 4𝑥 , για κάθε 𝑥 > 1

i) Να αποδείξετε ότι:
𝑓 (𝑥) = 𝑙𝑛2𝑥 , 𝑥 > 1

ii) Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης (𝜀) της γραφικής παράστασης της 𝑓 που διέρχεται
από την αρχή των αξόνων.

iii) Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που ορίζεται από την γραφική παράσταση της 𝑓,
την εφαπτομένη (𝜀) και τις ευθείες 𝑥 = 𝑒 και 𝑥 = 𝑒2.

iv) Ένα σημείο M(𝑥, 𝑓 (𝑥)) κινείται πάνω στην γραφική παράσταση της 𝑓. Έστω Ν η προβολή
του Μ στον άξονα 𝑥′𝑥. Αν το σημείο Ν απομακρύνεται από την αρχή των αξόνων με ταχύ‑
τητα 3 μονάδες ανά δευτερόλεπτο, να υπολογίσετε τον ρυθμό μεταβολής της γωνίας ΜΟ̂Ν
την χρονική στιγμή που το σημείο Μ διέρχεται από το σημείο A(𝑒, 𝑓 (𝑒)) .
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82
Έστω μία συνάρτηση 𝑓 ∶ R → R για την οποία ισχύει:

(𝑓 ∘ 𝑔) (𝑥) = −𝑥2 + 6𝑥 − 3 , για κάθε 𝑥 ∈ R

όπου η 𝑔 είναι η συνάρτηση
𝑔 (𝑥) = 𝑥 − 1 , 𝑥 ∈ R

Θεωρούμε επίσης την συνάρτηση:

ℎ (𝑥) = 𝑎𝑥2 + 𝛽𝑥 + 2
𝑥 , 𝑥 > 0

Η γραφική παράσταση της συνάρτησης ℎ έχει ως ασύμπτωτη στο +∞ την ευθεία (𝜀) ∶ 𝑦 = 4𝑥 − 1.

i) Να αποδείξετε ότι:
𝑓 (𝑥) = −𝑥2 + 4𝑥 + 2 , 𝑥 ∈ R

ii) Να δείξετε ότι 𝑎 = 4 και 𝛽 = −1.

iii) Να αποδείξετε ότι οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων 𝑓 και ℎ έχουν ένα ακριβώς
κοινό σημείο στο οποίο έχουν κοινή εφαπτομένη, την οποία και να βρείτε.

iv) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση ℎ (𝑥) + 𝑓2 (𝑥)
𝑔 (𝑥) = 𝑒 έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο διάστημα

(0, 1) .

83
Θεωρούμε την συνάρτηση:

𝑓 (𝑥) = 1 + 𝑒𝑥
𝑒𝑥 + 1

i) Να μελετήσετε την συνάρτηση 𝑓 ως προς την μονοτονία, την κυρτότητα και να βρείτε το
σύνολο τιμών της.

ii) Να βρείτε την εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της 𝑓 στο σημείο της Α(0, 𝑓 (0)) .

iii) Να αποδείξετε ότι για κάθε 𝑥 ∈ [0, +∞) ισχύει: 4𝑓 (𝑥) ≤ 𝑥 + 6

iv) Να σχεδιάσετε την γραφική παράσταση της συνάρτησης 𝑓.

v) Να λύσετε την εξίσωση: 𝑓 (𝜂𝜇𝑥 − 𝑥) = 𝜂𝜇𝑥 − 𝑥 + 6
4

84
Έστω 𝑎 ∈ R. Δίνονται οι συναρτήσεις:

𝜑 (𝑥) = √𝑥 + 𝑎𝑥 , 𝑥 ≥ 0 και 𝑓 (𝑥) = 𝑥4 + 1
𝑥2 , 𝑥 ≠ 0

Η εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της συνάρτησης 𝜑 στο σημείο της Α (1, 𝜑 (1)) είναι πα‑
ράλληλη στην ευθεία (𝜀) ∶ 𝑦 = 1

2𝑥

i) Να αποδείξετε ότι 𝑎 = 0 και να βρείτε την συνάρτηση 𝑔 = 𝑓 ∘ 𝜑

ii) Να μελετήσετε την συνάρτηση 𝑔 ως προς την μονοτονία, τα ακρότατα, την κυρτότητα και
τα σημεία καμπής.

iii) Να βρείτε τις ασύμπτωτες της γραφικής παράστασης της συνάρτησης 𝑔 και να κάνετε την
γραφική της παράσταση.

iv) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση 𝑔 (𝑥) = 1 + 𝜎𝜐𝜈𝑥 είναι αδύνατη στο (0, +∞) .
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85
Δίνεται η συνεχής συνάρτηση 𝑓 ∶ R → R για την οποία ισχύουν:

• lim
𝑥→2

𝑓 (𝑥) + 1
𝑥 − 2 = −2

• ቚ𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑦) + 1
2𝑥

2 − 1
2𝑦

2ቚ , για κάθε 𝑥, 𝑦 ∈ R

i) Να δείξετε ότι η εξίσωση της εφαπτομένης της 𝐶𝑓 στο σημείο της Μ (2, 𝑓 (2)) είναι η ευθεία
(𝜁) ∶ 𝑦 = −2𝑥 + 3

ii) Να αποδείξετε ότι:

(αʹ) Η συνάρτηση:
𝑔 (𝑥) = 𝑓 (𝑥) + 1

2𝑥
2 , 𝑥 ∈ R

είναι σταθερή.

(βʹ) 𝑓 (𝑥) = 1 − 1
2𝑥

2 , 𝑥 ∈ R

iii) Να αποδείξετε ότι η γραφική παράσταση της συνάρτησης:

𝜑 (𝑥) = 2−𝑥 , 𝑥 ∈ R

έχει με την γραφική παράσταση της συνάρτησης 𝑓 ακριβώς δύο κοινά σημεία τα Α (0, 1)
και Β ቀ1, 12ቁ

iv) Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που ορίζεται από την γραφική παράσταση της συ‑
νάρτησης 𝑓, την εφαπτομένη της (𝜁) και τον άξονα 𝑦′𝑦.

v) Να υπολογίσετε το όριο: lim
𝑥→√2

ቂቀ𝑒𝑥−√2 − 1ቁ ⋅ 𝑙𝑛 (𝑓 (𝑥))ቃ
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Δίνεται μία συνεχής συνάρτηση 𝑓 ∶ R → R, με 𝑓 (0) = 1, για την οποία για κάθε 𝑥 ∈ R ισχύει:

𝑒4𝑥2 ⋅ 𝑓2 (𝑥) = 1

i) Να αποδείξετε ότι:
𝑓 (𝑥) = 𝑒−2𝑥2 , 𝑥 ∈ R

ii) (αʹ) Να μελετήσετε την συνάρτηση 𝑓 ως προς την μονοτονία και τα ακρότατα.
(βʹ) Να μελετήσετε την συνάρτηση 𝑓 ως προς την κυρτότητα και τα σημεία καμπής.
(γʹ) Να αποδείξετε ότι η γραφική παράσταση της συνάρτησης 𝑓 έχει οριζόντια ασύμ‑

πτωτη στο −∞ και στο +∞.
(δʹ) Να σχεδιάσετε την γραφική παράσταση της 𝑓. ( Δίνεται ότι 1

√𝑒
≃ 0.6 )

iii) Θεωρούμε τασημείαΑ (𝑥, 𝑓 (𝑥)) και Β (−𝑥, 𝑓 (−𝑥)) της γραφικής παράστασης της 𝑓, καθώς
και τα σημεία Γ (−𝑥, 0) και Δ (𝑥, 0), όπου 𝑥 > 0. Να αποδείξετε ότι το εμβαδόν του τετρα‑
πλεύρου ΑΒΓΔ γίνεται μέγιστο, όταν τα σημεία Α και Β ταυτίζονται με τα σημεία καμπής
της γραφικής παράστασης της συνάρτησης 𝑓.
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Έστω 𝑎 > 0. Θεωρούμε την συνάρτηση:

𝑓 (𝑥) = 𝑙𝑛2𝑥 − 𝑙𝑛 (𝑎𝑥) , 𝑥 > 0

Δίνεται ότι: 𝑙𝑛𝑥 ≥ 𝑎 ቆ1 − 1
𝑥ቇ , για κάθε 𝑥 > 0.

i) Να αποδείξετε ότι 𝑎 = 1.

ii) Να μελετήσετε την συνάρτηση 𝑓 ως προς την μονοτονία και να βρείτε το σύνολο τιμών της.

iii) (αʹ) Να αποδείξετε ότι υπάρχουν 𝑥1, 𝑥2 με 0 < 𝑥1 < 𝑥2 τέτοιοι ώστε να ισχύει:

𝑓 (𝑥1) = 𝑓 (𝑥2) = −√3𝑒
12

(βʹ) Να υπολογίσετε το όριο: lim
𝑥→√𝑒

1 − 𝑥1
4𝑓 (𝑥) + 1

iv) Να μελετήσετε την συνάρτηση 𝑓 ως προς την κυρτότητα και να βρείτε το σημείο καμπής
της γραφικής της παράστασης.

v) Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα: න
𝑒

1
𝑓 (𝑥) 𝑑𝑥
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Δίνεται μία παραγωγίσιμη συνάρτηση 𝑓 ∶ R → R με 𝑓 (0) = 0 για την οποία για κάθε 𝑥 ∈ R ισχύει:

𝑓′ (𝑥) = න
1

0
𝑓 (𝑥) 𝑑𝑥 − 𝑒−𝑥

i) Να αποδείξετε ότι:
𝑓 (𝑥) = 𝑒−𝑥 − 2𝑥

𝑒 − 1 , 𝑥 ∈ R

Θεωρούμε την συνάρτηση:

𝑔 (𝑥) = 𝑓 (−𝑥) − 𝑓 (𝑥) − 4𝑥
𝑒 , 𝑥 ∈ R

ii) Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της γραφικής παράστασης της 𝑔 στο σημείο κα‑
μπής της.

iii) Να αποδείξετε ότι για κάθε 𝑥 ≥ 0 ισχύει: 𝑒𝑥 ≥ √𝑥2 + 1 + 𝑥

iv) Να λύσετε στο (0, 𝜋) την εξίσωση: 𝜎𝜐𝜈𝑥 ⋅ 𝜎𝜑𝑥 + 𝑙𝑛 ൫𝜂𝜇2𝑥൯ = 0

v) Να αποδείξετε ότι υπάρχει 𝑥0 ∈ (0, 1) ώστε: 𝑔′ (𝑥) = ඥ𝑔2 (𝑥) + 2𝑔 (𝑥0)
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Έστωμία συνάρτηση 𝑓 ∶ R → R η οποία είναι δύοφορές παραγωγίσιμη και για την οποία ισχύουν:

• 𝑓″ (𝑥) > 1 − 𝑒𝑓″(𝑥) , για κάθε 𝑥 ∈ R

• lim
𝑥→+∞

[𝑓 (𝑥 + 1) − 𝑓 (𝑥)] = 1

i) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση 𝑓 είναι κυρτή στοR.

ii) Να αποδείξετε ότι:

(αʹ) 𝑓 (𝑥 + 1) − 𝑓 (𝑥) < 1 , για κάθε 𝑥 ∈ R.
(βʹ) 𝑓′ (𝑥) < 1 , για κάθε 𝑥 ∈ R.

iii) Θεωρούμε επιπλέον την συνάρτηση:

𝑔 (𝑥) = 𝑥5
5 − 2𝑥2 + 4𝑥 , 𝑥 ∈ R

Να αποδείξετε ότι δεν υπάρχει εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της 𝑓 που να είναι
παράλληλη σε εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της 𝑔.

90
Θεωρούμε μία παραγωγίσιμη συνάρτηση 𝑓 ∶ R → R, με 𝑓 (0) = 0, για την οποία για κάθε 𝑥 ∈ R

ισχύει:
൫𝑓2 (𝑥) + 2𝑓 (𝑥) ⋅ 𝑒𝑥 + 𝑒2𝑥൯ ⋅ (𝑓′ (𝑥) + 𝑒𝑥) = 2𝑒6𝑥

i) Να αποδείξετε ότι:
𝑓 (𝑥) = 𝑒2𝑥 − 𝑒𝑥 , 𝑥 ∈ R

ii) Να βρείτε το πλήθος των πραγματικών ριζών της εξίσωσης 𝑓 (𝑥) = 𝑎 , για τις διάφορες
τιμές του πραγματικού αριθμού 𝑎.

iii) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση 1 + 4𝑒2𝑥 = 4 ൫𝑒𝑥 + 𝑙𝑛 ൫𝜂𝜇2𝑥൯൯ είναι αδύνατη.

iv) Θεωρούμε την συνάρτηση:

𝑔 (𝑥) = 𝑥3 − 3𝑥 + 𝑏 , 𝑥 ∈ R

Να βρείτε για ποιές τιμές του πραγματικού αριθμού 𝑏 η εξίσωση 𝑓 (𝑔 (𝑥)) = 0 έχει τρεις
πραγματικές ρίζες.
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Δίνεται η συνάρτηση:

𝑓 (𝑥) = 𝑥2
𝑥2 + 1 , 𝑥 ∈ R

i) Να βρείτε τα διαστήματα στα οποία η 𝑓 είναι γνησίως αύξουσα, τα διαστήματα στα οποία
η 𝑓 είναι γνησίως φθίνουσα και τα ακρότατα της 𝑓.

ii) Να βρείτε τα διαστήματα στα οποία η 𝑓 είναι κυρτή, τα διαστήματα στα οποία η 𝑓 είναι
κοίλη και να προσδιορίσετε τα σημεία καμπής της γραφικής της παράστασης.

iii) Να βρεθούν οι ασύμπτωτες της γραφικής παράστασης της 𝑓.

iv) Με βάση τις απαντήσεις σας στα προηγούμενα ερωτήματα, να σχεδιάσετε την γραφική πα‑
ράσταση της συνάρτησης 𝑓.
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Έστω 𝑓 μία συνεχής συνάρτηση στοR, για την οποία για κάθε 𝑥 ∈ R ισχύει:

𝑓 (𝑥) = ൫10𝑥3 + 3𝑥൯ ⋅ න
2

0
𝑓 (𝑡) 𝑑𝑡 − 45

i) Να αποδείξετε ότι:
𝑓 (𝑥) = 20𝑥3 + 6𝑥 − 45 , 𝑥 ∈ R

ii) Δίνεται ακόμη μία συνάρτηση 𝑔, η οποία είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στοR. Να αποδεί‑
ξετε ότι:

𝑔″ (𝑥) = lim
ℎ→0

𝑔′ (𝑥) − 𝑔′ (𝑥 − ℎ)
ℎ

iii) Αν για την συνάρτηση 𝑓 του πρώτου ερωτήματος και την συνάρτηση 𝑔 του δεύτερου ερω‑
τήματος ισχύει ότι:

lim
ℎ→0

𝑔 (𝑥 + ℎ) − 2𝑔 (𝑥) + 𝑔 (𝑥 − ℎ)
ℎ2 = 𝑓 (𝑥) + 45

και επιπλέον 𝑔 (0) = 𝑔′ (0) = 1 , τότε να αποδείξετε ότι:

𝑔 (𝑥) = 𝑥5 + 𝑥3 + 𝑥 + 1 , 𝑥 ∈ R
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Δίνεται η συνάρτηση 𝑓 ∶ R → R με:

𝑓 (𝑥) = 𝑥3

i) Να αποδείξετε ότι η 𝑓 είναι συνάρτηση ένα προς ένα και να βρείτε την αντίστροφη συνάρ‑
τηση 𝑓−1

ii) Να αποδείξετε ότι για κάθε 𝑥 > 0 ισχύει: 𝑓 (𝜂𝜇𝑥) > 𝑓 ቀ𝑥 − 1
6𝑥

3ቁ

iii) Ένα σημείο Μ κινείται κατά μήκος της καμπύλης 𝑦 = 𝑥3 , 𝑥 ≥ 0 με 𝑥 = 𝑥 (𝑡) και 𝑦 = 𝑦 (𝑡) .
Να βρείτε σε ποιο σημείο της καμπύλης ο ρυθμός μεταβολής της τεταγμένης 𝑦 (𝑡) του Μ
είναι ίσος με τον ρυθμό μεταβολής της τετμημένης 𝑥 (𝑡), αν υποτεθεί ότι 𝑥′ (𝑡) > 0 για
κάθε 𝑡 ≥ 0.

iv) Αν η συνάρτηση 𝑔 ∶ R → R είναι συνεχής και άρτια συνάρτηση, να υπολογίσετε το ολο‑
κλήρωμα:

න
1

−1
𝑓 (𝑥) 𝑔 (𝑥) 𝑑𝑥
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i) Να λύσετε στοR την εξίσωση: 𝑒𝑥2 − 𝑥2 − 1 = 0

ii) Να βρείτε όλες τις συνεχείς συναρτήσεις 𝑓 ∶ R → R, οι οποίες για κάθε 𝑥 ∈ R ικανοποιούν
την σχέση:

𝑓2 (𝑥) = ቀ𝑒𝑥2 − 𝑥2 − 1ቁ
2

iii) Αν
𝑓 (𝑥) = 𝑒𝑥2 − 𝑥2 − 1 , 𝑥 ∈ R

να αποδείξετε ότι η 𝑓 είναι κυρτή.

iv) Να λύσετε την εξίσωση: 𝑓 (|𝜂𝜇𝑥| + 3) − 𝑓 (|𝜂𝜇𝑥|) = 𝑓 (𝑥 + 3) − 𝑓 (𝑥) όταν 𝑥 ∈ [0, +∞) .
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Δίνεται η συνάρτηση:

𝑓 (𝑥) =

⎧
⎪⎪

⎨
⎪⎪
⎩

𝑙𝑛𝑥
𝑥 + 1 , 0 < 𝑥 < 1

1 , 𝑥 = 1

𝑙𝑛𝑥
𝑥 − 1 , 𝑥 > 1

i) Να δείξετε ότι η 𝑓 είναι συνεχής στο (0, +∞) και να βρείτε, αν υπάρχουν, τις κατακόρυφες
ασύμπτωτες της γραφικής παράστασης της 𝑓.

ii) Να αποδείξετε ότι το 𝑥0 = 1 είναι το μοναδικό κρίσιμο σημείο της 𝑓.

iii) (αʹ) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση 𝑓 (𝑥) = 0 έχει μοναδική ρίζα στο (0, +∞) .
(βʹ) Αν 𝐸 είναι το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από την γραφική παράσταση

της 𝑓, τον άξονα 𝑥′𝑥 και τις ευθείες 𝑥 = 1 και 𝑥 = 𝑥0 , όπου 𝑥0 η μοναδική ρίζα της
εξίσωσης 𝑓 (𝑥) = 0 στο (0, +∞) , να αποδείξετε ότι:

𝐸 = −𝑥20 − 2𝑥0 + 2
2

iv) Αν 𝐹 είναι μία παράγουσα της 𝑓 στο [1, +∞) , να αποδείξετε ότι:

(𝑥 + 1) 𝐹 (𝑥) > 𝑥𝐹 (1) + 𝐹 ൫𝑥2൯ , για κάθε 𝑥 > 1

96
Δίνεται η συνάρτηση:

𝑓 (𝑥) = ቐ
𝑥

𝑥 − 1 , 𝑥 < 0

𝑥2 + 𝑥 , 𝑥 ≥ 0

i) Να μελετήσετε την 𝑓 ως προς την μονοτονία και να βρείτε το σύνολο τιμών της.

ii) Να μελετήσετε την 𝑓 ως προς την κυρτότητα και να βρείτε τις ασύμπτωτες της γραφικής
της παράστασης.

iii) Να σχεδιάσετε την γραφική παράσταση της 𝑓.

iv) Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα: න
1

0
𝑓 (𝑥 − 1) 𝑑𝑥

v) Να λύσετε την ανίσωση: 𝑓 ൫1 − 𝜎𝜐𝜈2𝑥൯ < 𝑥4 + 𝑥2
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Δίνεται η συνάρτηση:

𝑓 (𝑥) = (𝑥 + 1) 𝑒1−𝑥 + 𝑥 , 𝑥 ∈ R

i) Να μελετήσετε την συνάρτηση 𝑓 ως προς την μονοτονία και την κυρτότητα και να βρείτε,
αν υπάρχουν, τα ακρότατα και τα σημεία καμπής της.

ii) (αʹ) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση 𝑓 αντιστρέφεται και να βρείτε το πεδίο ορισμού
της αντίστροφής της.

(βʹ) Να λύσετε την ανίσωση: 𝑓−1 (𝑥) ≥ 𝑥

iii) Να βρείτε τις ασύμπτωτες της γραφικής παράστασης της συνάρτησης 𝑓.

iv) (αʹ) Να σχεδιάσετε την γραφική παράσταση της συνάρτησης 𝑓−1.
(βʹ) Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που σχηματίζεται από την γραφική παρά‑

σταση της συνάρτησης 𝑓−1 και τις ευθείες 𝑦 = 𝑥 και 𝑥 = 𝑒.
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Έστω |𝑎| ≤ 2√5. Θεωρούμε την συνάρτηση:

𝑓 (𝑥) = ඥ𝑥2 + 𝑎𝑥 + 5

Για την συνάρτηση 𝑓 ισχύει:
lim

𝑥→+∞
(𝑓 (𝑥) − 𝛽𝑥) = −1

i) Να αποδείξετε ότι 𝑎 = −2 και 𝛽 = 1 και στην συνέχεια να αποδείξετε ότι: lim
𝑥→+∞

𝑓 (𝑥)
𝑥 = 1

ii) Να υπολογίσετε το όριο: lim
𝑥→+∞

𝑥𝑓 (𝑥) + 7𝑥2 + 4𝑥 ⋅ 𝜂𝜇𝑥
𝑥2𝑓 (𝑥) − 𝑥3 + 3𝑥2 + 2𝑥3 ⋅ 𝜂𝜇 ቀ 1𝑥ቁ

Για 𝑎 = −2:

iii) Να μελετήσετε την συνάρτηση 𝑓 ως προς την μονοτονία και τα ακρότατα.

iv) Να βρείτε το σύνολο τιμών της 𝑓 και στην συνέχεια να βρείτε, για τις διάφορες τιμές του
πραγματικού αριθμού 𝜆, το πλήθος των ριζών της εξίσωσης:

𝑒𝑓(𝑥)−1 = 𝜆

v) Να βρείτε το σημείοΜ της γραφικής παράστασης της συνάρτησης 𝑓 που βρίσκεται πλησιέ‑
στερα στην αρχή των αξόνων.

vi) (αʹ) Να αποδείξετε ότι η 𝑓 είναι κυρτή στοR.
(βʹ) Να αποδείξετε ότι για κάθε 𝑥 ≥ 1 ισχύει: 𝑓 (𝑥) ≤ (𝑥 − 1) 𝑓′ (𝑥) + 2
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Δίνεται η συνάρτηση:

𝑓 (𝑥) = 𝑙𝑛𝑥 − 𝑒
𝑥 + 𝑥 , 𝑥 > 0

i) Να μελετήσετε την συνάρτηση 𝑓 ως προς την μονοτονία, την κυρτότητα και να βρείτε τις
ασύμπτωτες της γραφικής της παράστασης.

ii) (αʹ) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση 𝑓 αντιστρέφεται και να βρείτε το πεδίο ορισμού
της αντίστροφής της.

(βʹ) Να λύσετε την ανίσωση: 𝑓−1 (2𝑒 − 𝑓 (𝑥)) > 𝑒

iii) Να λύσετε την εξίσωση: 𝑙𝑛𝑥 − (𝑒𝑥 + 1) ቆ𝑒𝑥 − 1
𝑒ቇ = 2

iv) Θεωρούμε την συνάρτηση:

𝑔 (𝑥) = 𝑓 (𝑥) + 𝑓 ቆ1𝑥ቇ , 𝑥 > 0

(αʹ) Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που ορίζεται από την γραφική παράσταση
της συνάρτησης 𝑔, τον άξονα 𝑥′𝑥 και τις ευθείες 𝑥 = 1 και 𝑥 = 𝑒.

(βʹ) Να αποδείξετε ότι, αν για κάποιο 𝑎 ∈ R ισχύει 𝑔 (𝑥) ≤ 𝑎 , για κάθε 𝑥 > 0, τότε
ισχύει: 𝑎

2 + 𝑒 ≥ 1
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Θεωρούμε την συνάρτηση:

𝜑 (𝑥) = 𝑥 − 𝜂𝜇𝑥 , 𝑥 ∈ R

i) Να μελετήσετε την 𝜑 ως προς την μονοτονία και να βρείτε το πρόσημό της.

ii) Να αποδείξετε ότι για κάθε 𝑥 ≥ 0 ισχύει: √𝑥 ≥ 𝜂𝜇𝑥

iii) Θεωρούμε δύο παραγωγίσιμες συναρτήσεις 𝑓, 𝑔 ∶ R → R, με συνεχείς παραγώγους στοR

για τις οποίες ισχύουν:

• 𝑓′ (𝑥) ≠ 𝑔′ (𝑥) , για κάθε 𝑥 ∈ R

• lim
𝑥→0

𝑓 (𝑥) − 𝑔 (𝑥) + 𝑥
𝑥 = 2

iv) (αʹ) Να δείξετε ότι 𝑓 (0) = 𝑔 (0)
(βʹ) Να δείξετε ότι 𝑓′ (0) − 𝑔′ (0) = 1

v) Να δείξετε ότι για κάθε 𝑥 > 0 ισχύει 𝑓 (𝑥) > 𝑔 (𝑥), ενώ για κάθε 𝑥 < 0 ισχύει 𝑓 (𝑥) < 𝑔 (𝑥) .

vi) Να λύσετε στο διάστημα [0, +∞) την ανίσωση: 𝑓 ൫√𝑥൯ − 𝑓 (𝜂𝜇𝑥) > 𝑔 ൫√𝑥൯ − 𝑔 (𝜂𝜇𝑥)

vii) Αν ισχύει η ισότητα:

𝑓 (𝑎) + න
𝑔(𝑎)

𝑓(𝑎)

𝑒𝑓(𝑥)
𝑒𝑔(𝑥)𝑑𝑥 = න

𝑔(𝑎)

𝑓(𝑎)
(𝑓 (𝑥) − 𝑔 (𝑥)) 𝑑𝑥 + 𝑔 (𝑎)

να αποδείξετε ότι 𝑎 = 0.

viii) Δίνονται οι συναρτήσεις:

𝑝 (𝑥) = 𝑒√𝑥 − 1 , 𝑥 ≥ 0 και 𝑞 (𝑥) = 𝜂𝜇𝑥 , 𝑥 ∈ R

Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τις γραφικές παραστάσεις
των παραπάνω συναρτήσεων και την ευθεία 𝑥 = 𝜋.

101
Δίνονται οι συναρτήσεις:

𝑓 (𝑥) = 1
𝑥2 + 𝑥 + 1 και 𝑔 (𝑥) = 𝑥2 − 1

𝑥4 + 𝑥3 − 𝑥 − 1
i) Να εξετάσετε αν 𝑓 = 𝑔. Στην περίπτωση που οι συναρτήσεις δεν είναι ίσες, να βρείτε το

ευρύτερο δυνατό υποσύνολο τουR στο οποίο είναι ίσες.

ii) Να εξετάσετε, αν υπάρχει εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της συνάρτησης 𝑓, η ο‑
ποία να διέρχεται από την αρχή των αξόνων.

iii) Να υπολογίσετε το όριο: lim
𝑥→−∞

𝑓′ (𝑥)

iv) Να μελετήσετε την 𝑓 ως προς την μονοτονία και τα ακρότατα.

v) Θεωρούμε την συνάρτηση:

ℎ (𝑥) = ቆ𝑥 + 1
2ቇ

4
+ 4
3 , 𝑥 ∈ R

Νααποδείξετε ότι οι γραφικέςπαραστάσεις τωνσυναρτήσεων𝑓 και ℎ έχουν έναμόνοκοινό
σημείο το οποίο να προσδιορίσετε.
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102
Δίνονται οι συναρτήσεις:

𝑓 (𝑥) = 𝑥2 + 1 , 𝑥 ∈ R και 𝑔 (𝑥) = √𝑥 − 2 , 𝑥 ∈ [2, +∞)

i) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση 𝑔 ∘ 𝑓 έχει πεδίο ορισμού το 𝐴 = (−∞,−1] ∪ [1, +∞) και
τύπο:

(𝑔 ∘ 𝑓) (𝑥) = ඥ𝑥2 − 1

ii) Να βρείτε την ασύμπτωτη της γραφικής παράστασης της συνάρτησης 𝑔 ∘ 𝑓 στο +∞.

iii) Να εξετάσετε αν υπάρχει το όριο στο 𝑥0 = 2 της συνάρτησης:

ℎ (𝑥) =
(𝑔 ∘ 𝑓) (𝑥)
𝑥 − 2 , 𝑥 ∈ 𝐴 − {2}

iv) Έστω η συνάρτηση:

𝜑 (𝑥) = ൝
(𝑔 ∘ 𝑓) (𝑥) , 𝑥 ∈ 𝐴
1 − 𝑥2 , 𝑥 ∈ (−1, 1)

Να εξετάσετε αν πληρούνται οι προϋποθέσεις του Θεωρήματος Rolle στο διάστημα [0, 2]
για την συνάρτηση: 𝑡 (𝑥) = 𝜑 (𝑥) ⋅ 𝜂𝜇 (𝜋𝑥)

103
Δίνεται η συνεχής συνάρτηση 𝑓 ∶ [0, +∞) → R για την οποία ισχύει:

𝑓 (𝑥) ⋅ 𝑓′ (𝑥) = 1
2 , για κάθε 𝑥 > 0

και της οποίας η γραφική παράσταση 𝐶𝑓 διέρχεται από το σημείοΜ(1, 1) . Έστω το σημείο Αቀ32 , 0ቁ .

i) Να αποδείξετε ότι:
𝑓 (𝑥) = √𝑥 , 𝑥 ∈ [0, +∞)

ii) Να αποδείξετε ότι το σημείο Μ είναι το μοναδικό σημείο της 𝐶𝑓 που απέχει από το σημείο
Α την μικρότερη απόσταση.

iii) Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από την 𝐶𝑓 , την εφαπτομένη της
𝐶𝑓 στο σημείο Μ και τον άξονα 𝑥′𝑥.

iv) Δίνεται επιπλέον μία συνεχής και γνησίως φθίνουσα συνάρτηση 𝑔 ∶ [0, +∞) → R για την
οποία ισχύει:

0 < 𝑔 (𝑥) < 1 , για κάθε 𝑥 ≥ 0
Ναδείξετε ότι η εξίσωση: 𝑓 (𝑥) = 𝑔 (𝑥) έχει μοναδική ρίζα 𝑥0 , η οποίαανήκει στο διάστημα
(0, 1) .

104
Δίνεται η συνάρτηση:

𝑓 (𝑥) = 𝑥2 − 2𝑥𝑙𝑛𝑥 , 𝑥 > 0

i) Να μελετήσετε την 𝑓 ως προς την κυρτότητα και να βρείτε τα σημεία καμπής της.

ii) Να μελετήσετε την 𝑓 ως προς την μονοτονία, τα ακρότατα και να βρείτε το σύνολο τιμών
της.

iii) Για τις διάφορες τιμές του πραγματικού αριθμού 𝜆, να βρείτε το πλήθος των ριζών της εξί‑
σωσης:

2𝑙𝑛𝑥 = 𝑥 − 𝜆
𝑥
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105
Δίνονται η συνάρτηση 𝑓 ∶ R → R με:

𝑓 (𝑥) = (𝑥 − 1) 𝑙𝑛 ൫𝑥2 − 2𝑥 + 2൯ + 𝑎𝑥 + 𝛽

όπου 𝑎, 𝛽 ∈ R και η ευθεία (𝜀) ∶ 𝑦 = −𝑥+2. Η ευθεία (𝜀) εφάπτεται στην γραφική παράσταση της
συνάρτησης 𝑓 στο σημείο της A(1, 1) .

i) Να αποδείξετε ότι 𝑎 = −1 και 𝛽 = 2.

ii) Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από την γραφική παράσταση της
𝑓, την ευθεία (𝜀) και τις ευθείες 𝑥 = 1 και 𝑥 = 2.

iii) Να αποδείξετε ότι 𝑓′ (𝑥) ≥ −1 , για κάθε 𝑥 ∈ R.

iv) Να αποδείξετε ότι 𝑓 ቆ𝜆 + 1
2ቇ + 𝜆 ≥ (𝜆 − 1) 𝑙𝑛 ൫𝜆2 − 2𝜆 + 2൯ + 3

2 , για κάθε 𝜆 ∈ ℝ.

v) Να αποδείξετε ότι η γραφική παράσταση της συνάρτησης 𝑓 και η γραφική παράσταση της
συνάρτησης 𝑔 (𝑥) = −𝑥3−𝑥+2 , 𝑥 ∈ R έχουν μοναδική κοινή εφαπτομένη και να βρείτε
την εξίσωσή της.

106
Δίνεται η συνάρτηση 𝑓 ∶ R → R με τύπο:

𝑓 (𝑥) = 𝑥3
3𝑥2 − 3𝑥 + 1

i) Να αποδείξετε ότι η 𝑓 είναι γνησίως αύξουσα στοR.

ii) Να αποδείξετε ότι:
𝑓 (𝑥) + 𝑓 (1 − 𝑥) = 1 , για κάθε 𝑥 ∈ R

Στην συνέχεια να αποδείξετε ότι το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από την γραφική
παράσταση της 𝑓, τον άξονα 𝑥′𝑥 και την ευθεία 𝑥 = 1, ισούται με 1

2 .

iii) Να αποδείξετε ότι: න
1

0
2𝑓2 (𝑥) 𝑑𝑥 < 1

iv) Να λύσετε στο διάστημα ൬0, 𝜋2൰ την εξίσωση:

𝑓 ൫𝜂𝜇2𝑥൯ + 𝑓 ൫𝜎𝜐𝜈2𝑥൯ = 𝑓 (𝜀𝜑𝑥 ⋅ 𝑒𝜎𝜐𝜈𝑥−𝜂𝜇𝑥)

107
Θεωρούμε την συνάρτηση:

𝑓 (𝑥) = √𝑥 ⋅ 𝑙𝑛𝑥 , 𝑥 > 0

i) Να μελετήσετε την 𝑓 ως προς την μονοτονία, την κυρτότητα και να βρείτε τα τοπικά της
ακρότατα και τα σημεία καμπής της.

ii) Έχει η εξίσωση 𝑓 (𝑥) = −2𝑒−1/2 λύση στο (0, +∞); Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας.

iii) Να εξετάσετε αν η γραφική παράσταση της 𝑓 δέχεται κατακόρυφες ασύμπτωτες.

iv) Θεωρούμε την συνάρτηση:
𝑔 (𝑥) = √𝑥 ⋅ 𝑓 (𝑥) , 𝑥 > 0

Να βρείτε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από την γραφική παράσταση της συ‑
νάρτησης 𝑔, τον άξονα 𝑥′𝑥 και τις ευθείες 𝑥 = 1

2 και 𝑥 = 1.
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108
Θεωρούμε την συνεχή συνάρτηση 𝑓 ∶ (0, +∞) → R για την οποία ισχύει:

𝑓 (𝑥) (1 − 𝑥) = 𝑥𝑙𝑛𝑥 , για κάθε 𝑥 > 0

i) Να αποδείξετε ότι:

𝑓 (𝑥) = ൞
𝑥𝑙𝑛𝑥
1 − 𝑥 , 𝑥 ∈ (0, 1) ∪ (1,+∞)

−1 , 𝑥 = 1

ii) Να αποδείξετε ότι 𝑓 (𝑥) < 0 , για κάθε 𝑥 > 0

iii) Να αποδείξετε ότι η 𝑓 δεν έχει κρίσιμα σημεία.

iv) Έστω Ω το χωρίο που περικλείεται από την γραφική παράσταση της συνάρτησης 𝑓, τον
άξονα 𝑥′𝑥 και τις ευθείες 𝑥 = 2 και 𝑥 = 3. Αν 𝐸 (Ω) το εμβαδόν του χωρίου Ω, να αποδείξετε
ότι:

𝑙𝑛4 < 𝐸 (Ω) < 𝑙𝑛3√3

v) Να λύσετε στο διάστημα (0,+∞) την εξίσωση: 2𝑓 ൫𝑥2൯ = 𝑓 ൫𝑥3൯ + 𝑓 ൫𝑥4൯

109
Δίνεται η συνάρτηση:

𝑓 (𝑥) = √𝑙𝑛𝑥 , 𝑥 ∈ [1, +∞)

i) Να μελετήσετε την συνάρτηση 𝑓 ως προς την μονοτονία, τα ακρότατα και την κυρτότητα.

ii) Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της γραφικής παράστασης της συνάρτησης 𝑓 σε
σημείο τηςμε τετμημένη𝑥0, όπου𝑥0 ∈ (1,+∞), ηοποίαδιέρχεται απότηναρχήτωναξόνων.

iii) Να βρείτε τις τιμές του 𝑥 για τις οποίες ισχύει: 𝑓2 (𝑥) ≤ 𝑓 (𝑥)

iv) Αν 𝐸 είναι το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από την γραφική παράσταση της 𝑓, τον
άξονα 𝑥′𝑥 και την ευθεία 𝑥 = 𝑒, να αποδείξετε ότι:

1 < 𝐸 < 𝑒2 − 1
2√2𝑒

110
Δίνεται η συνάρτηση:

𝑓 (𝑥) = (𝑥 − 𝑒𝑥) 𝑒−𝑥 , 𝑥 ∈ R

i) Να μελετήσετε την 𝑓 ως προς την μονοτονία, τα ακρότατα, τα κοίλα και τα σημεία καμπής.

ii) Να βρείτε, αν υπάρχουν, τις ασύμπτωτες και τα σημεία τομής της γραφικής παράστασης
της συνάρτησης 𝑓 με τους άξονες συντεταγμένων.

iii) Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από την γραφική παράσταση της
𝑓, τους άξονες συντεταγμένων και την ευθεία 𝑥 = 1.

iv) Να χαράξετε την γραφική παράσταση της συνάρτησης:

𝑔 (𝑥) = 𝑓 (𝑥) + 1 , 𝑥 ∈ R
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111
Δίνονται οι παραγωγίσιμες συναρτήσεις 𝑓, 𝑔 ∶ R → R με 𝑓 (1) = 1 και 𝑔 (0) = 0. Η σύνθεση της
συνάρτησης 𝑔 με την συνάρτηση 𝑓 είναι συνάρτηση ένα προς ένα και ισχύει:

𝑔 (𝑥) ⋅ 𝑥 ⋅ 𝑓′ (𝑥) − 𝑔 (𝑥) ൫𝑓 (𝑥) − 𝑥2൯ = 0 , για κάθε 𝑥 ∈ R

i) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση 𝑔 είναι ένα προς ένα.

ii) Να αποδείξετε ότι 𝑥𝑓′ (𝑥) − 𝑓 (𝑥) = −𝑥2 , για κάθε 𝑥 ∈ (−∞, 0) ∪ (0,+∞) .

iii) Να αποδείξετε ότι:
𝑓 (𝑥) = 2𝑥 − 𝑥2 , 𝑥 ∈ R

iv) Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας που διέρχεται από την αρχή των αξόνων και χωρίζει το
χωρίο που περικλείεται από την γραφική παράσταση της συνάρτησης 𝑓 και τον άξονα 𝑥′𝑥
σε δύο ισεμβαδικά χωρία.

112
Δίνεται η συνάρτηση:

𝑓 (𝑥) = 3𝑥 + 1
𝑥 − 3 , 𝑥 ∈ R− {3}

i) Να αποδείξετε ότι η 𝑓 αντιστρέφεται στοR− {3} .

ii) Να αποδείξετε ότι οι συναρτήσεις 𝑓 και 𝑓−1 είναι ίσες.

iii) Να αποδείξετε ότι για κάθε 𝑥 ∈ R− {3} ισχύει: (𝑓 ∘ 𝑓) (𝑥) = 𝑥

iv) Να υπολογίσετε το όριο: lim
𝑥→− 1

3

ቆ𝑓 (𝑥) ⋅ 𝜂𝜇 ቆ 1
3𝑥 + 1ቇቇ

113
Δίνονται οι συναρτήσεις:

𝑓 (𝑥) = 𝑥 + 2
𝑥 − 1 , 𝑥 ∈ (1,+∞) και 𝑔 (𝑥) = 𝑒𝑥 , 𝑥 ∈ R

i) Να προσδιορίσετε την συνάρτηση 𝑓 ∘ 𝑔

ii) Αν:
(𝑓 ∘ 𝑔) (𝑥) = 𝑒𝑥 + 2

𝑒𝑥 − 1 , 𝑥 > 0

να αποδείξετε ότι η συνάρτηση 𝑓 ∘ 𝑔 είναι ένα προς ένα και να βρείτε την αντίστροφή της.

iii) Αν:
𝜑 (𝑥) = (𝑓 ∘ 𝑔)−1 (𝑥) = 𝑙𝑛 ቆ𝑥 + 2

𝑥 − 1ቇ , 𝑥 > 1

να μελετήσετε την συνάρτηση 𝜑 ως προς την μονοτονία.

iv) Για την συνάρτηση 𝜑 του προηγούμενου ερωτήματος, να βρεθούν τα όρια:

lim
𝑥→1+

𝜑 (𝑥) και lim
𝑥→+∞

𝜑 (𝑥)
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114
Ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ είναι εγγεγραμμένο σε κύκλο με κέντρο Ο και ακτίνα 𝜌 = 1, όπωςφαίνεται
στο σχήμα που ακολουθεί. Αν 𝜃 είναι η γωνία μεταξύ των ίσων πλευρών του τριγώνου και ισχύει
𝐵

∧
𝑂𝑀 = 𝜃, τότε:

i) Να αποδείξετε ότι το εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ ως συνάρτηση της γωνίας 𝜃, είναι:

𝐸 (𝜃) = (1 + 𝜎𝜐𝜈𝜃) 𝜂𝜇𝜃 , 𝜃 ∈ (0, 𝜋)

ii) Να βρείτε την τιμή της γωνίας 𝜃 ∈ (0, 𝜋), για την οποία το εμβαδόν του τριγώνου μεγιστο‑
ποιείται.

iii) Να αποδείξετε ότι υπάρχουν ακριβώς δύο γωνίες 𝜃1, 𝜃2 με 𝜃1 < 𝜃2, για τις οποίες το εμβα‑
δόν του τριγώνου ισούται με 3

4 .

iv) Για τις γωνίες 𝜃1, 𝜃2 του προηγούμενου ερωτήματος, να δείξετε ότι υπάρχουν 𝜉1, 𝜉2 ∈ (0, 𝜋)
τέτοια ώστε:

൬𝜋3 − 𝜃1൰𝐸′ (𝜉1) = ൬𝜋3 − 𝜃2൰𝐸′ (𝜉1)

115
Έστω 𝜆 > 0. Θεωρούμε την συνάρτηση:

𝑓 (𝑥) =
⎧

⎨
⎩

1
1 − 𝑥 − 𝑙𝑛𝜆 , 𝑥 ≤ 0

𝜂𝜇𝑥 + 𝜆𝜎𝜐𝜈𝑥 , 0 < 𝑥 < 3𝜋
2

i) Να αποδείξετε ότι 𝜆 = 1.

ii) Να αποδείξετε ότι ορίζεται εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της 𝑓 στο σημείο
Α(0, 1), η οποία σχηματίζει με τον άξονα 𝑥′𝑥 γωνία ίση με 𝜋

4 .

iii) Να βρείτε τα κρίσιμα σημεία της συνάρτησης 𝑓.

iv) Ένα σημείο Μ(𝑎, 𝑓 (𝑎)), με 𝑎 ≤ 0, κινείται στην γραφική παράσταση της 𝑓. Ο ρυθμός μετα‑
βολής της τετμημένης του σημείου Μ, δίνεται από τον τύπο:

𝑎′ (𝑡) = −𝑎 (𝑡)
3

Η εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της 𝑓 στο σημείο Μ τέμνει τον άξονα 𝑥′𝑥 στο
σημείο Β. Ναβρείτε τον ρυθμό μεταβολής της τετμημένης τουσημείουΒ την χρονική στιγμή
𝑡0, κατά την οποία το σημείο Μ έχει τετμημένη −1.
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Δίνεται η συνάρτηση 𝑓 ∶ R → R με τύπο:

𝑓 (𝑥) = 𝑒𝑥 + 𝑥2 − 𝑒𝑥 − 1

i) Να αποδείξετε ότι υπάρχει μοναδικό 𝑥0 ∈ (0, 1) στο οποίο η 𝑓 παρουσιάζει ολικό ελάχιστο.
Στην συνέχεια να αποδείξετε ότι:

𝑓 (𝑥0) = 𝑥20 − (𝑒 + 2) 𝑥0 + 𝑒 − 1

ii) Να υπολογίσετε το όριο:

lim
𝑥→𝑥0

ቈ 1
𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑥0)

+ 𝜂𝜇 ቆ 1
𝑥 − 𝑥0

ቇ቉

όπου 𝑥0 το σημείο στο οποίο η 𝑓 παρουσιάζει ολικό ελάχιστο.

iii) Αν 𝑥0 είναι το σημείο που η 𝑓 παρουσιάζει ολικό ελάχιστο, να αποδείξετε ότι η εξίσωση
𝑓 (𝑥) + 𝑥 = 𝑥0 , για 𝑥 ∈ (𝑥0, 1) έχει μοναδική ρίζα 𝜌.

iv) Αν 𝑥0 είναι το σημείο που η 𝑓 παρουσιάζει ολικό ελάχιστο και 𝜌 είναι η ρίζα του προηγού‑
μενου ερωτήματος, να αποδείξετε ότι για κάθε 𝑘 ∈ (𝜌, 1) ισχύει:

𝑓 (𝑥0) > 𝑓 (𝜌) (𝑓′ (𝑘) + 1)
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Έστω 𝜆 > 0. Δίνονται οι συναρτήσεις:

𝑓 (𝑥) = 𝑥𝑙𝑛𝑥 − 𝑙𝑛 (𝜆𝑥) , 𝑥 > 0 και 𝑔 (𝑥) = 𝑥𝑥 , 𝑥 > 0

i) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση 𝑓 παρουσιάζει ελάχιστο στο 𝑥0 = 1, το οποίο και να βρείτε.
Στην συνέχεια, να βρείτε την ευθεία στην οποία ανήκει το σημείο ακροτάτου της 𝑓, καθώς
το 𝜆 μεταβάλλεται στο (0, +∞) .

ii) Να βρείτε την μεγαλύτερη τιμή του 𝜆 για την οποία ισχύει:

𝑥𝑥 ≥ 𝜆𝑥 , για κάθε 𝑥 > 0

Έστω ότι 𝜆 = 1:

iii) Να αποδείξετε ότι η ευθεία 𝑦 = 𝑥 είναι η μοναδική εφαπτομένη της γραφικής παράστασης
𝐶𝑔 της συνάρτησης 𝑔, η οποία διέρχεται από την αρχή των αξόνων.

iv) Θεωρούμε επιπλέον την συνάρτηση:

ℎ (𝑥) = ൝
𝑥𝑥 , 𝑥 > 0
1 , 𝑥 = 0

Να αποδείξετε ότι:

(αʹ) Η ℎ είναι συνεχής.
(βʹ) Η εξίσωση:

𝑥2020 ⋅ ቆ3 − 2න
2

1
𝑔 (𝑡) 𝑑𝑡ቇ + (1 − 𝑥) ⋅ න

1

0
ℎ (1 − 𝑡) 𝑑𝑡 = 0

έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο διάστημα (0, 1) .
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Δίνεται η συνάρτηση 𝑓 ∶ R → R για την οποία ισχύει ότι:

𝑓 (𝑥 + 1) = (𝑥 + 1) 𝑒−𝑥

i) Να δείξετε ότι:
𝑓 (𝑥) = 𝑥𝑒1−𝑥 , 𝑥 ∈ R

ii) Να μελετήσετε την συνάρτηση 𝑓 ως προς την μονοτονία και τα ακρότατα.

iii) Να μελετήσετε την συνάρτηση 𝑓 ως προς την κυρτότητα, τα σημεία καμπής και να βρείτε
τις ασύμπτωτες της γραφικής της παράστασης, αν υπάρχουν.

iv) Να βρείτε:

(αʹ) το σύνολο τιμών της συνάρτησης 𝑓.
(βʹ) το πλήθος των ριζών της εξίσωσης 𝑓 (𝑥) = 𝜆 , για τις διάφορες τιμές του 𝜆 ∈ R.
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Δίνεται η συνάρτηση:

𝑓 (𝑥) = ൞
𝑎𝑥3 − 3𝑥2 − 𝑥 + 1 , 𝑥 ≤ 0

𝜎𝜐𝜈𝑥 , 0 < 𝑥 ≤ 3𝜋
2

όπου 𝑎 < −3.

i) Να δείξετε ότι η συνάρτηση 𝑓 είναι συνεχής στο πεδίο ορισμού της αλλά μη παραγωγίσιμη
στο 𝑥0 = 0.

ii) (αʹ) Να εξετάσετε αν η συνάρτηση 𝑓 ικανοποιεί καθεμιά από τις προϋποθέσεις του Θε‑
ωρήματος Rolle στο ቂ0, 3𝜋2 ቃ.

(βʹ) Να βρεθεί το μοναδικό 𝜉 ∈ ቀ0, 3𝜋2 ቁ για το οποίο ισχύει 𝑓
′ (𝜉) = 0.

iii) Να δείξετε ότι στην γραφική παράσταση της συνάρτησης 𝑓 δεν υπάρχουν σημεία με αρνη‑
τική τετμημένη στα οποία η εφαπτομένη της είναι παράλληλη στον άξονα 𝑥′𝑥.

iv) Να δείξετε ότι για κάθε 𝑥 ∈ ቀ−∞, 3𝜋2 ቃ ισχύει: 𝑓 (𝑥) ≥ −1
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i) Να δείξετε ότι η εξίσωση: 𝑙𝑛𝑥 = 1

𝑥 έχει μοναδική ρίζα 𝑥0 , η οποία ανήκει στο (1, 𝑒).

Στα παρακάτω ερωτήματα να θεωρήσετε ότι το 𝑥0 είναι η μοναδική ρίζα της παραπάνω
εξίσωσης και ότι η συνάρτηση 𝑓 ∶ (0, +∞) → R έχει τύπο:

𝑓 (𝑥) = 𝑙𝑛𝑥0 (𝑥 + 1) − 𝑙𝑛𝑥 − 1

ii) Να δείξετε ότι η συνάρτηση 𝑓 παρουσιάζει ελάχιστο στο 𝑥0 , το 𝑓 (𝑥0) = 0.

iii) Να αποδείξετε ότι οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων:

𝑔 (𝑥) = 𝑥𝑒−𝑥 , 𝑥 ∈ R και ℎ (𝑥) = ൬𝑥0𝑒 ൰
𝑥+1

, 𝑥 ∈ R

έχουν ένα μόνο κοινό σημείο, στο οποίο έχουν και κοινή εφαπτομένη.

iv) Έστω η συνάρτηση 𝜑 ∶ (0, +∞) → R, συνεχής, με 𝑓 (𝑥) > 𝜑 (𝑥) για κάθε 𝑥 > 0. Θεωρούμε
τα σημεία A(𝑥, 𝑓 (𝑥)) και B(𝑥, 𝜑 (𝑥)) με 𝑥 > 0. Αν η απόσταση των σημείων A και B γίνεται
ελάχιστη στο 𝑥 = 𝑥0 , να δείξετε ότι το 𝑥0 είναι κρίσιμο σημείο της συνάρτησης 𝜑.
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Δίνονται οι συναρτήσεις:

𝑓 (𝑥) = 𝑥2 + 𝑎 και 𝑔 (𝑥) = 𝑥 + 𝛽
όπου 𝑎, 𝛽 ∈ R , για τις οποίες ισχύει:

(𝑓 ∘ 𝑔) (𝑥) = 𝑥2 − 2𝑥 , για κάθε 𝑥 ∈ R

i) Να αποδείξετε ότι 𝑎 = 𝛽 = −1.

ii) Να εξετάσετε αν οι συναρτήσεις 𝑓 και 𝑔 είναι ένα προς ένα και να βρείτε την αντίστροφη
συνάρτησή τους, εφόσον αυτή υπάρχει.

iii) Να προσδιορίσετε την συνάρτηση 𝑔−1 ∘ 𝑓 και να παραστήσετε γραφικά την συνάρτηση:

𝜑 (𝑥) = ඥ(𝑔−1 ∘ 𝑓) (𝑥)

iv) Έστω η συνάρτηση ℎ ∶ [0, 1] → R , για την οποία ισχύει:

𝑓 (𝑥) + 2 ≤ ℎ (𝑥) ≤ 𝑔 (𝑥) + 2 , για κάθε 𝑥 ∈ [0, 1]

(αʹ) Να αποδείξετε ότι lim
𝑥→1

ℎ (𝑥) = 2

(βʹ) Να υπολογίσετε το όριο: lim
𝑥→1

ඥℎ (𝑥) + 7 − 3
ℎ2 (𝑥) − 4
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Έστω μία παραγωγίσιμη συνάρτηση 𝑓 ∶ ቀ0, 𝜋2 ቁ → R , για την οποία ισχύουν:

• 𝑓 (𝑥) ⋅ 𝜎𝜐𝜈3𝑥 + 𝑓′ (𝑥) ⋅ 𝜎𝜐𝜈2𝑥 ⋅ 𝜂𝜇𝑥 − 1 = 0 , για κάθε 𝑥 ∈ ቀ0, 𝜋2 ቁ

• 𝑓 ൬𝜋3൰ =
6 + 2√3

3
i) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση:

𝑔 (𝑥) = 𝑓 (𝑥) ⋅ 𝜂𝜇𝑥 − 𝜀𝜑𝑥 , 𝑥 ∈ ൬0, 𝜋2൰

είναι σταθερή. Στην συνέχεια να αποδείξετε ότι:

𝑓 (𝑥) = 1
𝜂𝜇𝑥 + 1

𝜎𝜐𝜈𝑥 , 𝑥 ∈ ൬0, 𝜋2൰

ii) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση 𝑓 παρουσιάζει μοναδικό ολικό ελάχιστο στο 𝑥0 = 𝜋
4 , το

οποίο και να βρείτε.

iii) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση 𝑓 (𝑥) = 3√2 στο διάστημα ቀ0, 𝜋2 ቁ έχει ακριβώς δύο ρίζες𝜌1, 𝜌2 , με 𝜌1 < 𝜌2.

iv) Να αποδείξετε ότι 𝑓′ (𝜌2) (4𝜌2 − 𝜋) > 4√2 , όπου 𝜌2 είναι η ρίζα του προηγούμενου ερω‑
τήματος.
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Δίνεται η συνεχής συνάρτηση 𝑓 ∶ R → R με τύπο:

𝑓 (𝑥) = 𝑥3

i) Να αποδείξετε ότι από το σημείο N(−2, 𝑓 (−2)) διέρχονται δύο ακριβώς εφαπτομένες της
γραφικής παράστασης της 𝑓 και να βρείτε τις εξισώσεις τους.

ii) Έστω (𝜀) ∶ 𝑦 = 3𝑥 − 2 η μία από τις δύο εφαπτομένες του προηγούμενου ερωτήματος. Έ‑
στωακόμα (𝜁) ευθείαηοποία είναιπαράλληληστην (𝜀) και διέρχεται απότοσημείοM(0, 𝑎)
με −2 < 𝑎 < 2. Να αποδείξετε ότι ανάμεσα στις ευθείες 𝑥 = −1 και 𝑥 = 1 υπάρχει ακριβώς
ένα σημείο τομής της (𝜁) με την γραφική παράσταση της 𝑓.

iii) Ένα υλικό σημείο A൫𝑥, 𝑥3൯ κινείται κατά μήκος της καμπύλης 𝑦 = 𝑥3 με ρυθμό μεταβολής
της τετμημένης του 𝑥′ (𝑡) > 0. Το σημείο A ξεκινά από το σημείο N(−2,−8) και καταλήγει
στην αρχή των αξόνωνO. Σε ποιο σημείο της καμπύλης ο ρυθμός μεταβολής της τεταγμένης
του σημείου A είναι τριπλάσιος του ρυθμού μεταβολής της τετμημένης του;
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Δίνονται οι συναρτήσεις 𝑓 ∶ (1, +∞) → R και 𝑔 ∶ [0, +∞) → R με τύπους:

𝑓 (𝑥) = 1
1 − √𝑥

και 𝑔 (𝑥) = √𝑥

i) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση 𝑓 αντιστρέφεται και ότι η αντίστροφή της είναι η συνάρ‑
τηση:

𝑓−1 (𝑥) = ቆ𝑥 − 1
𝑥 ቇ

2
, 𝑥 < 0

ii) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση ℎ = 𝑔 ∘ 𝑓−1 είναι η:

ℎ (𝑥) = 𝑥 − 1
𝑥 , 𝑥 < 0

iii) Να βρείτε τις ασύμπτωτες της γραφικής παράστασης της συνάρτησης ℎ.

iv) Να υπολογίσετε το όριο: lim
𝑥→0−

ቆ𝑒−ℎ(𝑥) ⋅ 𝜂𝜇 ቆ1𝑥ቇቇ
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Δίνονται οι συναρτήσεις 𝑓 ∶ R → R και 𝑔 ∶ ℝ → ℝ με τύπους:

𝑓 (𝑥) = 𝑒𝑥 και 𝑔 (𝑥) = −𝑥2 + 𝑎𝑥 , 𝑎 ∈ R

για την οποία το όριο lim
𝑥→+∞

ቀඥ−𝑔 (𝑥) + 𝑎𝑥ቁ υπάρχει στοR.

i) Να δείξετε ότι 𝑎 = −1.

ii) Να αποδείξετε ότι η μοναδική εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της συνάρτησης 𝑓
που διέρχεται από το σημείο M(−1, 0) είναι η ευθεία (𝜀) ∶ 𝑦 = 𝑥 + 1. Στην συνέχεια, να
αποδείξετε ότι η ευθεία (𝜀) εφάπτεται και στην γραφική παράσταση της συνάρτησης 𝑔.

iii) Να αποδείξετε ότι 𝑓 (𝑥) > 𝑔 (𝑥) , για κάθε 𝑥 ∈ R.

iv) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση:

𝑓 (𝑥 − 1) − 𝑥
𝑥 − 𝑘 + 𝑓 (𝑥) − 𝑔 (𝑥)

𝑥 − 𝑘 − 1 = 0 , 𝑘 ∈ R− {1}

έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο διάστημα (𝑘, 𝑘 + 1) .
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Κυκλική λίμνη έχει κέντρο O και ακτίνα 𝑅 = 1𝑘𝑚. Ένας μαθητής μπορεί να κωπηλατεί με σταθερή
ταχύτητα 𝜐1 = 2𝑘𝑚/ℎ και μπορεί να βαδίζει με σταθερή ταχύτητα 𝜐2 = 4𝑘𝑚/ℎ. Ο μαθητής θέλει
να κάνει μία βόλτα στην λίμνη, ξεκινώντας από το σημείο A του σχήματος και καταλήγοντας στο
αντιδιαμετρικό του σημείο B. Ο μαθητής μπορεί:

• (I) Να συνδυάσει κωπηλασία και βάδισμα, κωπηλατώντας ευθύγραμμα από το σημείο A σε
σημείο Γ της περιφέρειας της λίμνης, τέτοιο ώστε η γωνία ΒΟ̂Γ = 𝜗 , 𝜗 ∈ (0, 𝜋) και στην
συνέχεια να βαδίσει κατά μήκος του τόξου

⌢
ΓΒ, όπως φαίνεται στο σχήμα.

• (II) Να κωπηλατήσει ευθύγραμμα από το σημείο Α στο σημείο Β (𝜗 = 0) .

• (III) Να βαδίσει στην περιφέρεια της λίμνης από το Α στο Β (𝜗 = 𝜋) .

i) Να αποδείξετε ότι ο χρόνος (σε ώρες) που χρειάζεται, για να διανύσει την παραπάνω
διαδρομή, ως συνάρτηση της γωνίας 𝜗 (σε ακτίνια) είναι:

𝑡 (𝜗) = 𝜗
4 + 𝜎𝜐𝜈 ቆ𝜗2ቇ , 𝜗 ∈ [0, 𝜋]

Δίνεται ότι σε έναν κύκλο ακτίνας 𝑅, το μήκος 𝑆 του τόξου που αντιστοιχεί σε επίκε‑
ντρη γωνία 𝜗 (σε ακτίνια), είναι 𝑆 = 𝑅 ⋅ 𝜗

ii) Να βρείτε την τιμή της γωνίας 𝜗 ώστε ο χρόνος της βόλτας του μαθητή να γίνεται
μέγιστος.

iii) Σε ποια από τις επιλογές (I), (II) ή (III) ο χρόνος μετάβασης από το σημείο Α στο
σημείο Β είναι ο ελάχιστος δυνατός; Να δικαιολογήσετε πλήρως την απάντησή σας.
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Δίνονται οι συναρτήσεις 𝑓 ∶ (1, +∞) → R και 𝑔 ∶ (0, +∞) → R με τύπους:

𝑓 (𝑥) = 𝑥
𝑥 − 1 και 𝑔 (𝑥) = 𝑙𝑛𝑥

i) Να βρείτε, αν υπάρχουν, τις κατακόρυφες και οριζόντιες ασύμπτωτες της γραφικής παρά‑
στασης της συνάρτησης 𝑓.

ii) Νααποδείξετε ότι η εξίσωση𝑓 (𝑥) = 𝑔 (𝑥) έχει μία, τουλάχιστον, ρίζα στο διάστημα ൫𝑒, 𝑒2൯ .

iii) Να προσδιορίσετε την συνάρτηση 𝜑 = 𝑔 ∘ 𝑓.

iv) Δίνεται επιπλέον η συνάρτηση με τύπο ℎ (𝑥) = 𝑙𝑛 ൬ 𝑥
𝑥 − 1൰ . Αν:

𝜑 (𝑥) = 𝑙𝑛𝑥 − 𝑙𝑛 (𝑥 − 1) , 𝑥 ∈ (1, +∞)

να εξετάσετε αν 𝜑 = ℎ.
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Δίνονται οι συναρτήσεις 𝑓 ∶ (−∞, 1] → R και 𝑔 ∶ [0, +∞) → R με τύπους:

𝑓 (𝑥) = 𝑥4 − 2𝑥2 + 1 και 𝑔 (𝑥) = √𝑥

i) Να προσδιορίσετε την συνάρτηση ℎ = 𝑓 ∘ 𝑔.

ii) Αν
ℎ (𝑥) = (𝑥 − 1)2 , 𝑥 ∈ [0, 1]

να αποδείξετε ότι η συνάρτηση ℎ είναι ένα προς ένα και να βρείτε την αντίστροφη συνάρ‑
τηση ℎ−1 της ℎ.

iii) Έστω
ℎ−1 (𝑥) = 1 − √𝑥 , 𝑥 ∈ [0, 1]

Θεωρούμε την συνάρτηση:

𝜑 (𝑥) =
⎧⎪
⎨⎪⎩

ℎ−1 (𝑥)
1 − 𝑥 , 𝑥 ∈ [0, 1)

1
2 , 𝑥 = 1

(αʹ) Να αποδείξετε ότι για την συνάρτηση 𝜑 ισχύουν οι υποθέσεις του Θεωρήματος Εν‑
διάμεσων Τιμών στο [0, 1] .

(βʹ) Να αποδείξετε ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον 𝑥0 ∈ (0, 1) τέτοιο ώστε 𝜑 (𝑥0) = 𝜂𝜇𝑎 ,
όπου 𝜋

6 < 𝑎 < 𝜋
2 .
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Δίνεται η συνεχής συνάρτηση 𝑓 ∶ R → R, η γραφική παράσταση της οποίας διέρχεται από την
αρχή των αξόνων. Δίνεται ακόμα ότι η 𝑓 είναι παραγωγίσιμη στο (−∞,−1)∪ (−1,+∞) και για την
παράγωγο 𝑓′ της 𝑓 ισχύει ότι:

𝑓′ (𝑥) = ቐ
−2 , 𝑥 < −1

3𝑥2 − 1 , 𝑥 > −1

i) Να αποδείξετε ότι:

𝑓 (𝑥) = ቐ
−2𝑥 − 2 , 𝑥 ≤ −1

𝑥3 − 𝑥 , 𝑥 > −1

ii) Να βρεθεί η εξίσωση της εφαπτομένης (𝜀) της γραφικής παράστασης της 𝑓 σε σημείο
A(𝑥0, 𝑓 (𝑥0)) με 𝑥0 > −1 , η οποία τέμνει τον άξονα 𝑦′𝑦 στο −2.

iii) Έστω 𝑦 = 2𝑥 − 2 η εξίσωση της ευθείας (𝜀) του προηγούμενου ερωτήματος. Ένα σημείο
M(𝑥, 𝑦) με 𝑥 > 2 κινείται κατά μήκος της ευθείας (𝜀) . Έστω ακόμα 𝐸 το εμβαδόν του τρι‑
γώνου ΜΚΓ, όπου Κ είναι η προβολή του σημείου Μ στον άξονα 𝑥′𝑥 και Γ είναι το σημείο
με συντεταγμένες (2, 0) . Την χρονική στιγμή 𝑡0 κατά την οποία το σημείο Μ διέρχεται από
το σημείο Β(3, 4) ο ρυθμός μεταβολής της τετμημένης του σημείου Μ είναι 2 μονάδες ανά
δευτερόλεπτο. Να βρείτε τον ρυθμό μεταβολής του εμβαδού 𝐸 την χρονική στιγμή 𝑡0.

iv) Να υπολογίσετε το όριο: lim
𝑥→−∞

ቈ𝜂𝜇𝑓
(𝑥)

𝑓 (𝑥) + 𝑓 (−𝑥)
1 − 𝑥3 ቉
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Δίνεται η συνάρτηση 𝑓 ∶ R → R για την οποία ισχύουν:

• Η 𝑓 είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στοR.

• lim
𝑥→0

𝑓 (𝑥) − 𝜂𝜇𝑥
𝑥 = 0

• 𝑓′ (𝑥) ⋅ 𝑓″ (𝑥) = 𝑥 , για κάθε 𝑥 ∈ R.

i) (αʹ) Να αποδείξετε ότι 𝑓 (0) = 0 και 𝑓′ (0) = 1.
(βʹ) Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της γραφικής παράστασης της 𝑓 στο ση‑

μείο με τετμημένη 𝑥0 = 0.

ii) Να αποδείξετε ότι:
𝑓 (𝑥) = ඥ𝑥2 + 1 , 𝑥 ∈ R

iii) Να προσδιορίσετε τα διαστήματα στα οποία η συνάρτηση 𝑓 είναι κυρτή ή κοίλη και να
βρείτε, αν υπάρχουν, τα σημεία καμπής της γραφικής της παράστασης.

iv) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση 𝑓 είναι ένα προς ένα και στην συνέχεια να βρείτε το πεδίο
ορισμού της συνάρτησης 𝑓−1.

131
Δίνεται η συνάρτηση 𝑓 με:

𝑓 (𝑥) = ൞
−𝑥3 + 3𝑥 + 1 , −1 ≤ 𝑥 ≤ 0

𝑥𝑥 , 0 < 𝑥 ≤ 2
𝑒

i) Να αποδείξετε ότι η 𝑓 είναι συνεχής αλλά μη παραγωγίσιμη στο 𝑥0 = 0.

ii) (αʹ) Να βρείτε τα κρίσιμα σημεία της 𝑓.
(βʹ) Να βρείτε το σύνολο τιμών της 𝑓.

iii) Να αποδείξετε ότι για κάθε 𝑎, 𝛽 ∈ ቂ−1, 2𝑒 ቃ υπάρχει 𝜉 ∈ ቂ−1, 2𝑒 ቃ τέτοιο ώστε:

𝑓 (𝜉) = 2𝑓 (𝑎) + 3𝑓 (𝛽)
5

iv) Να αποδείξετε ότι: න
2/𝑒

1/𝑒
𝑥𝑓 (𝑥) 𝑑𝑥 > ቆ2𝑒ቇ

2/𝑒
− ቆ1𝑒ቇ

1/𝑒
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Δίνεται η συνάρτηση 𝑓 ∶ (0, +∞) → R με τύπο:

𝑓 (𝑥) = 𝑥 − 𝑙𝑛 (3𝑥)

i) (αʹ) Νααποδείξετε ότι η εξίσωση𝑓 (𝑥) = 0 έχει ακριβώς δύο ρίζες 𝑥1, 𝑥2 , με 𝑥1 < 1 < 𝑥2.
(βʹ) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση 𝑓 είναι κυρτή.

ii) Αν 𝐸 είναι το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από την γραφική παράσταση της συ‑
νάρτησης 𝑓 και τον άξονα 𝑥′𝑥 , να αποδείξετε ότι:

𝐸 = 1
2 (𝑥2 − 𝑥1) (𝑥1 + 𝑥2 − 2)

iii) Να αποδείξετε ότι: 𝑓 (2 − 𝑥1) < 0

iv) Να εξετάσετε αν η εξίσωση 2𝑓 (𝑥) + 𝑙𝑛3 = 1 + 𝑓′ (𝑥2) (𝑥 − 𝑥2) έχει λύση.

133
Δίνονται οι συναρτήσεις 𝑔 ∶ R → R και ℎ ∶ (0, +∞) → R με τύπους:

𝑔 (𝑥) = 4 − 𝑒2𝑥
𝑒𝑥 και ℎ (𝑥) = 𝑙𝑛𝑥

i) Να προσδιορίσετε την συνάρτηση 𝑓 = 𝑔 ∘ ℎ.

ii) Έστω,
𝑓 (𝑥) = 4 − 𝑥2

𝑥 , 𝑥 > 0

(αʹ) Να μελετήσετε την συνάρτηση 𝑓 ως προς τη μονοτονία.

(βʹ) Να αποδείξετε ότι: 4 − 𝜋2
4 − 𝑒2 > 𝜋

𝑒
iii) Να βρείτε τις ασύμπτωτες της γραφικής παράστασης της συνάρτησης 𝑓.

iv) Να υπολογίσετε το όριο: lim
𝑥→+∞

𝜎𝜐𝜈 ൫1 + 𝑥2൯
𝑓 (𝑥)

134
Δίνονται οι συναρτήσεις 𝑔, ℎ ∶ R → R με τύπους:

𝑔 (𝑥) = 𝑒𝑥 + 1
𝑒𝑥 − 1 και ℎ (𝑥) = 𝑙𝑛𝑥

i) Να προσδιορίσετε την συνάρτηση 𝑓 = 𝑔 ∘ ℎ.

ii) Έστω,
𝑓 (𝑥) = 𝑥 + 1

𝑥 − 1 , 𝑥 > 1

Να αποδείξετε ότι η 𝑓 αντιστρέφεται και στην συνέχεια να αποδείξετε ότι 𝑓−1 = 𝑓.

iii) Να βρείτε τις ασύμπτωτες της γραφικής παράστασης της συνάρτησης 𝑓.

iv) Να εξετάσετε αν η εξίσωση 𝑓 (𝑥) = 𝜎𝜐𝜈𝑥 έχει λύση στο (1, +∞) .

51



ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ

135
Δίνεται η συνάρτηση:

𝑓 (𝑥) = ൞
𝑥2 − 3𝑥 + 3 , 𝑥 < 1

1
𝑥 + 𝑎 , 𝑥 ≥ 1

όπου 𝑎 ∈ R, για την οποία γνωρίζουμε επιπλέον ότι න
3

2
𝑥𝑓 (𝑥) 𝑑𝑥 = 1.

i) Να αποδείξετε ότι 𝑎 = 0.

ii) (αʹ) Να αποδείξετε ότι ορίζεται εφαπτομένη (𝜀) της γραφικής παράστασης της συνάρ‑
τησης 𝑓 στο σημείο της με τετμημένη 𝑥0 = 1.

(βʹ) Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας (𝜀) και την γωνία που σχηματίζει η (𝜀) με τον
άξονα 𝑥′𝑥.

iii) Nα αποδείξετε ότι η συνάρτηση 𝑓 είναι ένα προς ένα και στην συνέχεια να βρείτε το σύνολο
τιμών της.

iv) Έστω (𝜀) ∶ 𝑦 = −𝑥 + 2 η εξίσωση της εφαπτομένης του προηγούμενου ερωτήματος. Να
υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου Ω που περικλείεται από την γραφική παράσταση της
𝑓 με 𝑥 ≥ 1, την ευθεία (𝜀), τον άξονα 𝑥′𝑥 και την ευθεία 𝑥 = 𝑒.

136
Δίνεται η συνάρτηση 𝑓 ∶ [1, 2] → R, η οποία είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο πεδίο ορισμού της
και για την οποία ισχύουν:

• 𝑓 (1) = 0.

• 𝑓 (2) = 2.

• 𝑓′ (2) = 1.

• 𝑓″ (𝑥) < 0 , για κάθε 𝑥 ∈ [1, 2] .

i) Να αποδείξετε ότι η γραφική παράσταση της 𝑓:

(αʹ) έχει κοινό σημείο με την ευθεία (𝜀1) ∶ 𝑦 = −𝑥 + 2 και
(βʹ) εφάπτεται στην ευθεία (𝜀2) ∶ 𝑦 = 𝑥.

ii) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση 𝑓 αντιστρέφεται και να βρείτε το πεδίο ορισμού της αντί‑
στροφης.

iii) Να αποδείξετε ότι: 𝑓 (𝑥)
𝑥 − 1 > 2 − 𝑓 (𝑥)

2 − 𝑥 , για κάθε 𝑥 ∈ (1, 2) .

iv) Να αποδείξετε ότι:

(αʹ) 𝑓 (𝑥) ≥ 2𝑥 − 2 , για κάθε 𝑥 ∈ [1, 2] .

(βʹ) 1 < න
2

1
𝑓 (𝑥) 𝑑𝑥 < 3

2
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Δίνεται η συνάρτηση 𝑓 ∶ (0, 2) → R με τύπο:

𝑓 (𝑥) = 𝑙𝑛 (2 − 𝑥) − 1
𝑥 + 𝑘 , 𝑘 ∈ R

για την οποία ισχύει lim
𝑥→1

𝑓 (𝑥) − 2𝑥
𝑥 − 1 = 𝑙 ∈ R.

i) Να αποδείξετε ότι 𝑘 = 3.

ii) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση 𝑓 (𝑥) = 0 έχει ακριβώς δύο ρίζες 𝑥1, 𝑥2 με 𝑥1 < 1 < 𝑥2 και
στην συνέχεια να αποδείξετε ότι 𝑥1 <

1
3 .

iii) Να αποδείξετε ότι υπάρχει μοναδικό σημείο M(𝜉, 𝑓 (𝜉)) , με 𝜉 ∈ (0, 1) , στο οποίο η κλίση
της γραφικής παράστασης της συνάρτησης 𝑓 ισούται με:

3𝑓 ቀ13ቁ
1 − 3𝑥1

iv) Αν επιπλέον 𝐹 και 𝐺 είναι δύο αρχικές συναρτήσεις της συνάρτησης 𝑓 στο διάστημα (0, 2)
με 𝐹 (𝑥1) = 𝐺 (𝑥2) = 0 , να αποδείξετε ότι:

(αʹ) 𝐹 (𝑥2) + 𝐺 (𝑥1) = 0
(βʹ) Η εξίσωση 𝑥1𝐹 (𝑥) + 𝑥2𝐺 (𝑥) = 𝑥1 + 𝑥2 − 2𝑥 έχει ακριβώς μία λύση στο διάστημα

(𝑥1, 𝑥2) .

138
Δίνεται η συνάρτηση 𝑓 ∶ R → R με:

𝑓 (𝑥) = ቐ
−𝑒−𝑥 + 2 , 𝑥 < 0

𝑒𝑥 , 𝑥 ≥ 0

i) Να αποδείξετε ότι η εφαπτομένη (𝜀) της γραφικής παράστασης της 𝑓 σε σημείο
A(𝑥1, 𝑓 (𝑥1)) με 𝑥1 > 0 , η οποία διέρχεται από την αρχή των αξόνων, έχει εξίσωση 𝑦 = 𝑒𝑥.

ii) Να αποδείξετε ότι η ευθεία (𝜀) του προηγούμενου ερωτήματος και η γραφική παράσταση
της 𝑓 έχουν, εκτός από το σημείο επαφής A, ακριβώς ένα ακόμα κοινό σημείο B(𝑥0, 𝑓 (𝑥0)) .

iii) Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από την γραφική παράσταση
της 𝑓 και την εφαπτομένη της (𝜀), ανάμεσα στις ευθείες 𝑥 = 𝑥0 και 𝑥 = 1. Να δώσετε την
απάντησή σας ως συνάρτηση του 𝑥0.

iv) Δύο κινητά ξεκίνησαν ταυτόχρονα από το σημείο B του δεύτερου ερωτήματος. Το ένα κινή‑
θηκε κατά μήκος του ευθύγραμμου τμήματος BO, όπου O είναι η αρχή των αξόνων, και το
άλλο κινήθηκε κατά μήκος της γραφικής παράστασης της 𝑓, έτσι ώστε οι τεταγμένες των
θέσεών τους να παραμένουν ίσες μεταξύ τους κάθε χρονική στιγμή. Ποια είναι η μέγιστη
δυνατή απόσταση ανάμεσα στα κινητά κατά τη διάρκεια της κίνησής τους;
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Δίνονται οι συναρτήσεις 𝑔, ℎ ∶ [1, +∞) → R με τύπους:

𝑔 (𝑥) = √𝑥 +
1
√𝑥

και ℎ (𝑥) = √𝑥 −
1
√𝑥

i) Να προσδιορίσετε τις συναρτήσεις 𝑓 = 𝑔
ℎ και 𝑟 = 𝑔 ⋅ ℎ.

ii) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση 𝑓 αντιστρέφεται και ότι 𝑓−1 = 𝑓.

iii) Να βρείτε τις ασύμπτωτες της γραφικής παράστασης της συνάρτησης 𝑟.

iv) Να λύσετε την εξίσωση ൫𝑓−1 (𝑓 (𝑥))൯2 = 1 + 4𝑟 (𝑥)

140
Δίνονται οι συναρτήσεις 𝑓 ∶ (0, +∞) → R και 𝑔 ∶ R → R με τύπους:

𝑓 (𝑥) = 2𝑙𝑛𝑥 − 1 και 𝑔 (𝑥) = 𝑥 − 2

i) Να προσδιορίσετε την συνάρτηση ℎ = 𝑓 ∘ 𝑔.

ii) Να μελετήσετε τη συνάρτηση ℎ ως προς την κυρτότητα.

iii) Να δείξετε ότι η συνάρτηση ℎ αντιστρέφεται και να βρείτε την αντίστροφή της ℎ−1.

iv) Να εξετάσετε αν ικανοποιούνται οι υποθέσεις του Θεωρήματος Rolle στο διάστημα [−1, 2]
για την συνάρτηση:

𝜑 (𝑥) = ൫ℎ−1 (𝑥) − 3൯ ൫𝑥3 − 8൯

141
Δίνεται η συνεχής συνάρτηση:

𝑓 (𝑥) = ቐ
−2𝑥 + 4 + 𝑒𝜆 , 0 ≤ 𝑥 < 2

−𝑥2 + 4𝑥 − 3 + 𝜆 , 𝑥 ≥ 2

με 𝜆 ∈ R.

i) Να αποδείξετε ότι 𝜆 = 0.

ii) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση 𝑓 είναι γνησίως μονότονη και στην συνέχεια να βρείτε, αν
υπάρχουν, τα ακρότατά της.

iii) (αʹ) Να εξετάσετε αν η συνάρτηση 𝑓 ικανοποιεί τις υποθέσεις του Θεωρήματος Μέσης
Τιμής του Διαφορικού Λογισμού στο διάστημα [0, 3] .

(βʹ) Να βρείτε, αν υπάρχει, 𝜉 ∈ (0, 3) τέτοιο ώστε η εφαπτομένη στην γραφική παρά‑
σταση της 𝑓 στο σημείο Γ(𝜉, 𝑓 (𝜉)) να είναι παράλληλη στην ευθεία που διέρχεται
από τα σημεία Δ(0, 𝑓 (0)) και Ε(3, 𝑓 (3)) .

iv) Κινητό σημείο Μ ξεκινά από το σημείο Α(2, 0) και κινείται κατακόρυφα προς τα πάνω με
σταθερή ταχύτητα 𝜐 = 0.5 μονάδες μήκους το δευτερόλεπτο. Αν Ο είναι η αρχή των α‑
ξόνων, να υπολογίσετε τον ρυθμό με τον οποίο αυξάνεται η γωνία 𝜔 = ΑΟ̂Μ την χρονική
στιγμή κατά την οποία το κινητό σημείο Μ θα συναντήσει τη γραφική παράσταση της συ‑
νάρτησης 𝑓.

54



ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ

142
Δίνεται η παραγωγίσιμη συνάρτηση 𝑓 με:

𝑓 (𝑥) = ൞
𝑒𝑥+1 + 𝜆𝑥 , 𝑥 < −1

𝑎𝑥 + 𝑎
𝑥 + 𝑎 , 𝑥 ≥ −1

όπου 𝑎 > 1 και 𝜆 ∈ R.

i) Να αποδείξετε ότι 𝜆 = 1.

ii) Να αποδείξετε ότι 𝑎 = 2 και στην συνέχεια να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της
γραφικής παράστασης της συνάρτησης 𝑓 στο σημείο A(−1, 0) .

iii) Να βρείτε τις ασύμπτωτες της γραφικής παράστασης της συνάρτησης 𝑓.

iv) Να αποδείξετε ότι 𝑓 (𝜂𝜇𝑥 − 2) ≥ 2𝜂𝜇𝑥 − 2 , για κάθε 𝑥 ∈ ℝ.

143
Δίνονται οι συναρτήσεις 𝑓, 𝑔 ∶ ൬0, 𝜋2 ൨ ↦ R για τις οποίες ισχύει:

• |𝑔 (𝑥) − 𝑔 (𝑦)| ≤ (𝑥 − 𝑦)2 , για κάθε 𝑥, 𝑦 ∈ ൬0, 𝜋2 ൨ .

• 𝑔 (𝑥) = 𝑓 (𝑥) ⋅ 𝜂𝜇𝑥 , για κάθε 𝑥, 𝑦 ∈ ൬0, 𝜋2 ൨ .

• 𝑓 ൬𝜋4൰ = √2

i) Να αποδείξετε ότι:

(αʹ) H συνάρτηση 𝑔 είναι σταθερή για κάθε 𝑥 ∈ ൬0, 𝜋2 ൨ .
(βʹ) O τύπος της συνάρτησης 𝑓 είναι:

𝑓 (𝑥) = 1
𝜂𝜇𝑥

ii) Να δείξετε ότι η συνάρτηση 𝑓 είναι ένα προς ένα και να βρεί τε το σύνολο τιμών της.

iii) Να δείξετε ότι η εξίσωση:

𝑓 (𝑎) − 2
𝑥 − 𝜋

4
+
𝑓−1 ൫√2൯ − 𝜋

3
𝑥 − √2

= 0

με 𝑎 ∈ ቀ𝜋6 ,
𝜋
2 ቁ , έχει ακριβώς μία ρίζα στο ቀ

𝜋
4 , √2ቁ .

iv) (αʹ) Να δείξετε ότι η συνάρτηση:

𝐻 (𝑥) = 1
2𝑙𝑛 (1 − 𝜎𝜐𝜈𝑥) − 1

2𝑙𝑛 (1 + 𝜎𝜐𝜈𝑥) , 𝑥 ∈ ൬0, 𝜋2 ൨

είναι μία παράγουσα της συνάρτησης ℎ (𝑥) = 𝜂𝜇𝑥
1 − 𝜎𝜐𝜈2𝑥 στο ൬0, 𝜋2 ൨ .

(βʹ) Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από την γραφική παρά‑
σταση της συνάρτησης 𝑓 και τις ευθείες 𝑦 = 2 και 𝑥 = 𝜋

2 .
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Έστω η συνάρτηση 𝑓 ∶ (0, +∞) → R με τύπο:

𝑓 (𝑥) = 𝑙𝑛𝑥 + 𝑎𝑥
𝑥

όπου 𝑎 ∈ R. Δίνεται ότι το σύνολο τιμών της 𝑓 είναι το 𝑓 ((0, +∞)) = ቆ−∞, 1 + 1
𝑒 ቉ .

i) Να αποδείξετε ότι 𝑎 = 1.

ii) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση 𝑓 (𝑥) = 0 έχει μοναδική ρίζα, 𝑥0 , η οποία ανήκει στο διάστημα
ቀ12 , 1ቁ .

iii) (αʹ) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση 𝑓 (𝑥) = 𝑓 (4) έχει δύο ακριβώς λύσεις, τις 𝑥1 = 2 και
𝑥2 = 4.

(βʹ) Να λύσετε την ανίσωση 2𝑥 ≤ 𝑥2 στο διάστημα (0,+∞) .

iv) Δίνεται επιπλέον η συνάρτηση 𝑔 ∶ R ↦ R με τύπο:

𝑔 (𝑥) = 𝑓 (𝑒𝑥) ⋅ 1 − 𝑥
𝑒𝑥

Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου Ω που βρίσκεται ανάμεσα στις ευθείες 𝑥 = −𝑙𝑛2
και 𝑥 = 0 , και περικλείεται από αυτές, τον άξονα 𝑥′𝑥 και την γραφική παράσταση της
συνάρτησης 𝑔.

145
Δίνεται η συνάρτηση 𝑓 ∶ R → R με τύπο:

𝑓 (𝑥) = ඥ𝑥2 + 1 − 𝑥

i) Να αποδείξετε ότι η 𝑓 είναι γνησίως φθίνουσα στο πεδίο ορισμού της.

ii) Να μελετήσετε τη συνάρτηση 𝑓 ως προς τη κυρτότητα και τα σημεία καμπής.

iii) Να βρείτε τις ασύμπτωτες της γραφικής παράστασης της 𝑓.

iv) Να σχεδιάσετε την γραφική παράσταση της 𝑓.

146
Δίνεται η συνάρτηση:

𝑓 (𝑥) = ቐ
𝑒𝑥 ⋅ 𝜂𝜇𝑥 , 𝑥 < 0

√𝑥2 + 𝑥 , 𝑥 ≥ 0

i) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση 𝑓 είναι συνεχής στο 𝑥0 = 0 αλλά όχι παραγωγίσιμη στο 𝑥0.

ii) Να βρείτε τις ασύμπτωτες της γραφικής παράστασης της συνάρτησης 𝑓.

iii) Να αποδείξετε ότι η γραφική παράσταση της συνάρτησης 𝑓 τέμνει την ευθεία με εξίσωση
(𝜀) ∶ 𝑦 = 𝑥 + 1

2 σε ένα τουλάχιστον σημείο με τετμημένη 𝜉 ∈ (−𝜋, 0) .

iv) Ένα κινητό σημείο Μ ξεκινά από την αρχή των αξόνων και κινείται κατά μήκος της καμπύ‑
λης 𝑦 = 𝑓 (𝑥), 𝑥 ≥ 0 , ώστε ο ρυθμός μεταβολής της τετμημένης 𝑥 του Μ, 𝑥′ (𝑡) να είναι
θετικός για κάθε 𝑡 ≥ 0. Να εξετάσετε εάν υπάρχει χρονική στιγμή 𝑡0 τέτοια ώστε ο ρυθμός
μεταβολής της τεταγμένης 𝑦 τουΜ να είναι ίσος με τον ρυθμό μεταβολής της τετμημένης 𝑥
του Μ.
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Δίνεται η συνάρτηση 𝑓 ∶ R → R με:

𝑓 (𝑥) = 𝑥3 + 𝑎𝑥2 + 9𝑥 − 3

όπου 𝑎 ∈ R. Δίνεται ακόμα ότι η συνάρτηση 𝑓 παρουσιάζει τοπικό ακρότατο στο σημείο 𝑥0 = 1.

i) Να βρείτε την τιμή του 𝑎.
Στα παρακάτω ερωτήματα να θεωρήσετε ότι 𝛼 = −6.

ii) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση 𝑓 (𝑥) = 0 έχει τρεις θετικές πραγματικές ρίζες.

iii) Να μελετήσετε τη συνάρτηση 𝑓 ως προς την κυρτότητα και τα σημεία καμπής.

iv) Έστω
𝑔 (𝑥) = 𝑥 + 𝑓 (𝑥) , 𝑥 ∈ R

Αν 𝜉 ∈ R, να αποδείξετε ότι οι εφαπτόμενες των γραφικών παραστάσεων των συναρτήσε‑
ων 𝑓 και 𝑔 στα σημεία A(𝜉, 𝑓 (𝜉)) και B(𝜉, 𝑔 (𝜉)), αντίστοιχα, τέμνονται πάνω στον άξονα
𝑦′𝑦.

148
Δίνεται η συνάρτηση:

𝑓 (𝑥) = 1 − 𝑥2
𝑥2 , 𝑥 ≠ 0

i) Να μελετήσετε την 𝑓 ως προς την μονοτονία και την κυρτότητα.

ii) Να βρείτε τις ασύμπτωτες της γραφικής παράστασης της 𝑓.

iii) Να βρείτε τα πεδία ορισμού των συναρτήσεων:

𝑔 (𝑥) = 𝑓 ൫√𝑥൯ και ℎ (𝑥) = (𝑓 ∘ 𝑔) (𝑥)

iv) Να υπολογίσετε, εφόσον υπάρχουν, τα παρακάτω όρια: lim
𝑥→1

1
𝑔 (𝑥) , lim

𝑥→+∞
ℎ (𝑥)

149
Θεωρούμε μία παραγωγίσιμη συνάρτηση 𝑓 ∶ (0, +∞) ↦ R και μία παράγουσα, 𝐹, της 𝑓 στο (0, +∞)
για τις οποίες ισχύει ότι:

𝑥𝑓 (𝑥) = 2𝐹 (𝑥) 𝑙𝑛𝑥 , για κάθε 𝑥 > 0
Δίνεται ακόμα ότι η εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της συνάρτησης 𝑓 στο σημείο
M(1, 𝑓 (1)) είναι παράλληλη στην ευθεία (𝜀) ∶ 𝑦 = 2𝑥.

i) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση:

𝑔 (𝑥) = 𝐹 (𝑥)
𝑥𝑙𝑛𝑥 , 𝑥 > 0

είναι σταθερή.

ii) (αʹ) Να υπολογίσετε το όριο: lim
𝑥→1

𝑓 (𝑥)
𝑙𝑛𝑥

(βʹ) Να αποδείξετε ότι 𝐹 (1) = 1 και 𝐹 (𝑥) = 𝑥𝑙𝑛𝑥 , για κάθε 𝑥 > 0.

iii) Να μελετήσετε ως προς την μονοτονία την συνάρτηση 𝐹 και στην συνέχεια να λύσετε την
εξίσωση 𝐹 ൫𝑥2൯ = 𝐹 (𝑥) − (𝑥 − 1)2 στο διάστημα (0,+∞) .

iv) Να αποδείξετε ότι για το εμβαδόν 𝐸 του χωρίου που περικλείεται από την γραφική παρά‑
σταση της συνάρτησης 𝐹, τις ευθείες 𝑥 = 1 , 𝑥 = 𝑒 και τον άξονα 𝑥′𝑥 ισχύει 𝐸 > 2𝑒 − 3.
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Δίνεται η συνάρτηση:

𝑓 (𝑥) = 𝑥2
2 − 𝑙𝑛𝑥 , 𝑥 > 0

i) Να μελετήσετε την 𝑓 ως προς την μονοτονία και την κυρτότητα.

ii) Να αποδείξετε ότι για κάθε 𝑥 > 0 ισχύει: 𝑙𝑛𝑥 ≤ 𝑥2 − 1
2

iii) Θεωρούμε την συνάρτηση:
𝑔 (𝑥) = 𝑥

2 − 𝑙𝑛𝑥
𝑥 , 𝑥 > 0

Έστω σημείο M της γραφικής παράστασης της 𝑔 και K,N οι προβολές του M στους άξονες
𝑥′𝑥 και 𝑦′𝑦 αντίστοιχα. Την χρονική στιγμή 𝑡 = 0 το M βρίσκεται στην θέση ቀ12 , 𝑔 ቀ

1
2ቁቁ

και στην συνέχεια αρχίζει να κινείται πάνω στην γραφική παράσταση της 𝑔. Ο ρυθμός με‑
ταβολής της τετμημένης του 𝑥 (𝑡) είναι ίσος με 1

8 μονάδες ανά sec. Να υπολογίσετε τον
ρυθμό μεταβολής του εμβαδού του ορθογωνίου OKMN, όπου O είναι η αρχή των αξόνων,
την χρονική στιγμή που το M βρίσκεται στην θέση (2, 𝑔 (2)) .

iv) Έστω η συνάρτηση:
ℎ (𝑥) = 1

2𝑥 , 𝑥 > 0

Νααποδείξετε ότι οι γραφικέςπαραστάσεις τωνσυναρτήσεων𝑔και ℎ έχουν έναμόνοκοινό
σημείο και ότι στο σημείο αυτό έχουν κοινή εφαπτομένη της οποίας να βρείτε την εξίσωση.

151
Δίνεται μία παραγωγίσιμη συνάρτηση 𝑓 ∶ (0, +∞) → R για την οποία ισχύουν:

• 𝑥𝑓′ (𝑥) = 𝜎𝜐𝜈𝑥 − 𝑓 (𝑥) , για κάθε 𝑥 > 0.

• 𝑓′ ൬𝜋2൰ = − 4
𝜋2

i) Να δείξετε ότι:
𝑓 (𝑥) = 𝜂𝜇𝑥

𝑥 , 𝑥 > 0

ii) Να βρείτε τις ασύμπτωτες της γραφικής παράστασης της 𝑓.

iii) Θεωρείστε τον ισχυρισμό:
« Αν μία ευθεία είναι ασύμπτωτη της γραφικής παράστασης μίας συνάρτησης 𝑓, τότε δεν
μπορεί να έχει κοινά σημεία με την γραφική παράσταση της 𝑓. »
Είναι σωστός ή λανθασμένος ο παραπάνω ισχυρισμός; Να δικαιολογήσετε την απάντησή
σας.

iv) Έστω 0 < 𝑎 < 1. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση 𝜂𝜇𝑥 = 𝑎𝑥 έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο
διάστημα (0,+∞) .

v) Έστω,
𝐼 = න

𝜋

𝜋/2
𝑓 (𝑥) 𝑑𝑥

Να δείξετε ότι:
න
𝜋

𝜋/2

𝜎𝜐𝜈𝑥
𝑥2 𝑑𝑥 = 1

𝜋 − 𝐼
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Θεωρούμε μία συνάρτηση 𝑓 η οποία είναι παραγωγίσιμη και κυρτή στοR με:

𝑓 (𝑥) ≥ 0 , για κάθε 𝑥 ∈ R

Θεωρούμε ακόμη την συνάρτηση:
ℎ (𝑥) = 𝑥

𝑓 (𝑥)
για την οποία ισχύει:

lim
𝑥→0+

ℎ (𝑥) = +∞

i) Να αποδείξετε ότι: 𝑓 (0) = 𝑓′ (0) = 0.

ii) Να αποδείξετε ότι το πεδίο ορισμού της συνάρτησης ℎ είναι τοR∗.

iii) Να αποδείξετε ότι: ℎ (2) > 4
𝑓 (1) + 𝑓 (3)

iv) Έστω ότι 𝑓 (−1) = 2 και ότι η εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της 𝑓 στο σημείο
της (−1, 𝑓 (−1)) σχηματίζει με τον άξονα 𝑥′𝑥 γωνία 135∘. Έστω ακόμη 𝐸 το εμβαδόν του
χωρίου που περικλείεται από την γραφική παράσταση της ℎ, τον άξονα 𝑥′𝑥 και τις ευθείες
𝑥 = −2 και 𝑥 = −1. Να αποδείξετε ότι:

𝐸 < 1 + 𝑙𝑛 ቆ23ቇ

153
Θεωρούμε μία συνάρτηση 𝑓 ∶ [0, 2] → R η οποία είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο διάστημα
[0, 2] και η δεύτερη παράγωγος της 𝑓 είναι συνεχής στο διάστημα αυτό. Επιπλέον γνωρίζουμε ότι:

• 𝑓″ (𝑥) ≠ 0, για κάθε 𝑥 ∈ [0, 2] .

• 𝑓 (0) = 0 και 𝑓′ (1) = 2.

• න
1

0
𝑥 ⋅ 𝑓″ (𝑥) 𝑑𝑥 = 1

i) Να αποδείξετε ότι: 𝑓 (1) = 1.

ii) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση 𝑓 είναι κυρτή στο διάστημα [0, 2] και στην συνέχεια να
δείξετε ότι για κάθε 𝑥 ∈ [0, 2] ισχύει: 𝑓 (𝑥) ≥ 2𝑥 − 1

iii) Να αποδείξετε ότι υπάρχει μοναδικό σημείο M(𝑥0, 𝑓 (𝑥0)) της γραφικής παράστασης της
συνάρτησης 𝑓, με 0 < 𝑥0 < 1, στο οποίο η εφαπτομένη της 𝐶𝑓 να σχηματίζει με τον άξονα
𝑥′𝑥 γωνία 45∘.

iv) Να αποδείξετε ότι υπάρχει τουλάχιστον ένα 𝜉 ∈ (0, 1) τέτοιο ώστε:

2𝑓′ (𝜉) ⋅ (1 + 𝑓 (𝜉)) = 3

v) Να αποδείξετε ότι υπάρχει τουλάχιστον ένα 𝜌 ∈ (0, 2) τέτοιο ώστε:

𝑓 (𝜌) ⋅ (𝜌 − 2) = ቆ2 − න
2

0
𝑓 (𝑥) 𝑑𝑥ቇ ⋅ (𝑓′ (𝜌) − 2)
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Δίνεται η συνάρτηση:

𝑓 (𝑥) = 1 − 𝑙𝑛𝑥
𝑥 , 𝑥 > 0

i) Να μελετήσετε την συνάρτηση 𝑓 ως προς την μονοτονία και τα ακρότατα.

ii) Να βρείτε το πλήθος των λύσεων της εξίσωσης 𝑥 = 𝑒1−𝜆𝑥 για τις διάφορες τιμές του
πραγματικού αριθμού 𝜆.

iii) Έστω 𝑥1, 𝑥2, με 𝑥1 < 𝑥2, οι δύο διαφορετικές ρίζες της παραπάνω εξίσωσης που προκύ‑
πτουν όταν 𝜆 = − 1

16 . Να αποδείξετε ότι το εμβαδόν του χωρίου Ω που περικλείεται από
την γραφική παράσταση της συνάρτησης 𝑓, τον άξονα 𝑥′𝑥 και τις ευθείες 𝑥 = 𝑥1 και 𝑥 = 𝑥2
είναι ίσο με:

𝐸 (Ω) = 1
29 ⋅ (𝑥

2
2 − 𝑥21)

iv) Η τετμημένη ενός σημείου M(𝑎, 𝑓 (𝑎)) της γραφικής παράστασης της συνάρτησης 𝑓, όπου
𝑎 > 0, αυξάνεται με ρυθμό 2 μον

𝑠𝑒𝑐 . Θεωρούμε τα σημεία O(0, 0) , A(𝑎, 0) και B(0, 𝑓 (𝑎)) . Να
υπολογίσετε τον ρυθμό μεταβολής του εμβαδού του τριγώνουOAB την χρονική στιγμή που
η τετμημένη του σημείου M είναι ίση με 4 μονάδες.

155
Έστω μία παραγωγίσιμη συνάρτηση 𝑓 ∶ R → R, η οποία ικανοποιεί τις σχέσεις:

• 𝑓 (0) = 1

• 𝑓 (𝑥) > 0 , για κάθε 𝑥 ∈ R

• 𝑓′ (𝑥) =
(1 + 𝑒𝑥) 𝑓 (𝑥)
1 + 𝑓 (𝑥) , για κάθε 𝑥 ∈ ℝ

i) Να αποδείξετε ότι:
𝑓 (𝑥) = 𝑒𝑥 , 𝑥 ∈ R

ii) Να βρείτε τις ασύμπτωτες της γραφικής παράστασης της συνάρτησης:

𝑔 (𝑥) = 𝑥𝑓 ቆ1𝑥ቇ , 𝑥 ∈ R∗

iii) Να αποδείξετε ότι για κάθε 𝑎, 𝛽 ∈ R με 𝑎 < 𝛽 ισχύει ότι: 𝑎 + 2𝛽
3 < 𝑙𝑛 ቆ𝑒

𝑎 + 2𝑒𝛽
3 ቇ

iv) Να υπολογίσετε το εμβαδό του χωρίου που περικλείεται από την γραφική παράσταση της
συνάρτησης 𝑓, την παραβολή 𝑦 = 𝑥2 + 1 και την ευθεία 𝑥 = 1.
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Δίνονται οι συναρτήσεις:

𝑓 (𝑥) = 𝑙𝑛𝑥 , 𝑥 > 0 και 𝑔 (𝑥) = 𝑒𝑥 + 1 , 𝑥 ∈ R

i) Να αποδείξετε ότι η σύνθεση της συνάρτησης 𝑔 με τη συνάρτηση 𝑓 είναι η συνάρτηση:

(𝑓 ∘ 𝑔) (𝑥) = 𝑙𝑛 (𝑒𝑥 + 1) , 𝑥 ∈ R

ii) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση 𝑓 ∘ 𝑔 είναι αντιστρέψιμη και στην συνέχεια να βρείτε την
συνάρτηση ℎ = (𝑓 ∘ 𝑔)−1 .

iii) (αʹ) Να μελετήσετε την συνάρτηση ℎ ως προς την μονοτονία και τα ακρότατα.
(βʹ) Να μελετήσετε την συνάρτηση ℎ ως προς την κυρτότητα και τα σημεία καμπής.

iv) Να βρείτε τις ασύμπτωτες της γραφικής παράστασης της συνάρτησης ℎ.

157
Δίνεται η συνάρτηση:

𝑓 (𝑥) = 𝑎𝑥4
4 + 𝑥3 + 𝑥2

2 + 𝑥 , 𝑥 ∈ R , όπου 𝑎 ∈ R∗

i) Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της γραφικής παράστασης της συνάρτησης 𝑓 στο
σημείο της με τετμημένη 𝑥0 = 0.

ii) Να βρείτε την ελάχιστη τιμή του 𝑎 ώστε η 𝑓 να είναι κυρτή στοR.
Στα επόμενα ερωτήματα να θεωρήσετε ότι 𝑎 = 3.

iii) Να υπολογίσετε το όριο: lim
𝑥→0

𝜂𝜇 (𝑓 (𝑥))
𝑙𝑛 (𝑓 (𝑥) − 𝑥)

iv) Έστω 𝐸 το εμβαδόν του τριγώνου OAB που ορίζουν τα σημεία O(0, 0), A(𝑥, 0) και
B(𝑥, 𝑓 (𝑥)), με 𝑥 > 0. Αν το 𝑥 μεταβάλλεται με ρυθμό 2𝑐𝑚/𝑠𝑒𝑐, να βρείτε τον ρυθμό με‑
ταβολής του εμβαδού 𝐸, όταν 𝑥 = 2𝑐𝑚.

158
Δίνεται η συνάρτηση 𝑓 ∶ R → R με τύπο:

𝑓 (𝑥) = ඥ𝑥2 + 1 + 𝑎𝑥 , όπου 𝑎 ∈ R

Για την συνάρτηση 𝑓 ισχύει ότι:

𝑒𝑓(𝑥)−1 + 𝑥 ≥ ඥ𝑥2 + 1 , για κάθε 𝑥 ∈ R

i) Να αποδείξετε ότι:

(αʹ) 𝑓′ (0) = −1
(βʹ) 𝑎 = −1

ii) Να αποδείξετε ότι η γραφική παράσταση της συνάρτησης 𝑓 βρίσκεται πάνωαπό τον άξονα
𝑥′𝑥 και ότι η 𝑓 είναι γνησίως φθίνουσα στοR.

iii) Έστω 𝐹 μια αρχική συνάρτηση της συνάρτησης 𝑓 στο R. Να λύσετε στο διάστημα [0, 𝜋]
την εξίσωση:

𝐹 ൫𝜂𝜇2𝑥൯ + 𝐹 ൫3𝜂𝜇2𝑥൯ = 2𝐹 ൫2𝜂𝜇2𝑥൯

iv) Να αποδείξετε ότι: න
1

0
𝑥𝜂𝜇 (1 − 𝑓 (𝑥)) 𝑑𝑥 < 7 − 4√2

6
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Δίνονται οι συναρτήσεις:

ℎ (𝑥) = 𝑥
𝑥 − 1 , 𝑥 ≠ 1 και 𝑔 (𝑥) = 𝑒𝑥 , 𝑥 ∈ R

i) Να αποδείξετε ότι η σύνθεση της 𝑔 με την ℎ είναι η συνάρτηση:

𝑓 (𝑥) = 𝑒𝑥
𝑒𝑥 − 1 , 𝑥 ≠ 0

ii) (αʹ) Να βρείτε το σύνολο τιμών της 𝑓.
(βʹ) Να αποδείξετε ότι για κάθε 𝑎 > 1 υπάρχει 𝜉 ∈ (1, 𝑎) ώστε:

(𝑓 (𝑎) − 𝑓 (1)) ൫𝑒𝜉 − 1൯2 = (1 − 𝑎) 𝑒𝜉

iii) Να αποδείξετε ότι η 𝑓 αντιστρέφεται και να βρείτε την 𝑓−1.

iv) Να υπολογίσετε το όριο: lim
𝑥→−∞

ቈ𝑓 (𝑥) ⋅ 𝜂𝜇 ቆ 1
𝑓 (𝑥)ቇ቉
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Δίνεται η συνάρτηση 𝑓 ∶ (0, +∞) → ℝ με:

𝑓 (𝑥) = 2𝑥𝑙𝑛𝑥 + 𝑥2 − 4𝑥 − 3 + 2 lim
𝑥→0

𝑓 (𝑥)

i) Να δείξετε ότι: lim
𝑥→0

𝑓 (𝑥) = 3

ii) Να αποδείξετε ότι η 𝑓 είναι γνησίως φθίνουσα στο διάστημα Δ1 = (0, 1] και γνησίως αύ‑
ξουσα στο διάστημα Δ2 = [1,+∞) .

iii) (αʹ) Να αποδείξετε ότι οι συναρτήσεις:

𝑔 (𝑥) = 𝑥𝑙𝑛𝑥 και ℎ (𝑥) = −1
2𝑥

2 + 2𝑥 − 3
2

έχουν ένα μόνο κοινό σημείο στο οποίο έχουν κοινή εφαπτομένη.
(βʹ) Να βρείτε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τις γραφικές παραστάσεις

των συναρτήσεων 𝑔 και ℎ και την ευθεία 𝑥 = 2.

iv) Αν για τους θετικούς αριθμούς 𝑎, 𝛽 ισχύει:

𝑙𝑛 ൫𝑎2𝑎 ⋅ 𝛽2𝛽൯ + (𝑎 − 2)2 + (𝛽 − 2)2 = 2

να δείξετε ότι η ευθεία 𝑦 = 𝑎𝑥+𝛽−5 είναι ασύμπτωτη στο+∞ της γραφικής παράστασης
της συνάρτησης:

𝜑 (𝑥) = 𝑓 (𝑥) − 2𝑔 (𝑥)
𝑥
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Δίνονται οι συναρτήσεις 𝑓 ∶ R → R και 𝑔 ∶ R → R με:

𝑓 (𝑥) = 𝑒𝑥+𝑘 και 𝑔 (𝑥) = −𝑥2 − 𝑥

όπου 𝑘 ∈ R για τις οποίες για κάθε 𝑥 ∈ R ισχύει:

𝑓 (𝑥) − 𝑔 (𝑥) ≥ (𝑘 + 2) 𝑥 + 𝑒𝑘

i) Να αποδείξετε ότι 𝑘 = 0.

ii) Νααποδείξετε ότι η εφαπτομένητηςγραφικήςπαράστασης της𝑓 στοσημείο τηςA(0, 𝑓 (0))
εφάπτεται και στην γραφική παράσταση της συνάρτησης 𝑔.
Αν για τους αριθμούς 𝑎, 𝛽 ισχύει ότι −1 < 𝑎 < 𝛽 < 0:

iii) Να δείξετε ότι η εξίσωση:

൭න
𝛽

𝑎

𝑓 (𝑡)
𝑔 (𝑡)𝑑𝑡൱ 𝑥

3 = (𝑒𝑥 − 𝑒) (𝑔 (𝑎) − 𝑓 (𝛽))

έχει μοναδική ρίζα στο διάστημα (0, 1) .

iv) Να υπολογίσετε το όριο: lim
𝑥→0

𝑔 (𝑓 (𝑎)) ⋅ 𝜂𝜇𝑥
𝑥𝑓 (𝑥) − 𝑥2 − 𝑥

162
Δίνεται η παραγωγίσιμη συνάρτηση 𝑓 ∶ R → R με:

𝑓 (𝑥) = ቐ
𝑥3 + 𝛽𝑥 + 𝛽 , 𝑥 ≤ 0

𝑒𝑥 + 𝑎 , 𝑥 > 0

i) Να δείξετε ότι 𝑎 = 0 και 𝛽 = 1.

ii) Ένα σημείο M(𝑥, 𝑦), με 𝑥 < 0, κινείται πάνω στην γραφική παράσταση της 𝑓. Να δείξετε
ότι την χρονική στιγμή 𝑡0 , που τοM βρίσκεται στην θέσηΜ0 (−1,−1), ο ρυθμός μεταβολής
της τεταγμένης του ως προς τον χρόνο 𝑡 είναι τετραπλάσιος του ρυθμού μεταβολής της
τετμημένης του.

iii) (αʹ) Να δείξετε ότι η εξίσωση 𝑓 (𝑥) = 1
𝑥 έχει μοναδική πραγματική ρίζα 𝜌 ∈ (0,+∞) .

(βʹ) Να δείξετε ότι υπάρχει ένα μόνο σημείο Α(𝑥0, 𝑓 (𝑥0)) με 𝑥0 > 0 που η εφαπτομένη
της 𝐶𝑓 σε αυτό να διέρχεται από το σημείο Μ0 (−1,−1) .

iv) Να υπολογίσετε το όριο: lim
𝑥→−∞

𝑒𝑓(𝑥) ⋅ 𝜂𝜇 (𝑓 (𝑥))
𝑓 (−𝑥) − 2
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Δίνονται οι συναρτήσεις ℎ ∶ (0, +∞) → R και 𝑔 ∶ (−1, 1) → R με:

ℎ (𝑥) = 𝑙𝑛𝑥 και 𝑔 (𝑥) = 1 − 𝑥
𝑥 + 1

i) Να αποδείξετε ότι ορίζεται η συνάρτηση 𝑓 = ℎ ∘ 𝑔 και να βρείτε τον τύπο της.

ii) (αʹ) Να αποδείξετε ότι η 𝑓 αντιστρέφεται.
(βʹ) Να αποδείξετε ότι:

𝑓−1 (𝑥) = 1 − 𝑒𝑥
1 + 𝑒𝑥 , 𝑥 ∈ R

iii) Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της 𝑓−1 στο σημείο της 𝑂 ൫0, 𝑓−1 (0)൯ .

iv) Να υπολογίσετε τα όρια: lim
𝑥→−∞

𝑓−1 (𝑥) και lim
𝑥→+∞

𝑓−1 (𝑥)
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Δίνεται η συνεχής και γνησίως αύξουσα συνάρτηση 𝑓 ∶ [0, 4] → R για την οποία ισχύουν:

• 𝑓2 (𝑥) + 2𝑓 (𝑥)√4 − 𝑥 = 2 (𝑥 − 2) , για κάθε 𝑥 ∈ [0, 4] .

• Η 𝑓 ικανοποιεί τις υποθέσεις του θεωρήματος Bolzano στο διάστημα [1, 3] .

i) Να δείξετε ότι:
𝑓 (𝑥) = √𝑥 − √4 − 𝑥

ii) Να βρείτε το σύνολο τιμών της 𝑓.

iii) Να δείξετε ότι οι συναρτήσεις 𝑓 (𝑥) και 𝑔 (𝑥) = 𝑒−𝑥 έχουν ένα μόνο κοινό σημείο M(𝑥0, 𝑦0)
και να βρείτε την σχετική θέση των γραφικών τους παραστάσεων.

iv) Αν 𝑥 ∈ (2, 4), να λύσετε την ανίσωση: 𝑓 (𝑒−𝑥) ⋅ ቀඥ𝑓 (𝑥) + ඥ4 − 𝑓 (𝑥)ቁ < 2𝑓 (𝑥) − 4

v) Να αποδείξετε ότι: lim
𝑥→𝑥+0

𝑓−1 (𝑥 − 1)
𝑒𝑥𝑓 (𝑥) − 1 = +∞

165
Θεωρούμε την συνάρτηση:

𝑓 (𝑥) = ቐ
−3√1 − 𝑥 + 1 , 𝑥 < 1
3√𝑥 − 1 + 1 , 𝑥 ≥ 1

i) Να αποδείξετε ότι η 𝑓 είναι ένα προς ένα και να βρείτε την αντίστροφη 𝑓−1.

ii) Να βρείτε τις εφαπτομένες της γραφικής παράστασης της 𝑓−1 που είναι κάθετες στην ευ‑
θεία 𝑦 = −1

3𝑥 + 1

iii) Να λύσετε την ανίσωση: 𝑓 ൫𝑒1−𝑥൯ < 𝑥

iv) Να υπολογίσετε τα όρια: lim
𝑥→0

𝜂𝜇 ൫𝑓−1 (𝑥)൯
𝑥 και lim

𝑥→+∞
൫𝑓−1 (𝑥) − 𝑓 (𝑥)൯
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Θεωρούμε μία συνάρτηση 𝑔 η οποία είναι ορισμένη και δύο φορές παραγωγίσιμη στο (0, +∞) με
𝑔 (1) = 0, για την οποία για κάθε 𝑥 > 0 ισχύει:

𝑔 (𝑔′ (𝑥)) + 𝑔 (𝑥) = 0

i) Να δείξετε ότι η συνάρτηση 𝑔 είναι γνησίως αύξουσα και ότι για κάθε 𝑥 > 0 ισχύει:

𝑔′ (𝑔′ (𝑥)) = 𝑥

ii) Να δείξετε ότι 𝑔′ (1) = 1 και ότι:

𝑔 (𝑥) = 𝑙𝑛𝑥 , 𝑥 > 0

iii) Να υπολογίσετε το όριο: lim
𝑥→0

𝑔 (|𝑥|) − 𝑔 (|𝜂𝜇𝑥|)
|𝑥| − |𝜂𝜇𝑥|

iv) Αν
𝑓 (𝑥) = −1

𝑥 , 𝑥 ≠ 0

τότε να αποδείξετε ότι οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων 𝑓 και 𝑔 έχουν μοναδική
κοινή εφαπτομένη.

167
Δίνεται η συνεχής συνάρτηση 𝑓 ∶ [0, +∞) → (0,+∞) για την οποία ισχύει:

න
1

0
𝑙𝑛2 (𝑓 (𝑥)) 𝑑𝑥 + 1

2 = න
1

0
√𝑥 ⋅ 𝑙𝑛2 (𝑓 (𝑥)) 𝑑𝑥

i) Να δείξετε ότι: 𝑓 (𝑥) = 𝑒√𝑥 , για κάθε 𝑥 ∈ [0, 1]

ii) Να δείξετε ότι το σημείο A(1, 𝑒) είναι σημείο καμπής της συνάρτησης 𝑓 και να βρείτε την
εφαπτομένη (𝜀) της γραφικής παράστασης της 𝑓 στο σημείο A.

iii) Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου Ω που περικλείεται από την γραφική παράσταση
της 𝑓, την εφαπτομένη (𝜀) στο σημείο 𝐴, τον άξονα 𝑥′𝑥 και τον άξονα 𝑦′𝑦.

iv) Θεωρούμε ένα σημείο M(𝑥 (𝑡) , 𝑦 (𝑡)) , 𝑡 ≥ 0 , το οποίο κινείται πάνω στην γραφική παρά‑
σταση της συνάρτησης 𝑓 και η τετμημένη του αυξάνεται με σταθερό ρυθμό. Αν η εφαπτο‑
μένη της γραφικής παράστασης της 𝑓 στο σημείοM τέμνει τον άξονα 𝑥′𝑥 στο σημείοN, τότε
να βρείτε την ταχύτητα του σημείου N την χρονική στιγμή που το σημείο M διέρχεται από
το σημείο A.

v) Να αποδείξετε ότι: න
𝑎+1

𝑎
𝑓 ቆ1𝑥ቇ𝑑𝑥 > 1

2 ⋅ න
𝑎+2

𝑎
𝑓 ቆ1𝑥ቇ𝑑𝑥 , για κάθε 𝑎 > 0.

168
Δίνεται η συνάρτηση:

𝑓 (𝑥) = ට1 − √1 − 𝑥

i) Να αποδείξετε ότι το πεδίο ορισμού της είναι το 𝐷𝑓 = [0, 1] .

ii) Να μελετήσετε την 𝑓 ως προς την μονοτονία και να βρείτε το σύνολο τιμών της.

iii) Να αποδείξετε ότι η 𝑓 είναι ένα προς ένα και να βρείτε το πλήθος των λύσεων της εξίσωσης
𝑓 (𝑥) = 𝑎 για τις διάφορες τιμές του πραγματικού αριθμού 𝑎.

iv) Να λύσετε την εξίσωση: (𝑓 ∘ 𝑓) (𝑥) = 0 , 𝑥 ∈ [0, 1] .

v) Να βρείτε την παράγωγο της 𝑓.
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Δίνεται η συνεχής συνάρτηση 𝑓 ∶ [0, 𝜋] → R με 𝑓 ቀ𝜋2 ቁ = 1 και η συνάρτηση 𝑔 με:

𝑔 (𝑥) = ඥ1 − 𝑥2 , 𝑥 ∈ [−1, 1]

Για τις συναρτήσεις 𝑓 και 𝑔 ισχύει:

(𝑔 ∘ 𝑓) (𝑥) = |𝜎𝜐𝜈𝑥| , για κάθε 𝑥 ∈ [0, 𝜋]

i) Να αποδείξετε ότι:
|𝑓 (𝑥)| = |𝜂𝜇𝑥|

ii) Να βρείτε τα σημεία στα οποία η γραφική παράσταση της 𝑓 τέμνει τον άξονα 𝑥′𝑥.

iii) Να βρείτε τον τύπο της συνάρτησης 𝑓.

iv) Δίνεται η συνάρτηση ℎ ∶ (0, 𝜋] → R με:

ℎ (𝑥) = 1
𝑓 (𝑥) − 𝑥

Να υπολογίσετε το όριο: lim
𝑥→0

ℎ (𝑥)

v) Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της γραφικής παράστασης της 𝑓 η οποία είναι
παράλληλη στην ευθεία που ορίζουν τα σημεία A(4, 5) και B(6, 5) .

170
Θεωρούμε την συνάρτηση 𝑓 με πεδίο ορισμού A = R και την συνάρτηση:

𝑔 (𝑥) = 𝑙𝑛𝑥 + 1 , 𝑥 > 0

Για τις συναρτήσεις 𝑓 και 𝑔 ισχύει:

(𝑓 ∘ 𝑔) (𝑥) = 𝑙𝑛 (𝑒 ⋅ 𝑥)
𝑒 ⋅ 𝑥 , για κάθε 𝑥 > 0

i) Να αποδείξετε ότι:
𝑓 (𝑥) = 𝑥 ⋅ 𝑒−𝑥

και να ορίσετε την συνάρτηση 𝑔 ∘ 𝑓.

ii) Να μελετήσετε την συνάρτηση 𝑓 ως προς την μονοτονία, τα ακρότατα, την κυρτότητα και
να βρείτε τα σημεία καμπής της γραφικής της παράστασης.

iii) Να βρείτε τις ασύμπτωτες και να χαράξετε την γραφική παράσταση της 𝑓.

iv) Να βρείτε την εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της 𝑓 που είναι κάθετη στην ευθεία
𝑦 = −𝑥.
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Στο σχήμα που ακολουθεί δίνεται η γραφική παράσταση της συνάρτησης:

𝑓 (𝑥) = −1
3𝑥

3 , 𝑥 ∈ R
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i) Ένα υλικό σημείο ξεκινά από το σημείο M(−3, 9) και κινείται πάνω στην γραφική παρά‑
σταση της 𝑓 κατευθυνόμενο προς την αρχή των αξόνων, έτσι ώστε η τετμημένη του να
μειώνεται με ρυθμό δύο μονάδες ανά δευτερόλεπτο. Να βρείτε τον ρυθμό με τον οποίον
μεταβάλλεται η τεταγμένη του υλικού σημείου την χρονική στιγμή που αυτό βρίσκεται στο
σημείο Aቀ−1, 13ቁ .

ii) Να αποδείξετε ότι η 𝑓 αντιστρέφεται και να βρείτε την 𝑓−1. Στην συνέχεια να μεταφέρετε
στην κόλλα σας το σχήμα και να το συμπληρώσετε με την γραφική παράσταση της 𝑓−1.
Δίνεται επιπλέον η συνάρτηση:

𝑔 (𝑥) = ቐ
3√−3𝑥 , 𝑥 < 0

−3√3𝑥 , 𝑥 ≥ 0

iii) (αʹ) Να ορίσετε την συνάρτηση ℎ = 𝑓+𝑔 , να δείξετε ότι είναι συνεχής στοR και ότι το
σύνολο τιμών της είναι τοR.

(βʹ) Να αποδείξετε ότι για κάθε θετικό πραγματικό αριθμό 𝑎, η γραφική παράσταση
της συνάρτησης ℎ τέμνει τον άξονα 𝑥′𝑥 τουλάχιστον μία φορά, σε σημείο (𝑥0, 0) ,
με 𝑥0 ∈ (−𝑎, 𝑎) .

(γʹ) Να υπολογίσετε το όριο: lim
𝑥→−∞

𝜎𝜐𝜈𝑥
ℎ (𝑥)

(δʹ) Να εξετάσετε αν η συνάρτηση ℎ είναι παραγωγίσιμη στο 0.
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Θεωρούμε μία συνάρτηση 𝑓 η οποία είναι παραγωγίσιμη στοR με 𝑓 (0) = 0 για την οποία για κάθε
𝑥 ∈ R ισχύει:

𝑓′ (𝑥) = (𝑒𝑥 − 1) ⋅ 𝑒−𝑓(𝑥)

i) Να αποδείξετε ότι:
𝑓 (𝑥) = 𝑙𝑛 (𝑒𝑥 − 𝑥) , 𝑥 ∈ R

Στην συνέχεια να δείξετε ότι 𝑓 (𝑥) > 0 , για κάθε 𝑥 ≠ 0.

ii) Να υπολογίσετε τα όρια:

i) lim
𝑥→0

ቆ𝑓 (𝑥) ⋅ 𝜂𝜇 ቆ 1
𝑓 (𝑥)ቇ +

𝜂𝜇 (𝑓 (𝑥))
𝑓2 (𝑥) ቇ ii) lim

𝑥→+∞
(𝑓 (𝑥) − 𝑥)

iii) Αν 𝑎, 𝛽, 𝛾 ≠ 0 και 𝑎 < 𝛽 < 𝛾 , τότε να αποδείξετε ότι υπάρχουν δύο ακριβώς ρίζες της
εξίσωσης:

𝑓 (𝑎)
𝑥 − 𝑎 + 𝑓 (𝛽)

𝑥 − 𝛽 + 𝑓 (𝛾)
𝑥 − 𝛾 = 0

στο διάστημα (𝑎, 𝛾) .

iv) Να αποδείξετε ότι:

(αʹ) Η εξίσωση 𝑒𝑥 = 𝑥 + 𝑒 έχει δύο ακριβώς ρίζες 𝜌1, 𝜌2 με 𝜌1 < 0 < 𝜌2.

(βʹ) Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα: න
𝜌2

𝜌1

(𝑒𝑥 − 1)ඥ𝑓 (𝑥)𝑑𝑥

173
Θεωρούμε συνάρτηση 𝑓 ∶ R → R , παραγωγίσιμη στοR , για την οποία ισχύει 𝑓′ (𝑥) > 1 , για κάθε
𝑥 ∈ R.

i) Να αποδείξετε ότι για κάθε 𝑥 ≠ 0 ισχύει: 𝑓 (𝑥) − 𝑓 (0)
𝑥 > 1

ii) Να δείξτε ότι η συνάρτηση 𝑓 είναι ένα προς ένα και να αποδείξετε ότι το πεδίο ορισμού της
αντίστροφης 𝑓−1 είναι το σύνολοR.

iii) Να αποδείξετε ότι:

(αʹ) Η εξίσωση 𝑓 (𝑥) = −𝑥 έχει μοναδική ρίζα 𝜌.

(βʹ) Ισχύει ότι: 0 < lim
𝑥→𝜌

𝜂𝜇 (𝑥 − 𝜌)
𝑓 (𝑥) + 𝜌 < 1

iv) Ανγια τηνρίζα𝜌 τουπροηγούμενου ερωτήματος ισχύει 𝜌 > 0και 𝑥0 είναι ρίζα της𝑓, τότε να
δείξετε ότι αν 𝐸 είναι το εμβαδόν του χωρίου μεταξύ της γραφικής παράστασης της 𝑓, του
άξονα 𝑥′𝑥 και του αξονα 𝑦′𝑦 και ισχύει ότι το εμβαδόν του χωρίου μεταξύ της γραφικής
παράστασης της 𝑓, της ευθείας 𝑦 = −𝑥 και του άξονα 𝑦′𝑦 είναι ίσο με το εμβαδόν του
χωρίου μεταξύ της γραφικής παράστασης της 𝑓, της ευθείας 𝑦 = −𝑥 και των ευθειών 𝑥 = 𝜌
και 𝑥 = 𝑥0 , τότε:

𝐸 = 𝑥20
2
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174
Δίνονται οι συναρτήσεις:

𝑔 (𝑥) = 𝑒3𝑥 + 𝑒𝑥 − 2 , 𝑥 ∈ R και ℎ (𝑥) = 𝑙𝑛𝑥 , 𝑥 > 0

i) Να ορίσετε την σύνθεση της ℎ με την 𝑔.

ii) Αν 𝑓 είναι η συνάρτηση που βρήκατε στο προηγούμενο ερώτημα, να δείξετε ότι η 𝑓 αντι‑
στρέφεται και να βρείτε το πεδίο ορισμού της αντίστροφής της.

iii) Να λύσετε την ανίσωση: ℎ3 (𝑥) < 10 − ℎ (𝑥)

iv) Να λύσετε την εξίσωση: ൫𝑒𝑥−2 + 𝑥 − 2൯3 + 𝑒𝑥−2 = 4 − 𝑥

175
Δίνεται η συνεχής συνάρτηση:

𝑓 (𝑥) = ቐ
𝑎𝑥3 + 𝛽𝑥 − 1 , 𝑥 ≤ 1

𝑥2 − 𝛽𝑥 + 1 , 𝑥 > 1

i) Αν 𝑓 (1) = 1 , να δείξετε ότι 𝑎 = 𝛽 = 1.

ii) Να υπολογίσετε το όριο: lim
𝑥→+∞

ቆ 𝑓 (𝑥)
𝑓 (−𝑥) ⋅ 𝜂𝜇𝑥ቇ

iii) Να αποδείξετε ότι η γραφική παράσταση της 𝑓 τέμνει τον άξονα 𝑥′𝑥 σε ένα μόνο σημείο με
τετμημένη 𝑥0 με 𝑥0 ∈ (0, 1) .

iv) Για το 𝑥0 του προηγούμενου ερωτήματος, να υπολογίσετε, εφόσον υπάρχει, το όριο:

lim
𝑥→𝑥0

ቈ𝜂𝜇 ቆ 1
𝑓 (𝑥)ቇ + 𝜎𝜐𝜈 ቆ 1

𝑓 (𝑥)ቇ +
1

𝑓 (𝑥)቉

176
Έστω μία συνεχής συνάρτηση 𝑓 ∶ R → R, η γραφική παράσταση της οποίας τέμνει τον άξονα 𝑦′𝑦
στο σημείο με τεταγμένη 2 και η οποία ικανοποιεί τα παρακάτω:

• lim
𝑥→1

(𝑥 − 1) 𝑓 (𝑥)
√𝑥 + 3 − 2

= −8

• 6𝜂𝜇 (𝑥 − 3) ≤ (𝑥 − 3) 𝑓 (𝑥) ≤ 𝑥2 − 9 , για κάθε 𝑥 ∈ R.
Θεωρούμε ακόμη και την συνάρτηση:

𝑔 (𝑥) = 𝑥2 − 3𝑥 + 5 , 𝑥 ∈ R

i) Να δείξετε ότι 𝑓 (1) = −2 και 𝑓 (3) = 6.

ii) Να αποδείξετε ότι η γραφική παράσταση της 𝑓 τέμνει την γραφική παράσταση της 𝑔 σε ένα
τουλάχιστον σημείο M(𝑥0, 𝑦0) με 𝑥0 ∈ (1, 3) .

iii) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση 𝑓 δεν είναι συνάρτηση ένα προς ένα.

iv) Να αποδείξετε ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον 𝜉 ∈ (0, 3) τέτοιο ώστε 3𝑓 (𝜉) = 𝑓 ቀ52ቁ
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177
Δίνεται η συνεχής συνάρτηση 𝑓 ∶ [−1, 1] → R για την οποία ισχύουν:

• 𝑓2 (−1) + 𝑓2 (1) = 2 [𝑓 (−1) + 𝑓 (1)] − 2

• Η γραφική παράσταση της 𝑓 τέμνει τον άξονα 𝑦′𝑦 στο σημείο με τεταγμένη 2.

i) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση 𝑓 δεν είναι συνάρτηση ένα προς ένα.

ii) Νααποδείξετε ότι η εξίσωση: 𝑥
3𝑓 (𝑥)
𝑥6 + 1 −𝑓 (𝑥) − 1

𝑥 έχει μία τουλάχιστον λύσηστο διάστημα
(0, 1) .
Έστω ότι για την συνάρτηση 𝑓 ισχύει επιπλέον ότι:

(𝑓 (𝑥) − 1)2 + 𝑥2 = 1 , για κάθε 𝑥 ∈ [−1, 1]

iii) (αʹ) Να αποδείξετε ότι:
𝑓 (𝑥) = ඥ1 − 𝑥2 + 1 , 𝑥 ∈ [−1, 1]

(βʹ) Να κάνετε μία πρόχειρη γραφική παράσταση της συνάρτησης 𝑓.

iv) Να υπολογίσετε το όριο: lim
𝑥→0

𝑓 (𝑥) − 2
𝜂𝜇 (𝑥2)

v) Ναυπολογίσετε τοόριο: lim
𝑥→+∞

𝑓 (𝜂𝜇𝑥) − 𝑥
𝑥 , αφούπρώταδείξετε ότι είναι καλώςορισμένο.

178
Δίνονται οι συναρτήσεις:

𝑓 (𝑥) = 𝜂𝜇𝑥 , 𝑥 ∈ R και 𝑔 (𝑥) = ඥ1 − 𝑥2 , 𝑥 ∈ [−1, 1]

Θεωρούμε ακόμη την συνάρτηση:

𝜑 (𝑥) = 2 (𝑥 + 1) − 𝑔2 (𝑥) , 𝑥 ∈ [−1, 1]

i) Να ορίσετε την σύνθεση της 𝑓 με την 𝑔 και να εξετάσετε αν αντιστρέφεται.

ii) Να αποδείξετε ότι η 𝜑 αντιστρέφεται και να βρείτε την 𝜑−1. Στην συνέχεια να σχεδιάσετε
στο ίδιο σύστημα αξόνων τις γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων 𝜑 και 𝜑−1.

iii) Να υπολογίσετε τα όρια:

i) lim
𝑥→0

ቆ
(𝑔 ∘ 𝑓) (𝑥) − 1

𝑓 (𝑥) ቇ ii) lim
𝑥→0

𝜑−1 (𝑥) + 1
𝑥2 iii) lim

𝑥→1
𝑓 (𝑥) − 1
𝑔 (𝑥)

Θεωρούμε την συνάρτηση:

ℎ (𝑥) = 𝑓 (𝑥) − (𝑔 ∘ 𝑓) (𝑥) + 1 , 𝑥 ∈ ൤0, 𝜋2 ൨

iv) Να βρείτε τις ρίζες και το πρόσημο της ℎ.

v) Αν για την συνάρτηση 𝑡 ∶ R → R ισχύει ότι:

𝑡 (𝑥) (𝑡 (𝑥) + 2𝑥) ≤ ℎ2 (𝑥) − 𝑥2 , για κάθε 𝑥 ∈ R

να υπολογίσετε το όριο: lim
𝑥→0

𝑡 (𝑥)
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179
Δίνονται οι συναρτήσεις:

𝑓 (𝑥) = (𝑥 + 𝑎)2 − 1 , 𝑥 ∈ [−1,+∞) και 𝑔 (𝑥) = 𝑥2 − 1 , 𝑥 ∈ R

Αν η κλίση της γραφικής παράστασης της 𝑓 στο σημείο με τετμημένη 𝑥0 = 0 είναι ίση με 2, τότε:

i) Να αποδείξετε ότι 𝑎 = 1.

ii) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση 𝑓 αντιστρέφεται και να βρείτε την αντίστροφή της 𝑓−1.

iii) Να βρείτε την συνάρτηση 𝑓−1 ∘ 𝑔

iv) Να υπολογίσετε το όριο: lim
𝑥→−1

𝑓−1 (𝑥) + 1
(𝑓−1 ∘ 𝑔) (𝑥)

180
Δίνεται μία συνάρτηση 𝑓 ∶ R → R για την οποία για κάθε 𝑥 ∈ ℝ ισχύει:

𝑥 − 1 ≤ 𝑓 (𝑥) ≤ 𝑥2 + 3𝑥

Θεωρούμε επίσης την συνάρτηση:

𝑔 (𝑥) = 𝑒𝑥 − 7
3 , 𝑥 ∈ R

i) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση 𝑓 είναι συνεχής στο −1.

ii) Να υπολογίσετε το όριο: lim
𝑥→−1

𝑓 (𝑥) (𝑓 (𝑥) − 2𝑥 + 1) + 𝑥 (𝑥 − 1)
𝑥 − 1 + |𝑓 (𝑥)|

iii) Αν η συνάρτηση 𝑓 είναι συνεχής στοR, να αποδείξετε ότι η γραφική της παράσταση τέμνει
την γραφική παράσταση της συνάρτησης 𝑔 σε ένα τουλάχιστον σημείο που έχει τετμημένη
𝑥0 ∈ (−1, 0) .

181
Δίνεται η συνάρτηση:

𝑓 (𝑥) =

⎧
⎪⎪

⎨
⎪⎪
⎩

𝑎𝑥2 + 𝛽𝑥 − 2
𝑥 − 1 , 𝑥 < 1

𝛿 , 𝑥 = 1

√𝑥2 − 𝑥 − 𝛾𝑥 , 𝑥 > 1
για την οποία γνωρίζουμε ότι το lim

𝑥→+∞
𝑓 (𝑥) είναι πραγματικός αριθμός.

i) Να αποδείξετε ότι 𝛾 = 1 και lim
𝑥→+∞

𝑓 (𝑥) = −1
2

ii) Αν η 𝑓 είναι συνεχής, να βρείτε τα 𝑎, 𝛽, 𝛿.

iii) Να δείξετε ότι η εξίσωση:
𝑙𝑛𝑥
𝑓 (𝑥) +

𝑒𝑥
𝑥 − 1 = 0

έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο διάστημα ቀ23 , 1ቁ.
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182
Δίνεται μία συνάρτηση 𝑓 η οποία είναι συνεχής και γνησίως φθίνουσα στο διάστημα (0, 1) για την
οποία ισχύουν οι σχέσεις:

• lim
𝑥→0+

𝑓 (𝑥) − 5
𝑥 = 4

• 2𝜂𝜇 (𝑥 − 1) ≤ (𝑥 − 1) 𝑓 (𝑥) ≤ 𝑥2 − 1 , για κάθε 𝑥 ∈ (0, 1)

Θεωρούμε ακόμη τις συναρτήσεις:

ℎ (𝑥) = 𝑓 (𝑥) − 𝑙𝑛𝑥 − 4 και 𝑔 (𝑥) = 𝑒𝑓(𝑥)−4 , 𝑥 ∈ (0, 1)

i) Να υπολογίσετε τα όρια lim
𝑥→0+

𝑓 (𝑥) και lim
𝑥→1−

𝑓 (𝑥)

ii) Να βρείτε το σύνολο τιμών της συνάρτησης ℎ.

iii) Να αποδείξετε ότι η γραφική παράσταση της συνάρτησης 𝑔 τέμνει την ευθεία 𝑦 = 𝑥 σε ένα
μόνο σημείο με τετμημένη 𝑥0 ∈ (0, 1) .

iv) Να βρείτε το πλήθος των ριζών της εξίσωσης 𝑥𝑒𝜆+4 = 𝑒𝑓(𝑥) για τις διάφορες τιμές του
πραγματικού αριθμού 𝜆.

v) Να αποδείξετε ότι υπάρχει μοναδικό 𝑥1 ∈ (0, 1), τέτοιο ώστε:

ℎ (𝑥1) =
3ℎ ቀ13ቁ + 2ℎ ቀ14ቁ + ℎ ቀ15ቁ

6

183
Θεωρούμε τις συναρτήσεις:

𝑓 (𝑥) = ඥ𝑥2 + 1 + 𝜆𝑥 και 𝑔 (𝑥) =
(𝜇 − 1) 𝑥3 + 2𝑥2 + 3

𝜇𝑥2 − 5𝑥 + 6

για τις οποίες ισχύουν: lim
𝑥→−∞

𝑓 (𝑥) = −∞ και lim
𝑥→+∞

𝑔 (𝑥) = −∞

i) Να δείξετε ότι 0 < 𝜇 < 1 και 𝜆 > 1.

ii) Θεωρούμε την συνάρτηση:

ℎ (𝑥) = 𝑒−𝑥 − 𝜆𝑥 − 𝜇 , 𝑥 ∈ R

Να αποδείξετε ότι η γραφική παράσταση της ℎ τέμνει τον άξονα 𝑥′𝑥 σε ένα ακριβώς σημείο
με τετμημένη 𝑥0 ∈ (0, 1) .

iii) Για το 𝑥0 του προηγούμενου ερωτήματος υπολογίστε (αν υπάρχει) το όριο:

lim
𝑥→𝑥0

𝜂𝜇𝑥 − 𝑥
ℎ (𝑥) ⋅ (𝑥 − 𝑥0)

iv) Για 𝜆 = 2 υπολογίστε το όριο: lim
𝑥→+∞

[(𝑓 (𝑥) − 3𝑥) ⋅ 𝜂𝜇 (2𝑥 + 1)]
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Δίνεται η συνάρτηση 𝑓 ∶ R → R με:

𝑓 (𝑥) = 𝑥2 − 𝜎𝜐𝜈3𝑥

i) Αν Δ = [0, 𝜋], τότε:

(αʹ) Να αποδείξετε ότι η 𝑓 είναι γνησίως αύξουσα στο διάστημα Δ.
(βʹ) Να βρείτε το 𝑓 (Δ) .
(γʹ) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση: 𝑥2 = 10 + 𝜎𝜐𝜈3𝑥 έχει μοναδική ρίζα στο Δ.

ii) Να υπολογίσετε το όριο: lim
𝑥→0

𝑓 (𝑥) + 1
𝑥

iii) (αʹ) Να αποδείξετε ότι lim
𝑥→+∞

𝑓 (𝑥) = +∞

(βʹ) Να υπολογίσετε το όριο: lim
𝑥→+∞

ቂඥ𝑓4 (𝑥) + 2𝑓2 (𝑥) + 3 − 𝑓2 (𝑥)ቃ

185
Δίνονται οι συναρτήσεις 𝑓 ∶ R → R και 𝑔 για τις οποίες ισχύουν:

• 𝑓(𝑙𝑛𝑥) = 𝑥 − 1
𝑥 + 1 , για κάθε 𝑥 > 0.

• 𝑔(𝑥) = 𝑙𝑛(𝑥 + 1) − 𝑙𝑛(1 − 𝑥)

i) Να αποδείξετε ότι:
𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥 − 1

𝑒𝑥 + 1 , 𝑥 ∈ R

και στην συνέχεια ότι η συνάρτηση 𝑓 αντιστρέφεται.

ii) Να βρείτε την αντίστροφη συνάρτηση 𝑓−1 της 𝑓 και να δείξετε ότι 𝑓−1 = 𝑔.

iii) Να βρείτε το σύνολο τιμών της συνάρτησης 𝑓 και να προσδιορίσετε το πλήθος των λύσεων
της εξίσωσης 𝑓 (𝑥) = 𝑎 για τις διάφορες τιμές του πραγματικού αριθμού 𝑎.

iv) Να υπολογίσετε το όριο: lim
𝑥→+∞

[(𝑓 ∘ 𝑓)(𝑥) + (𝑔 ∘ 𝑓)(𝑥)]

186
Δίνεται η συνάρτηση 𝑓 ∶ [−1, 1] → R με:

𝑓 (𝑥) = 6
3 + 𝑥2

i) Να μελετήσετε την 𝑓 ως προς την μονοτονία και τα ακρότατα.

ii) Να αποδείξετε ότι δεν υπάρχουν 𝑎, 𝛽 ∈ [−1, 1] τέτοια ώστε: 𝑓 (𝑎) + 𝑓 (𝛽) = 𝑙𝑛 ቀ1258 ቁ

iii) Να δείξετε ότι η 𝑓 είναι κοίλη και να σχεδιάσετε την γραφική της παράσταση.

iv) Δύο κορυφές ενός ορθογωνίου βρίσκονται πάνω στον άξονα 𝑥′𝑥 και οι δύο άλλες πάνω
στην γραφική παράσταση της 𝑓. Να υπολογίσετε το μέγιστο εμβαδόν αυτού του ορθογω‑
νίου.

v) Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα: න
1

−1
𝑥𝑓 (𝑥) 𝑑𝑥
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Δίνονται οι συναρτήσεις:

𝑓 (𝑥) = 𝑙𝑛 (𝑥 + 1) + 𝑙𝑛 (𝑥 − 1) − 2
𝑥 και 𝑔 (𝑥) = 𝑙𝑛 ൫൫𝑥2 − 1൯ 𝑒−2/𝑥൯

i) Εξετάστε αν οι συναρτήσεις 𝑓 και 𝑔 είναι ίσες. Σε αντίθετη περίπτωση βρείτε το ευρύτερο
δυνατό υποσύνολο τουR στο οποίο είναι ίσες.

ii) Να δείξετε ότι ότι η 𝑓 αντιστρέφεται και να βρείτε το πεδίο ορισμού της αντίστροφής της
𝑓−1.

iii) Να δείξετε ότι η εξίσωση 𝑓 (𝑥) = 0 έχει ακριβώς μία ρίζα , (έστω 𝑘) και να βρείτε το μονα‑
δικό διάστημα της μορφής (𝑎, 𝑎 + 1) , με 𝑎 ακέραιο στο οποίο ανήκει.

iv) Να δείξετε ότι οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων:

𝜑 (𝑥) = 𝑥𝑒𝑥 και 𝜎 (𝑥) = 𝑒2/𝑥

έχουν μοναδικό κοινό σημείο με τετμημένη που ανήκει στο διάστημα (𝑎, 𝑘) όπου 𝑎 και 𝑘 οι
αριθμοί του προηγούμενου ερωτήματος.

188
Δίνονται οι συναρτήσεις:

𝑓 (𝑥) = (𝑥 − 1)2 − 1 , 𝑥 ≤ 1 και 𝑔 (𝑥) = √𝑥 + 1 , 𝑥 ≥ −1

i) Να βρείτε την συνάρτηση ℎ = 𝑔 ∘ 𝑓

ii) Να υπολογίσετε το όριο: lim
𝑥→1−

ቈ 1
ℎ (𝑥) ⋅ 𝜀𝜑 ൬𝜋𝑥2 ൰቉

iii) Να δείξετε ότι η 𝑓 αντιστρέφεται και να ορίσετε την αντίστροφή της 𝑓−1.

iv) (αʹ) Nα σχεδιάσετε τις γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων 𝑓 και 𝑓−1 στο ίδιο σύ‑
στημα αξόνων.

(βʹ) Αν 0 < 𝑎 < 1 , να υπολογίστε το όριο: lim
𝑥→0+

ቈ𝑓
(𝑎) − 𝑓−1 (−𝑎)

𝜂𝜇𝑥 − 𝑥 ቉

189
Θεωρούμε την συνεχή συνάρτηση 𝑓 ∶ R → R με:

𝑓 (𝑥) = ቐ
𝑒𝑥−𝑎 − 𝑎 , 𝑥 ≤ 1

−𝑙𝑛𝑥 , 𝑥 > 1

i) Να δείξετε ότι 𝑎 = 1.

ii) Να βρείτε το σύνολο τιμών της 𝑓.

iii) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση:

𝑓 (𝑥)
𝑥 + 1 + 𝑥2 − 𝜎𝜐𝜈𝑥

𝑥 = 0

έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο διάστημα (−1, 0) .

iv) Να βρείτε το πλήθος λύσεων της εξίσωσης 𝑓 (𝑥) = 𝜂𝜇𝜗 , για τις διάφορες τιμές του 𝜗 ∈ ℝ.
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Δίνονται οι συναρτήσεις 𝑓 και 𝑔, οι οποίες είναι συνεχείς στο διάστημα ቂ0, 𝜋2 ቃ και για τις οποίες
ισχύουν:

• 𝑔2 (𝑥) = 4𝜂𝜇2𝑥 ⋅ 𝜎𝜐𝜈2𝑥 , για κάθε 𝑥 ∈ ቂ0, 𝜋2 ቃ

• 𝑓2 (𝑥) = 𝑔 (𝑥) + 1 , για κάθε 𝑥 ∈ ቂ0, 𝜋2 ቃ

• 𝑔 ቀ𝜋4 ቁ = −1 , 𝑓 (0) = −1 και 𝑓 ቀ𝜋2 ቁ = 1

i) Να δείξετε ότι: 𝑔 (𝑥) = −2𝜂𝜇𝑥 ⋅ 𝜎𝜐𝜈𝑥 , 𝑥 ∈ ቂ0, 𝜋2 ቃ

ii) Να δείξετε ότι: 𝑓 (𝑥) = 𝜂𝜇𝑥 − 𝜎𝜐𝜈𝑥 , 𝑥 ∈ ቂ0, 𝜋2 ቃ

iii) Να βρείτε τον μοναδικό 𝑥0 ∈ ቂ0, 𝜋2 ቃ για τον οποίο το όριο lim
𝑥→𝑥0

1
𝑓 (𝑥) δεν υπάρχει.

iv) Θεωρούμε το ορθογώνιο ΑΒΓΔ με κορυφές τα σημεία Α(0,−1) , Β(0, 1) , Γቀ𝜋2 , 1ቁ και
Δቀ𝜋2 , −1ቁ .

(αʹ) Να δείξετε ότι οι διαγώνιοί του ΑΓ και ΒΔ τέμνονται στο σημείο Κ(𝑥0, 𝑓 (𝑥0)) .
(βʹ) Να βρείτε τα διαστήματα του ቂ0, 𝜋2 ቃ στα οποία η γραφική παράσταση της 𝑓 είναι

κάτω από την ευθεία ΒΔ.

(γʹ) Να λύσετε στο διάστημα ቂ0, 𝜋2 ቃ την εξίσωση: 𝜀𝜑 ቀ𝑥 − 𝜋
4 ቁ ⋅ 𝑓 (𝑥) + ቀ𝑥 − 𝜋

4 ቁ
2
= 0

191
Έστω η παραγωγίσιμη συνάρτηση 𝑓 ∶ R → R για την οποία ισχύουν:

• lim
𝑥→2

𝑓 (𝑥 − 2) − 2
𝑥 − 2 = 2

• 𝑓 (0) = 2

• η 𝑓′ είναι γνησίως αύξουσα

i) Να αποδείξετε ότι 𝑓 (2) = 𝑓′ (2) = 2.
ii) Να αποδείξετε ότι υπάρχει μοναδικό 𝜉 ∈ (0, 2) τέτοιο ώστε η εφαπτομένη της γρα‑

φικής παράστασης της f στο σημείο (𝜉, 𝑓 (𝜉)) να είναι παράλληλη στον άξονα 𝑥′𝑥.
iii) Να αποδείξετε ότι 𝑓 (𝑥) ≥ 𝑓 (𝜉) , για κάθε 𝑥 ∈ R.
iv) Αν 𝐹 είναι μία αρχική της 𝑓 και 𝑓 (𝜉) > 0 , να αποδείξετε ότι η εξίσωση:

𝐹 (𝑥) + 2𝑥 = 𝑥2 + 𝐹 (1)

έχει ακριβώς μια ρίζα στο διάστημα (0, 1) .
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Έστω 𝑓 μία παραγωγίσιμη συνάρτηση στοR με 𝑓 (0) = 1 και:

𝑓′ (𝑥) = ቐ
൫𝑥2 + 𝑥൯ 𝑒𝑥 , 𝑥 ≤ 0

−𝜂𝜇𝑥 , 𝑥 > 0

i) Να δείξετε ότι:

𝑓 (𝑥) = ቐ
൫𝑥2 − 𝑥 + 1൯ 𝑒𝑥 , 𝑥 ≤ 0

𝜎𝜐𝜈𝑥 , 𝑥 > 0

ii) Να μελετηθεί η 𝑓 ως προς την μονοτονία και τα ακρότατα στο διάστημα (−∞, 0] .

iii) Να δείξετε ότι η γραφική παράσταση της 𝑓 τέμνεται από την οριζόντια ασύμπτωτή της στο
−∞ σε άπειρα σημεία, τα οποία και να προσδιορίσετε.

iv) Να δείξετε ότι:

(αʹ) Η ευθεία 𝑦 = −𝑥 τέμνει την γραφική παράσταση της 𝑓 σε μοναδικό σημείο με τε‑
τμημένη 𝑥0 ∈ (−2,−1) .

(βʹ) Το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από την 𝐶𝑓 , την ευθεία 𝑦 = −𝑥 και τον
άξονα 𝑦′𝑦 υπερβαίνει το 1

2 .

193
Δίνονται οι παραγωγίσιμες συναρτήσεις 𝑓 ∶ R → R και 𝑔 ∶ (−1,+∞) → R για τις οποίες ισχύουν:

• 𝑓 (2𝑥 − 1) = 4𝑥 (1 − 𝑥) , για κάθε 𝑥 ∈ R.

• 𝑒𝑔(𝑥) − 𝑘𝑥 = 𝜆 , με 𝑘, 𝜆 ∈ R.

Επιπλέον η ευθεία 𝑦 = 𝑥 εφάπτεται της γραφικής παράστασης της 𝑔 στην αρχή των αξόνων.

i) Να αποδείξετε ότι:

𝑓 (𝑥) = 1 − 𝑥2 , 𝑥 ∈ R και 𝑔 (𝑥) = 𝑙𝑛 (𝑥 + 1) , 𝑥 > −1

ii) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση 𝑔 αντιστρέφεται και ότι:

𝑔−1 (𝑥) = 𝑒𝑥 − 1 , 𝑥 ∈ R

iii) Αν ℎ (𝑥) = ൫𝑓 + 𝑔−1൯ (𝑥) , να μελετήσετε την ℎ ως προς την κυρτότητα και τα σημεία κα‑
μπής.

iv) (αʹ) Να δείξετε ότι η ℎ είναι γνησίως αύξουσα και να λύσετε την ανίσωση:

𝑒𝑥2−1 − 1
𝑥2 + 1 < 𝑥2 − 1

𝑒

(βʹ) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση ℎ (𝑥) = 0 έχει μοναδική ρίζα 𝑥0 ∈ (−1, 0) .

v) Έστω M σημείο που κινείται κατά μήκος της γραφικής παράστασης της ℎ και η τετμημέ‑
νη του αυξάνεται με ρυθμό 1

2
μονάδες
𝑠𝑒𝑐 . Να βρείτε τον ρυθμό μεταβολής της τεταγμένης του

σημείου στο οποίο, η εφαπτομένη της 𝐶ℎ στο M(𝑎 (𝑡) , ℎ (𝑎 (𝑡))) τέμνει τον άξονα 𝑦′𝑦, την
χρονική στιγμή 𝑡0 που το M διέρχεται από το σημείο καμπής K൫𝑙𝑛2, 2 − 𝑙𝑛22൯ .
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Θεωρούμε την συνάρτηση:

𝑓 (𝑥) = 𝑥3 + 6𝑥 (𝑙𝑛𝑥 − 2) + 2 , 𝑥 > 0

i) Να αποδείξετε ότι η 𝑓 έχει ολικό ελάχιστο.

ii) Αν 𝑥0 είναι η θέση του ελαχίστου της 𝑓, να αποδείξετε ότι 𝑥0 ∈ (1, 2) .

iii) Να βρείτε το πλήθος των ριζών της εξίσωσης: 𝑥 ൫𝑥2 + 6𝑙𝑛𝑥൯ = 2 (6𝑥 − 1)

iv) Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από την 𝐶𝑓 , τον άξονα 𝑥′𝑥 και τις
ευθείες 𝑥 = 1 και 𝑥 = 2.

195
Δίνεται η συνεχής συνάρτηση 𝑓 ∶ [0, +∞) → R, για την οποία για κάθε 𝑥 ≥ 0 ισχύει:

𝑓 (𝑥) + න
1

0
𝑓 (𝑥) 𝑑𝑥 = 𝑒√𝑥 − 𝑒𝑥 − 𝑒

2 + 2

i) Να δείξετε ότι:
𝑓 (𝑥) = 𝑒√𝑥 − 𝑒𝑥 , 𝑥 ≥ 0

ii) Να βρείτε το όριο: lim
𝑥→+∞

𝜂𝜇𝑥
𝑓 (𝑥)

iii) (αʹ) Να μελετήσετε την 𝑓 ως προς την κυρτότητα και τα σημεία καμπής.
(βʹ) Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της 𝐶𝑓 στο σημείο Α(1, 𝑓 (1)) και να εξε‑

τάσετε αν έχει και άλλα κοινά σημεία με την 𝐶𝑓 .

iv) Να δείξετε ότι για κάθε 𝑥 > 1, ισχύει:

𝑒√𝑥 − 2𝑒√𝑥
√𝑥

< 2
𝑒 [𝑓 (𝑥 + 𝑒) − 𝑓 (𝑥)] < 𝑒√𝑥+𝑒 − 2𝑒√𝑥 + 𝑒

√𝑥 + 𝑒

v) Θεωρούμε συνάρτηση 𝑔 ∶ ቂ0, 𝜋2 ቁ → R τέτοια, ώστε:

𝑔 (𝑥) = 𝐹 (𝜀𝜑𝑥) − 𝐹 (𝑒𝑥)

όπου 𝐹, μία παράγουσα της 𝑓. Να δείξετε ότι η γραφική παράσταση της 𝑔 δέχεται τουλάχι‑
στον μία οριζόντια εφαπτομένη στο διάστημα ቀ0, 𝜋2 ቁ .

196
Δίνεται η συνάρτηση:

𝑓 (𝑥) = 2𝑙𝑛𝑥 + 𝑥2 − 1 , 𝑥 > 0

i) Να μελετήσετε την 𝑓 ως προς την μονοτονία.

ii) Να μελετήσετε την 𝑓 ως προς την κυρτότητα και να βρείτε, αν υπάρχουν, τα σημεία καμπής
της γραφικής της παράστασης.

iii) Να βρείτε το πρόσημο της 𝑓.

iv) Να βρείτε το σύνολο τιμών της 𝑓.

v) Να λύσετε την εξίσωση: 𝑓 (𝑥) + 𝑓 ൫𝑥2൯ = 𝑓 ൫𝑥5൯ + 𝑓 ൫𝑥10൯

vi) Αν 𝑎, 𝛽 > 0 και ൬ 𝑎𝛽൰
2
= 𝑒(𝛽−𝑎)(𝛽+𝑎) , να αποδείξετε ότι 𝑎 = 𝛽.
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Θεωρούμε την παραγωγίσιμη συνάρτηση 𝑓 ∶ (1, +∞) → R για την οποία ισχύουν:

• 𝑓 (𝑒) = 0

• 𝑓′ (𝑥) = 𝑓 (𝑥)
𝑥 − 𝑒𝑓(𝑥)/𝑥 , για κάθε 𝑥 > 1

i) Να δείξετε ότι η συνάρτηση 𝑓 είναι γνησίως φθίνουσα στο διάστημα (1,+∞) .

ii) Να δείξετε ότι:
𝑓 (𝑥) = −𝑥 ⋅ 𝑙𝑛 (𝑙𝑛𝑥) , 𝑥 > 0

και να βρείτε το σύνολο τιμών της.

iii) Να δείξετε ότι η εξίσωση: (𝑙𝑛𝑥)𝑥 = 1
𝑚 , 𝑥 > 1 , έχει ακριβώς μία λύση για κάθε 𝑚 > 0.

iv) Να λύσετε την ανίσωση: 𝑓 ൫𝑥2 + 2൯ − 𝑓 (3𝑥) > 3𝑥 − 𝑥2 − 2

198
Δίνεται μία παραγωγίσιμη συνάρτηση 𝑓 ∶ R → R για την οποία ισχύουν:

• 𝑓′ (𝑥) = 3𝑥2 − 2𝑥𝑓 (𝑥) − 𝑥2𝑓′ (𝑥) , για κάθε 𝑥 ∈ R

• (𝑥 + 1)4 ≥ 4𝑓 (0) ⋅ 𝑥 + 1 , για κάθε 𝑥 ∈ R

Θεωρούμε επίσης την συνάρτηση:

𝑔 (𝑥) = (𝑓 (𝑥) − 1) ൫𝑥2 + 1൯ + 𝑥2 − 𝑥3 , 𝑥 ∈ R

i) Να αποδείξετε ότι:

(αʹ) 𝑓 (0) = 1
(βʹ) Η συνάρτηση είναι σταθερή.

(γʹ) 𝑓 (𝑥) = 𝑥3 + 1
𝑥2 + 1

ii) Να αποδείξετε ότι υπάρχουν μοναδικά 𝑥1, 𝑥2 ∈ R με 𝑥1 < 𝑥2 τέτοια ώστε η συνάρτηση 𝑓
να παρουσιάζει τοπικό μέγιστο στο 𝑥1 και τοπικό ελάχιστο στο 𝑥1.

iii) Να βρείτε τον μοναδικό ακέραιο 𝑎 ώστε ανάμεσα στις ευθείες 𝑥 = 𝑎 και 𝑥 = 𝑎 + 1 να
υπάρχει ακριβώς ένα σημείο τομής της γραφικής παράστασης της 𝑓 με την ευθεία 𝑦 = −𝑥.

iv) Να υπολογίσετε το όριο:
lim
𝑥→𝑥2

(𝑥 − 𝑥1) (𝑥 − 1)
𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑥2)

όπου 𝑥1, 𝑥2 είναι οι θέσεις τοπικών ακροτάτων της 𝑓 του ερωτήματος (Γ2).
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Δίνεται η συνάρτηση:

𝑓 (𝑥) = 𝑥2 − 9 , 𝑥 ∈ R

της οποίας η γραφική παράσταση φαίνεται στο παρακάτω σχήμα και τα σημεία Α(𝑥, 0) και
Β(−𝑥, 0) με 𝑥 ∈ (0, 3) . Έστω 𝐸 (𝑥) το εμβαδόν του ορθογωνίου ΑΒΓΔ.

-12-12 -10-10 -8-8 -6-6 -4-4 -2-2 22 44 66 88 1010 1212

-8-8

-6-6

-4-4

-2-2

22

00

i) (αʹ) Να αποδείξετε ότι:
𝐸 (𝑥) = −2𝑥3 + 18𝑥 , 𝑥 ∈ (0, 3)

(βʹ) Να βρείτε την τιμή του 𝑥 για την οποία το ορθογώνιο ΑΒΓΔ έχει μέγιστο εμβαδό.
(γʹ) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση: ΔΑ2 + ΔΒ2 + 12√3 = 𝐸 (𝑥) είναι αδύνατη.

ii) Να αποδείξετε ότι υπάρχουν δύο ακριβώς σημεία M(𝑥1, 𝑓 (𝑥1)) και N(𝑥2, 𝑓 (𝑥2)) της γραφι‑
κής παράστασης της 𝑓 στα οποία οι εφαπτομένες (𝜀1) και (𝜀2) αντίστοιχα διέρχονται από
το σημείο Λ(0, −18) και ισχύουν:

(αʹ) 𝑥1 + 𝑥2 = 0
(βʹ) 𝜔1 + 𝜔2 = 180∘ , όπου 𝜔1, 𝜔2 οι γωνίες που σχηματίζουν οι εφαπτομένες (𝜀1) και

(𝜀2) αντίστοιχα με τον άξονα 𝑥′𝑥.

iii) Έστω 𝑔 ∶ R → R μία συνεχής και γνησίως αύξουσα συνάρτηση για την οποία ισχύει:

𝑔 (𝑥)
𝑥 > 𝑓 (𝑥) + 1

𝑥 , για κάθε 𝑥 ≠ 0

(αʹ) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση 𝑔 (𝑥) = −𝑥𝑓 (𝑥) − 9𝑥 έχει μία μόνο ρίζα 𝑥0 στοR.
(βʹ) Θεωρούμε την συνάρτηση:

ℎ (𝑥) = 𝑔 (𝑥) + 𝑥𝑓 (𝑥) + 9𝑥 , 𝑥 ∈ R

Να βρείτε, αν υπάρχει, το όριο:

lim
𝑥→𝑥0

(ℎ (𝑥) + 𝑥) ⋅ ℎ ൬ 1
ℎ(𝑥)൰

𝑥 − 𝑥0
όπου 𝑥0 είναι η ρίζα του προηγούμενου ερωτήματος.
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Δίνονται οι συναρτήσεις:

ℎ (𝑥) = 𝑎𝑥 + 𝑥2 − 𝑥 , 𝑎 > 0 και 𝑓 (𝑥) = 𝑙𝑛 ൫𝑥2 + 1൯ + 𝑒𝑥 + 𝑥3
3 − 𝑥2

2

i) Να δείξετε ότι: ቤ 2𝑥
𝑥2 + 1ቤ ≤ 1 , για κάθε 𝑥 ∈ R.

ii) Αν ισχύει ℎ (𝑥) ≥ 1 , για κάθε 𝑥 ∈ R , vα δείξετε ότι 𝑎 = 𝑒.

iii) (αʹ) Nα μελετήσετε την ℎ ως προς την μονοτονία και τα ακρότατα.
(βʹ) Ένα σημείο M(𝑥, 𝑦) με 𝑥 > 0 κινείται πάνω στην γραφική παράσταση της ℎ έτσι

ώστε ο ρυθμός μεταβολής της τετμημένης του σημείου να είναι 2 μονάδες
𝑠𝑒𝑐 . Να βρείτε

τον ρυθμό με τον οποίο μεταβάλλεται η απόσταση τουMαπό την αρχή των αξόνων
την χρονική στιγμή κατά την οποία το M διέρχεται από το σημείο A(1, ℎ (1)) .

iv) Να αποδείξετε ότι η 𝑓 είναι γνησίως αύξουσα στοR και ότι αντιστρέφεται.

v) Να λύσετε την ανίσωση: 6𝑙𝑛 ቆ𝑥
4 + 1

𝑥2 + 1ቇ + 6𝑒𝑥2 + 2𝑥6 − 3𝑥4 > 6𝑒𝑥 + 2𝑥3 − 3𝑥2

vi) Αν η 𝑓−1 είναι παραγωγίσιμη, να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της γραφικής της
παράστασης στο σημείο Β൫1, 𝑓−1 (1)൯ .

201
Έστω 𝑓 ∶ R → R μία συνεχής συνάρτηση για την οποία ισχύουν:

• Η γραφική παράσταση της 𝑓 τέμνει τον άξονα 𝑦′𝑦 στο σημείο Α με τεταγμένη 9 και τον άξονα
𝑥′𝑥 στα σημεία Β και Γ με τετμημένες −2 και 3 αντίστοιχα.

• Η 𝑓 είναι γνησίως μονότονη σε κάθε ένα από τα διαστήματα (−∞, 0] και [0, +∞)

i) Να μελετήσετε την 𝑓 ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα.
ii) Nα βρείτε το πρόσημο της 𝑓.

iii) Να υπολογίσετε το όριο: lim
𝑥→+∞

𝑓 (5) 𝑥5 + 𝑓 (8) 𝑥4 − 𝑥 + 1
𝑓 (2) 𝑥4 − 𝑥 + 1

iv) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση 𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑥 + 1) = 3 έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο
διάστημα [0, 2] .

v) Αν η 𝑓 είναι δύο φορές παραγωγίσιμη για κάθε 𝑥 > 0 και ισχύει:

(𝑓 (𝑥) − 9) 𝑓″ (𝑥) < 0 , για κάθε 𝑥 > 0

να αποδείξετε ότι 𝑓′ (𝑥) < 𝑓 (𝑥 + 1) − 𝑓 (𝑥) , για κάθε 𝑥 > 0.
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202
Δίνεται συνάρτηση 𝑓 ∶ (0, +∞) → R της οποίας η γραφική παράσταση διέρχεται από το σημείο
Α(1,−1) και είναι τέτοια ώστε:

𝑓′ (𝑥) 𝑒𝑥+𝑓(𝑥) = 2𝑥 − 𝑥2 , για κάθε 𝑥 > 0

i) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση 𝑓 έχει τύπο:

𝑓 (𝑥) = 2𝑙𝑛𝑥 − 𝑥

ii) Να βρείτε το σύνολο τιμών της 𝑓 και τις ασύμπτωτές της.

iii) Να λύσετε την εξίσωση: 2𝑙𝑛 ቆ 𝑥2 + 2
𝑥2 − 2𝑥 + 3ቇ = 2𝑥 − 1

iv) Να βρείτε το πλήθος των ριζών της εξίσωσης 𝑓 (𝑥) = 𝑘 , για τις διάφορες τιμές του πραγ‑
ματικού αριθμού 𝑘.

v) Να βρείτε το σημείο της γραφικής παράστασης της 𝑓 το οποίο απέχει την ελάχιστη από‑
σταση από την ευθεία 𝑦 = 𝑥.

203
Δίνεται η συνάρτηση:

𝑓 (𝑥) = 𝑥2 + 𝑎𝑥 − 1
𝑥 − 1 , 𝑥 ≠ 1

Η κλίση της εφαπτομένης της γραφικής παράστασης της 𝑓 στο σημείο της Α(0, 1) είναι ίση με 3.

i) Να αποδείξετε ότι 𝑎 = −2.

ii) Να μελετήσετε την 𝑓 ως προς την μονοτονία και τα ακρότατα.

iii) Να μελετήσετε την 𝑓 ως προς την κυρτότητα και τα σημεία καμπής.

iv) Να βρείτε τις ασύμπτωτες της γραφικής παράστασης της 𝑓.

v) Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα: න
3

2
(𝑥 − 1 − 𝑓 (𝑥)) ⋅ 𝑙𝑛 (𝑥 − 1) 𝑑𝑥

204
Δίνεται μία παραγωγίσιμη συνάρτηση 𝑓 ∶ R → R για την οποία ισχύει:

𝑓3 (𝑥) + 𝑓 (𝑥) = 2𝑥 , για κάθε 𝑥 ∈ R

i) (αʹ) Να αποδείξετε ότι 𝑓 (0) = 0 και 𝑓 (1) = 1.
(βʹ) Να δείξετε ότι η 𝑓 είναι γνησίως αύξουσα στοR.

ii) Να μελετήσετε την 𝑓 ως προς την κυρτότητα και τα σημεία καμπής.

iii) Έστω 𝑥0 > 0. Να αποδείξετε ότι υπάρχει μοναδικό σημείο Μ(𝑥0, 𝑓 (𝑥0)) της γραφικής πα‑
ράστασης της 𝑓, στο οποίο η εφαπτομένη της να είναι παράλληλη στην ευθεία που ορίζουν
τα σημεία Α(0, 𝑓 (0)) και Β(1, 𝑓 (1)) .

iv) Να γράψετε την εξίσωση της εφαπτομένης (𝜀) της γραφικής παράστασης της 𝑓 στο σημείο
Μ του προηγούμενου ερωτήματος.

v) Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από την γραφική παράσταση της
𝑓, την εφαπτομένη (𝜀) και τις ευθείες 𝑥 = 0 και 𝑥 = 1.
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205
Δίνονται οι συναρτήσεις 𝑓 ∶ (0, +∞) → R και 𝑔 ∶ R∗ → R με αντίστοιχους τύπους:

𝑓 (𝑥) = 𝑙𝑛 ൬𝑥2൰ και 𝑔 (𝑥) = 2 − 𝑥
𝑥

i) Να βρείτε την συνάρτηση ℎ = 𝑓 ∘ 𝑔

ii) Να αποδείξετε ότι η ℎ αντιστρέφεται και να βρείτε την ℎ−1.

iii) (αʹ) Να μελετήσετε την ℎ−1 ως προς την κυρτότητα και τα σημεία καμπής.
(βʹ) Να βρείτε τις ασύμπτωτες της γραφικής παράστασης της ℎ−1.

iv) Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από την γραφική παράσταση της
ℎ−1, τους άξονες 𝑥′𝑥 και 𝑦′𝑦 και την ευθεία 𝑥 = 1.

206
i) Να λύσετε την εξίσωση: 𝑥2𝑒𝑥 = 𝑒

ii) Δίνεται η συνάρτηση:

𝑓 (𝑥) = ቐ
𝑥2 , 𝑥 ≤ 𝜆

𝑒1−𝑥 , 𝑥 > 𝜆
Να δείξετε ότι η 𝑓 είναι συνεχής για μία μοναδική τιμή του πραγματικού αριθμού 𝜆, την
οποία να βρείτε.

Στα επόμενα ερωτήματα να θεωρήσετε ότι 𝜆 = 1.

iii) Να βρείτε τα κρίσιμα σημεία της 𝑓.

iv) Να μελετήσετε την 𝑓 ως προς την μονοτονία και τα ακρότατα.

v) Αν 𝐸 είναι το εμβαδόν του τριγώνου με κορυφές τα σημεία Κ(1, 1), Α(𝑥, 0) και Β(𝑥, 𝑓 (𝑥))
με 𝑥 > 1. Αν το 𝑥 αυξάνεται με ρυθμό 4 𝑐𝑚

𝑠𝑒𝑐 , να βρείτε τον ρυθμό μεταβολής του εμβαδού
όταν 𝑥 = 5𝑐𝑚.

207
Δίνεται η συνεχής συνάρτηση:

𝑓 (𝑥) = ൞
𝑥𝑒𝑥 + 𝑙𝑛𝜆 , 𝑥 < 0

2𝜂𝜇𝑥 − 𝑥 + 𝜆 − 1 , 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝜋
2

, 𝜆 > 0

i) Να αποδείξετε ότι 𝜆 = 1.

ii) Να βρείτε τα κρίσιμα σημεία της 𝑓.

iii) Να μελετήσετε την 𝑓 ως προς την μονοτονία και να βρείτε το σύνολο τιμών της.

iv) Να δείξετε ότι: න
−1/2

−2

𝑓 (𝑥)
𝑥2 𝑑𝑥 > − 3

2𝑒
v) Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από την γραφική παράσταση της

𝑓, τον άξονα 𝑥′𝑥 και τις ευθείες 𝑥 = −1 και 𝑥 = 𝜋
3 .
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208
i) Να λύσετε την εξίσωση: 𝑙𝑛𝑥 = 𝑒

𝑥
ii) Θεωρούμε την συνάρτηση:

𝑓 (𝑥) = (𝑥 − 𝑒) 𝑙𝑛𝑥 − 𝑥 , 𝑥 > 0

Να δείξετε ότι 𝑓 (𝑥) ≥ −𝑒 , για κάθε 𝑥 > 0.

iii) Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της γραφικής παράστασης της 𝑓 που είναι παράλ‑
ληλη στην ευθεία (𝛿) ∶ 𝑦 = −𝑒𝑥.

iv) Να λύσετε την εξίσωση: 𝑓 (𝑒𝑥) + 𝑓 (𝑥) + 𝑒𝑥 = −1

v) Να αποδείξετε ότι για κάθε 𝑥 > 0 ισχύει: 𝑓 (𝑒𝑥 + 1) + 𝑓 (𝑥) > 𝑓 (𝑒𝑥) + 𝑓 (𝑥 + 1)

209
Δίνονται οι συναρτήσεις 𝑓, 𝑔, ℎ ∶ (−1,+∞) → R με αντίστοιχους τύπους:

𝑓 (𝑥) = 𝑙𝑛 (𝑥 + 1) , 𝑔 (𝑥) = 1 − 1
𝑥 + 1 και ℎ (𝑥) = 𝑓 (𝑥) + 𝑔 (𝑥)

i) Ναδείξετε ότι οι γραφικέςπαραστάσεις τωνσυναρτήσεων𝑓 και 𝑔 έχουν κοινή εφαπτομένη
στοσημείοΟ(0, 0) και να βρείτε την γωνίαπουσχηματίζει η εφαπτομένηαυτή με τον άξονα
𝑥′𝑥.

ii) Να λύσετε την εξίσωση: ℎ (𝑥) = 0

iii) Ένα σημείο Μ με θετική τετμημένη κινείται κατά μήκος της 𝐶𝑓 με την τετμημένη του 𝑥 να
αυξάνεται με ρυθμό 2 𝑐𝑚

𝑠𝑒𝑐 . Αν Ν είναι η προβολή του σημείου Μ στον άξονα 𝑥′𝑥 και Α(0, 𝑎)
είναι σημείο του άξονα 𝑦′𝑦, με 𝑎 > 0, τότε:

(αʹ) Να αποδείξετε ότι ο ρυθμός μεταβολής του εμβαδού του τριγώνου ΑΜΝ κάθε χρο‑
νική στιγμή 𝑡 είναι ίσος με ℎ (𝑥 (𝑡)) .

(βʹ) Να βρείτε την τετμημένη του σημείου Μ την χρονική στιγμή κατά την οποία ο ρυθ‑
μός μεταβολής του εμβαδού του τριγώνου ΑΜΝ είναι ίσος με ቀ12 + 𝑙𝑛2ቁ 𝑐𝑚2

𝑠𝑒𝑐 .

210
Δίνεται μία συνάρτηση 𝑓 ∶ R → R η οποία έχει συνεχή δεύτερη παράγωγο στοR και για την οποία
ισχύουν:

• Η γραφική της παράσταση διέρχεται από τα σημεία Α(0,−1) και Β(2, 5) .

• 𝑓′ (𝑥) ≠ 0 , για κάθε 𝑥 ∈ R

• න
2

0
𝑥𝑓″ (𝑥) 𝑑𝑥 = 0

i) Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της γραφικής παράστασης της 𝑓 στο σημείο της
Β.

ii) Να δείξετε ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον 𝜉 ∈ (0, 2) ώστε 𝑓″ (𝜉) = 0.

iii) Να αποδείξετε ότι η 𝑓 είναι ένα προς ένα.

iv) Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα: න
5

−1
ቆ13 ⋅ 𝑓 ቆ𝑥 + 1

3 ቇ + 𝑓−1 (𝑥)ቇ 𝑑𝑥
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211
Έστω μία παραγωγίσιμη συνάρτηση 𝑓 ∶ (0, +∞) → R για την οποία για κάθε 𝑥 > 0 ισχύουν:

• 𝑥2 ⋅ lim
ℎ→0

𝑓 (𝑥 + 2ℎ) − 𝑓 (𝑥)
ℎ = −2

• 𝑙𝑛𝑥 ⋅ 𝑓 (𝑥) − 1 ≤ 2𝑥2 − 3𝑥

i) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση:

ℎ (𝑥) = 𝑓 (𝑥) − 1
𝑥 , 𝑥 > 0

είναι σταθερή.

ii) Να δείξετε ότι:
𝑓 (𝑥) = 1

𝑥 , 𝑥 > 0

iii) Από τυχαίο σημείο Μ(𝑥, 𝑦) της γραφικής παράστασης της 𝑓 φέρνουμε κατακόρυφη ευθεία
που τέμνει τον άξονα 𝑥′𝑥 στο σημείο Α και οριζόντια ευθεία που τέμνει τον άξονα 𝑦′𝑦 στο
σημείο Β. Να βρείτε ποιες πρέπει να είναι οι συντεταγμένες του σημείου Μ ώστε η περίμε‑
τρος του ορθογωνίου ΟΑΜΒ να είναι ελάχιστη (Ο είναι η αρχή των αξόνων).

iv) Έστω Λ(𝑥 (𝑡) , 𝑦 (𝑡)) , 𝑡 ≥ 0 , ένα σημείο που κινείται πάνω στην 𝐶𝑓 και Κ,Η οι προβολές του
σημείου Α στους άξονες 𝑥′𝑥 και 𝑦′𝑦 αντίστοιχα. Να βρείτε τον ρυθμό μεταβολής της από‑
στασης του σημείου Λ από την αρχή των αξόνων την χρονική στιγμή που το τετράπλευρο
ΟΚΛΗ είναι τετράγωνο.

212
Δίνεται μία παραγωγίσιμη συνάρτηση 𝑓 ∶ R → R για την οποία ισχύουν:

• lim
𝑥→0

𝑒𝑓 (𝑥) − 𝜂𝜇𝑥
1 − 𝜎𝜐𝜈𝑥 = 2

• 𝑥𝑓′ (𝑥) = (𝑥 + 1) 𝑓 (𝑥) , για κάθε 𝑥 ∈ R

i) Να δείξετε ότι 𝑓′ (0) = 1
𝑒 και να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της γραφικής παρά‑

στασης της 𝑓 στο σημείο της Α(0, 𝑓 (0)) .

ii) Να δείξετε ότι για κάθε 𝑥 ≠ 0 ισχύει:

ቆ𝑓
(𝑥)
𝑥 ቇ

′
= 𝑓 (𝑥)

𝑥

και στην συνέχεια να βρείτε τον τύπο της συνάρτησης 𝑓.

iii) Να μελετήσετε την 𝑓 ως προς την μονοτονία και τα ακρότατα και στην συνέχεια να υπολο‑
γίσετε το όριο:

lim
𝑥→0

2024
𝑓 (𝑥 − 1) − 𝑓 (2𝑥 − 1)

iv) Αν για κάθε 𝑥 ∈ R ισχύει:

(𝑎𝑥 + 1) (𝑥 + 1) + 𝑒2𝑓 (𝑥) ≥ −1

να δείξετε ότι 𝑎 = 1.

v) Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα: න
1

0

𝑓 (1 − 𝑥)
𝑓 (𝑥) + (1 − 𝑥) 𝑒−𝑥 𝑑𝑥
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213
Δίνεται η συνάρτηση:

𝑓 (𝑥) = 𝑒𝑥 − 𝑙𝑛 (𝑥 + 1) , 𝑥 > −1

i) (αʹ) Να δείξετε ότι η 𝑓 είναι κυρτή.
(βʹ) Να μελετήσετε την 𝑓 ως προς την μονοτονία και τα ακρότατα.

ii) (αʹ) Να λύσετε την εξίσωση: 𝑒𝑥2 = 𝑙𝑛 ൫𝑒𝑥2 + 𝑒൯
(βʹ) Να λύσετε την ανίσωση: 𝑓′ ቀ𝑒√𝑥ቁ ≥ 𝑓′ ൫𝑓 (𝑥) + 𝑙𝑛 ൫√𝑥 + 1൯൯

iii) Δίνεται επιπλέον και η συνάρτηση:

𝑔 (𝑥) = ቐ
𝑓 (𝑥) , −1 < 𝑥 < 0

1 + 𝑒𝑥𝜂𝜇𝑥 , 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝜋

Να βρείτε τα κρίσιμα σημεία της 𝑔.

214
Θεωρούμε μία συνάρτηση 𝑓 ∶ R → R για την οποία για κάθε 𝑥 > 0 ισχύει:

𝑓 (𝑙𝑛𝑥) = 𝑙𝑛𝑥 + 𝑥 − 1 + 𝑓 (𝑎) , 𝑎 ∈ R

i) Να αποδείξετε ότι:
𝑓 (𝑥) = 𝑒𝑥 + 𝑥 − 1 + 𝑓 (𝑎) , 𝑥 ∈ R

ii) Να δείξετε ότι η 𝑓 είναι ένα προς ένα και ότι 𝑎 = 0.

iii) Έστω ότι 𝑓 (0) = 0. Θεωρούμε την συνεχή συνάρτηση:

𝑔 (𝑥) = ቐ
𝑓 (𝑥) + 1 + 𝑙𝑛𝛽 , 𝑥 ≤ 0

𝑥2 + 2 − 𝛽 , 𝑥 > 0

Να δείξετε ότι 𝛽 = 1.

iv) (αʹ) Θεωρούμε την συνάρτηση:

𝜑 (𝑥) = ඥ𝑔 (𝑥) + 2 + 𝜆𝑥 , 𝜆 ∈ R

Να υπολογίσετε τον πραγματικό αριθμό 𝜆 για τον οποίον το όριο lim
𝑥→+∞

𝜑 (𝑥) υπάρ‑
χει και είναι πραγματικός αριθμός.

(βʹ) Έστω ότι 𝜆 = −1. Θεωρούμε την συνάρτηση:

𝜎 (𝑥) = 𝜑 (𝑥) + 2𝑥 , 𝑥 > 0

Να αποδείξετε ότι η εξίσωση 𝜎 (𝑥) + 𝜎 ൫𝑥3൯ = 𝜎 ൫𝑥2൯ + 𝜎 ൫𝑥6൯ , έχει στο διάστημα
(0,+∞) μοναδική ρίζα την οποία να προσδιορίσετε.

v) Να αποδείξετε ότι η γραφική παράσταση της συνάρτησης 𝑔 τέμνει τον άξονα των τετμη‑
μένων σε μοναδικό σημείο, η τετμημένη του οποίου ανήκει στο διάστημα (−1, 0) .

vi) Έστω 𝑥0 η τετμημένη του σημείου τομής της 𝐶𝑔 με τον άξονα 𝑥′𝑥 του προηγούμενου ερω‑
τήματος. Να υπολογίσετε, αν υπάρχει, το όριο:

lim
𝑥→𝑥0

𝑙𝑛 (−𝑥)
(𝑔 (𝑥) − 𝑔 (𝑥0)) ⋅ (𝑥0 − 𝑥)
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215
Δίνεται η συνάρτηση 𝑓 ∶ (−1, 1) → R με:

𝑓 (𝑥) = 𝑥3
1 − 𝑥2

i) Να μελετήσετε την 𝑓 ως προς τη μονοτονία, την κυρτότητα και τα σημεία καμπής.

ii) (αʹ) Να βρείτε τις ασύμπτωτες της γραφικής παράστασης της 𝑓.
(βʹ) Να σχεδιάσετε την γραφική παράσταση της 𝑓.

iii) Θεωρούμε την συνάρτηση:

𝑔 (𝑥) = 𝜂𝜇𝑥 , 𝑥 ∈ ൤−𝜋
2 ,

𝜋
2 ൨

Να βρείτε την συνάρτηση ℎ = 𝑓 ∘ 𝑔

iv) Να αποδείξετε ότι:

(αʹ) න
𝜋/4

−𝜋/4
ℎ (𝑥) 𝑑𝑥 = 0

(βʹ) න
𝜋/4

0
ℎ (𝑥) 𝑑𝑥 < √2

4

216
Δίνεται η συνάρτηση:

𝑓 (𝑥) = 𝑥3 − 6𝜎𝜐𝜈𝑎 ⋅ 𝑥2 + 13𝜎𝜐𝜈2𝑎 ⋅ 𝑥 + 𝜂𝜇2𝑎 − 10𝜎𝜐𝜈3𝑎 , 𝑎 ∈ R , 𝑥 ∈ R

i) Να μελετήσετε την 𝑓 ως προς την μονοτονία και να αποδείξετε ότι έχει μοναδική ρίζα στο
R.

ii) Να αποδείξετε ότι για οποιαδήποτε τιμή του 𝑎 η γραφική παράσταση της 𝑓 έχει ένα μόνο
σημείο καμπής, το οποίο για τις διάφορες τιμές του 𝑎, κινείται πάνω σε μία καμπύλη 𝐶, της
οποίας να βρείτε την εξίσωση.

iii) Nα βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της 𝐶𝑔 η οποία σχηματίζει με την 𝐶𝑔 και τους θετι‑
κούς ημιάξονες O𝑥 και O𝑦, χωρίο Ω του οποίου το εμβαδόν 𝐸 να είναι το ελάχιστο δυνατόν
το οποίο να υπολογίσετε.

iv) Αν Ω1 είναι το χωρίο που περικλείεται από την 𝐶𝑔 και τους θετικούς ημιάξονες O𝑥 και O𝑦,
να αποδείξετε ότι υπάρχει μοναδικό 𝑘 ∈ (0, 1), τέτοιο ώστε η ευθεία με εξίσωση 𝑥 = 𝑘, να
χωρίζει το χωρίο Ω1, σε δύο ισεμβαδικά χωρία.
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Δίνεται η συνάρτηση:

𝑓 (𝑥) = 𝑙𝑛 (𝜎𝜐𝜈𝑥) , 𝑥 ∈ ൬−𝜋
2 ,

𝜋
2൰

i) Ναμελετήσετε την 𝑓ωςπρος την μονοτονία και ταακρότατακαι ναβρείτε τοσύνολο τιμών
της.

ii) (αʹ) Να βρείτε το πλήθος των ριζών της εξίσωσης 𝑓 (𝑥) = 𝑙𝑛𝑎2 για τις διάφορες τιμές
του 𝑎 ∈ R∗.

(βʹ) Στην περίπτωση που η παραπάνω εξίσωση έχει ακριβώς δύο ρίζες 𝑥1 και 𝑥2 , να
δείξετε ότι 𝑥1 + 𝑥2 = 0.

iii) Να υπολογίσετε το όριο: lim
𝑥→0

𝜎𝜐𝜈𝑥
𝑓 (𝑥) + 𝜎𝜐𝜈𝑥 − 1

iv) Να δείξετε ότι για κάθε 𝑥 ∈ ቀ−𝜋
2 ,

𝜋
2 ቁ ισχύει: 𝑓 (𝑥) ≥

𝜎𝜐𝜈𝑥 − 1
𝜎𝜐𝜈𝑥

218
Δίνεται η συνάρτηση 𝑓 ∶ [0, 1] → [0,+∞) με 𝑓 ቀ12ቁ =

1
2 , η οποία είναι δύο φορές παραγωγίσιμη με

συνεχή δεύτερη παράγωγο και για την οποία ισχύει:

𝑓′ (𝑥) = 𝑓′ (1 − 𝑥) , για κάθε 𝑥 ∈ [0, 1]

i) Να αποδείξετε ότι: න
1

0
𝑓 (𝑥) 𝑑𝑥 = 𝑓 (0) + 𝑓 (1)

2
ii) Να αποδείξετε ότι:

(αʹ) η συνάρτηση:
𝑔 (𝑥) = 𝑓 (𝑥) + 𝑓 (1 − 𝑥) , 𝑥 ∈ [0, 1]

είναι σταθερή.
(βʹ) 𝑓 (𝑥) + 𝑓 (1 − 𝑥) = 1 , για κάθε 𝑥 ∈ [0, 1] .

iii) Να βρείτε το εμβαδόν του χωρίου Ω που περικλείεται από την γραφική παράσταση της 𝑓,
τον άξονα 𝑥′𝑥 και τις ευθείες 𝑥 = 0 και 𝑥 = 1.

iv) Αν η εξίσωση 𝑓″ (𝑥) = 0 έχει μοναδική ρίζα στο διάστημα [0, 1] και ισχύουν 𝑓″ ቀ13ቁ = −2
και 𝑓″ ቀ23ቁ = 2 , τότε:

(αʹ) Να βρείτε την μοναδική ρίζα της εξίσωσης 𝑓″ (𝑥) = 0.
(βʹ) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση 𝑓 είναι κοίλη στο διάστημα ቂ0, 12 ቃ και κυρτή στο

διάστημα ቂ12 , 1ቃ .

v) Να αποδείξετε ότι υπάρχει 𝜉 ∈ [0, 1] τέτοιο ώστε: 𝑓 (𝜉)
2 = න

1

0
𝑓2 (𝑥) 𝑑𝑥
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Έστω μία συνάρτηση 𝑓 ∶ R → R η οποία έχει τις ιδιότητες:

• Είναι πολυωνυμική βαθμού 𝜈 ∈ N∗

• lim
𝑥→+∞

𝑓 (𝑥)
𝑥3 ⋅ 𝜂𝜇 ቀ 1𝑥ቁ

= 1

• 𝑓 (𝑥) = 𝑓 (1 − 𝑥) , για κάθε 𝑥 ∈ R

• Η γραφική της παράσταση διέρχεται από το σημείο Mቆ12 ,−
1
4ቇ

i) Να αποδείξετε ότι:
𝑓 (𝑥) = 𝑥2 − 𝑥 , 𝑥 ∈ R

και να κάνετε την γραφική παράσταση της συνάρτησης ℎ (𝑥) = 𝑓 (|𝑥|) .

ii) Να υπολογίσετε, αν υπάρχει, το όριο: lim
𝑥→−∞

ቀඥ𝑓 (𝑥) − 𝜂𝜇𝑥ቁ

iii) Να αποδείξετε ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον 𝑥0 ∈ (0, 2) τέτοιο ώστε 𝑓 (𝑥0) + 10 = 4𝑒

iv) Αν,
𝑔 (𝑥) = 2𝑥3 − 3𝑥2 − 5

2 , 𝑥 ∈ R

να βρείτε το πλήθος των ριζών της εξίσωσης 𝑓 (𝑔 (𝑥)) = −1
4

220
Έστω μία παραγωγίσιμη συνάρτηση 𝑓 ∶ (0, +∞) → R με 𝑓 (1) = 1 , για την οποία ισχύει:

lim
ℎ→0

𝑓 (𝑥 + 5ℎ) − 𝑓 (𝑥 − 3ℎ)
𝜂𝜇8ℎ = 1 + 𝑓 (𝑥)

𝑥 , για κάθε 𝑥 > 0

i) Να αποδείξετε ότι: lim
ℎ→0

𝑓 (𝑥 + 5ℎ) − 𝑓 (𝑥 − 3ℎ)
𝜂𝜇8ℎ = 𝑓′ (𝑥)

ii) Να αποδείξετε ότι:
𝑓 (𝑥) = 𝑥𝑙𝑛𝑥 + 𝑥 , 𝑥 > 0

iii) Ένα σημείο M(𝑥, 𝑦) με 𝑥 > 0 κινείται πάνω στην γραφική παράσταση της συνάρτησης 𝑓
και έστω Α η προβολή του σημείου Μ στον άξονα 𝑥′𝑥. Το σημείο A απομακρύνεται από την
αρχή των αξόνωνΟ(0, 0) με ρυθμό 1 𝑐𝑚

𝑠𝑒𝑐 . Την χρονική στιγμή 𝑡0 που η τετμημένη τουΜ είναι
ίση με 𝑒, να βρείτε τον ρυθμό μεταβολής της απόστασης ΑΜ και της γωνίας ΜÔΑ.

iv) Να αποδείξετε ότι για οποιαδήποτε τριάδα θετικών αριθμών 𝑎, 𝛽, 𝛾 , με 𝑎 < 𝛽 < 𝛾 , ισχύει:

(𝛾 − 𝛽) (𝑓 (𝛽) − 𝑓 (𝑎)) < (𝛽 − 𝑎) (𝑓 (𝛾) − 𝑓 (𝛽))

v) Δίνεται το σημείο Σ(2, 0) και η συνάρτηση:

𝑔 (𝑥) = 𝑓 (𝑥)
𝑥 , 𝑥 > 0

(αʹ) Να βρείτε σημείο Κ της 𝐶𝑔 που απέχει από το σημείο Σ την μικρότερη απόσταση.
(βʹ) Να αποδείξετε ότι η εφαπτομένη της 𝐶𝑔 στο Κ είναι κάθετη στην ΣΚ.
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Δίνεται η συνάρτηση:

𝑓 (𝑥) = 1
𝑙𝑛𝑥

i) Να μελετήσετε την συνάρτηση 𝑓 ως προς την μονοτονία.

ii) Να βρείτε τα διαστήματα στα οποία η 𝑓 είναι κυρτή, τα διαστήματα στα οποία η 𝑓 είναι
κοίλη και να προσδιορίσετε τα σημεία καμπής της γραφικής της παράστασης.

iii) Να βρεθούν οι ασύμπτωτες της γραφικής παράστασης της 𝑓.

iv) Με βάση τις απαντήσεις σας στα προηγούμενα ερωτήματα, να σχεδιάσετε την γραφική πα‑
ράσταση της συνάρτησης 𝑓.

222
Έστω μία συνεχής συνάρτηση 𝑓 ∶ [0, +∞) → R για την οποία ισχύουν:

• 2𝑙𝑛 (𝑓 (𝑥)) − 𝑙𝑛𝑥 = 2𝑓
(𝑥)
√𝑥

− 2 , για κάθε 𝑥 > 0

• 𝑒𝑥 (1 − 𝑥) ≤ 1 + 𝑥𝑓 (0) , για κάθε 𝑥 ∈ R

• 𝑓 (𝑥) > 0 , για κάθε 𝑥 > 0

i) Να αποδείξετε ότι 𝑓 (0) = 0.

ii) Να αποδείξετε ότι:
𝑓 (𝑥) = √𝑥 , 𝑥 ≥ 0

iii) Δίνεται η συνάρτηση:

𝑔 (𝑥) = 2
3𝑓

3 (𝑥) − 𝜆
4𝑓

4 (𝑥) − 𝑓2 (𝑥) + 2 , 𝜆 > 0

Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης (𝜀) της γραφικής παράστασης της συνάρτησης 𝑔
στο σημείο της Β(0, 𝑔 (0)) .

iv) Ένα σημείο M(𝑥, 𝑦) , 𝑥 ≥ 0 , κινείται κατά μήκος της εφαπτομένης (𝜀) του προηγούμενου
ερωτήματος, με την τετμημένη του να αυξάνεται με ρυθμό 1 𝑐𝑚

𝑠𝑒𝑐 . ΈστωΚ η προβολή του ση‑
μείουΜστον άξονα 𝑥′𝑥 και Γ το σημείο τομής της ευθείας (𝜀) με τον άξονα 𝑥′𝑥. Έστω 𝑡1 και
𝑡2 οι χρονικές στιγμές που το εμβαδό 𝐸 (𝑡) του τριγώνου ΜΚΓ ισούται με

1
2 . Να αποδείξετε

ότι το άθροισμα των ρυθμών μεταβολής του εμβαδού 𝐸 (𝑡) τις χρονικές στιγμές 𝑡1 και 𝑡2
ισούται με μηδέν.

v) Να βρείτε τις τιμές του θετικού αριθμού 𝜆 για τις οποίες η συνάρτηση 𝑔 έχει δύο θέσεις
τοπικών ακροτάτων 𝑥1, 𝑥2 ∈ (0,+∞) με 𝑥1 < 𝑥2 και να προσδιορίσετε το είδος των ακρο‑
τάτων.
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Θεωρούμε την συνάρτηση:

𝑓 (𝑥) = 𝑥2 − 𝑥 + 𝜆
𝑥2 + 𝑥 + 1 , 𝜆 ∈ R

Η 𝑓 παρουσιάζει τοπικό ακρότατο στην θέση 𝑥 = 1.

i) Να αποδείξετε ότι 𝜆 = 1 και να βρείτε το είδος του τοπικού ακροτάτου.

ii) Έστω η συνάρτηση:
𝑔 (𝑥) = 𝑒𝑥 − 𝑥 − 1 , 𝑥 ∈ R

Να βρείτε το πλήθος των πραγματικών ριζών της εξίσωσης: 3 (𝑓𝑔 (𝑥)) − 2 = 0

iii) Να λύσετε την εξίσωση: 3𝑓 ቀ𝑒𝑥2−𝑥ቁ − 𝑓 ൫−𝑥2൯ + 2 = 0

iv) Να αποδείξετε ότι για κάθε 𝑥0 ∈ (0, 1) υπάρχει μοναδικό 𝜉 ∈ (0, 1) τέτοιο ώστε:

𝑓 (𝜉) = 3ට𝑓 (𝑥0) ⋅ 𝑓 ൫𝑥20 ൯ ⋅ 𝑓 ൫𝑥30 ൯

224
Δίνεται η συνάρτηση:

𝑓 (𝑥) = ቐ
𝑥 + 2 , 𝑥 ≤ 2

𝑒𝑥−2 + 𝜇 , 𝑥 > 2
, 𝜇 ∈ R

i) Να βρείτε την μικρότερη τιμή του 𝜇 ∈ R για την οποία η συνάρτηση 𝑓 είναι ένα προς ένα.

ii) Αν 𝜇 = 3 τότε να δείξετε ότι:

𝑓−1 (𝑥) = ቐ
𝑥 − 2 , 𝑥 ≤ 4

𝑙𝑛 (𝑥 − 3) + 2 , 𝑥 > 4

iii) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση 𝑓−1 (𝑥) = 23−4𝑥 , για κάθε 𝑥 > 4 , έχει ακριβώς μία λύση 𝑥0
με 𝑥0 ∈ (5, 6) .

iv) Για την λύση 𝑥0 του προηγούμενου ερωτήματος, να αποδείξετε ότι ισχύει:

5 < 𝑓 (23 − 4𝑥0) < 6

225
Δίνεται μία παραγωγίσιμη συνάρτηση 𝑓 με πεδίο ορισμού το R , με 𝑓 (0) = 1

2 , για την οποία για
κάθε 𝑥 ∈ R ισχύει:

(𝑒𝑥 + 1) 𝑓′ (𝑥) = 𝑒𝑥 (1 − 𝑓 (𝑥))

i) Να αποδείξετε ότι:
𝑓 (𝑥) = 𝑒𝑥

𝑒𝑥 + 1 , 𝑥 ∈ R

ii) Να μελετήσετε την 𝑓 ως προς τα κοίλα και να βρείτε τα σημεία καμπής (αν υπάρχουν).

iii) Να αποδείξετε ότι για κάθε 𝑥 > 0 ισχύει: 𝑓 (2025𝑥)+𝑓′ (2026𝑥) < 𝑓 (2026𝑥)+𝑓′ (2025𝑥)

iv) Να αποδείξετε ότι η γραφική παράσταση της 𝑓 με την διχοτόμο του πρώτου και τρίτου
τεταρτημορίου των αξόνων έχουν ακριβώς ένα κοινό σημείο M(𝑥0, 𝑥0) με 𝑥0 ∈ (0, 1) .

v) Να αποδείξετε ότι το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από την γραφική παράσταση
της 𝑓, τους άξονες 𝑥′𝑥 , 𝑦′𝑦 και την ευθεία 𝑥 = 𝑥0 είναι (𝑥0 − 𝑙𝑛 (2𝑥0)) τετραγωνικές μονά‑
δες.
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Δίνoνται οι συναρτήσεις 𝑓 ∶ (−∞, 𝑎) ∪ (𝑎, +∞) → R και 𝑔 ∶ [0, 1] → R με τύπους:

𝑓 (𝑥) = 𝑎𝑥 + 𝜋
𝑥 − 𝑎 και 𝑔 (𝑥) = 𝑥 − 2√𝑥 + 1

i) Αν η οριζόντια ασύμπτωτη της γραφικής παράστασης της 𝑓 στο +∞ είναι η ευθεία 𝑦 = 𝑒 ,
να δείξετε ότι 𝑎 = 𝑒.

ii) Να αποδείξετε ότι οι συναρτήσεις 𝑓 και 𝑓−1 είναι ίσες .

iii) (αʹ) Nα προσδιορίσετε την συνάρτηση 𝜑 = 𝑓 ∘ 𝑓.
(βʹ) Να εξετάσετε αν οι συναρτήσεις 𝜑 και ℎ = 𝑔 ∘ 𝑔 είναι ίσες. Αν δεν είναι ίσες, τότε

να βρείτε το ευρύτερο υποσύνολο των πραγματικών αριθμών στο οποίο είναι ίσες.

iv) (αʹ) Να δείξετε ότι η συνάρτηση 𝑓 είναι γνησίως φθίνουσα στο (𝑒, +∞) .
(βʹ) Να εξετάσετε αν η εξίσωση 𝑓 (𝑥) = 𝜂𝜇𝜆 , 𝜆 ∈ R , έχει λύση στο διάστημα (𝑒, +∞) .

227
Δίνεται η συνεχής συνάρτηση 𝑓 ∶ (0, +∞) → R για την οποία ισχύει:

𝑓 (𝑥) = 𝑙𝑛𝑥
𝑥2 +න

𝑒

1
𝑓 (𝑥) 𝑑𝑥 + 2

𝑒 − 1

i) Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα: න
𝑒

1

𝑙𝑛𝑥
𝑥2 𝑑𝑥

ii) Να βρείτε τον τύπο της 𝑓.

iii) Να μελετήσετε την 𝑓 ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα και στην συνέχεια να δείξετε
ότι για κάθε 𝑥 > 0 ισχύει: 𝑥2𝑒 ≤ 𝑒𝑥2

iv) Να δείξετε ότι η εξίσωση 𝑓 (𝑥) = −1
𝑒 έχει μοναδική θετική ρίζα.

v) Να εξετάσετε την 𝑓 ωςπρος την κυρτότητα και να σχεδιάσετε την γραφική της παράσταση.

228
Δίνεται η συνάρτηση:

𝑓 (𝑥) = 𝑒3𝑥
𝑒𝑥 + 1 , 𝑥 ∈ R

i) Να αποδείξετε ότι η 𝑓 είναι γνησίως αύξουσα.

ii) Να αποδείξετε ότι υπάρχει μοναδικό 𝑥0 ∈ R τέτοιο ώστε: 𝑒2𝑥0 − 2025 = 2025𝑒−𝑥0

iii) Έστω 𝐹 η αρχική της 𝑓 με 𝐹 (0) = 0. Να αποδείξετε ότι:

(αʹ) 2𝐹 (𝑥) ≥ 𝑥 , για κάθε 𝑥 ∈ R.
(βʹ) Η εξίσωση 𝑥 (2𝐹 (𝑥) − 𝑥) − 1 + 𝑥 = 0 έχει τουλάχιστον μία ρίζα στο (0, 1) .
(γʹ) 𝐹 (𝑥0) < 2025𝑥0 , όπου 𝑥0 η ρίζα του δεύτερου ερωτήματος.
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Δίνονται οι συναρτήσεις:

𝑔 (𝑥) = 𝑙𝑛𝑥 και ℎ (𝑥) = 2 − 𝑥
𝑥 − 1

i) Να ορίσετε την συνάρτηση 𝑓 = 𝑔 ∘ ℎ.

ii) Να μελετήσετε την συνάρτηση 𝑓 ως προς την μονοτονία και να βρείτε το σύνολο τιμών της.

iii) Να δείξετε ότι η 𝑓 αντιστρέφεται, να βρείτε την αντίστροφή της και τις ασύμπτωτες της
γραφικής παράστασης της αντίστροφής της.

iv) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση 𝑓−1 (𝑥) = 𝑥3 , 𝑥 ∈ R , έχει μοναδική ρίζα η οποία ανήκει στο
διάστημα (1, 2) .

230
Δίνεται μία παραγωγίσιμη συνάρτηση 𝑓 ∶ (0, +∞) → R για την οποία ισχύουν:

• 𝑓′ (𝑥) = 𝜆 + 1
𝑥 − 2

𝑥2 , για κάθε 𝑥 > 0

• Η συνάρτηση f παρουσιάζει ακρότατο στο σημείο 𝑥1 = 1 το 4

i) Να βρείτε τον τύπο της 𝑓 και το είδος του ακροτάτου που παρουσιάζει στο σημείο
𝑥1 = 1.

ii) Να μελετήσετε την 𝑓 ως προς την μονοτονία και να αποδείξετε ότι υπάρχει μοναδικό
𝑥0 > 1 τέτοιο ώστε:

𝑥20 + 𝑥0 ⋅ 𝑙𝑛𝑥0 + 2 = 5𝑥0

iii) Να συγκρίνετε τους αριθμούς: න
3

1
𝑓 (𝑥) 𝑑𝑥 και 12.

iv) Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από την γραφική παράστα‑
ση της 𝑓, τον άξονα 𝑥′𝑥 και τις ευθείες 𝑥 = 1 και 𝑥 = 𝑒.

231
Δίνεται η συνάρτηση:

𝑓 (𝑥) = ቐ
𝜂𝜇𝑥
𝑥 , 𝑥 ≠ 0

1 , 𝑥 = 0

i) Nα εξετάσετε αν ισχύουν οι υποθέσεις του Θεωρήματος Rolle για την 𝑓 στο διάστημα
ቂ−𝜋

2 ,
𝜋
2 ቃ και να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της γραφικής παράστασης της 𝑓 στο

σημείο της με τετμημένη 𝑥0 = 0.

ii) Να δείξετε ότι η 𝑓 είναι γνησίως φθίνουσα στο διάστημα (0, 𝜋) .

iii) Να αποδείξετε ότι για κάθε 𝑥 ∈ ቀ𝜋2 , 𝜋ቁ ισχύει: 𝜂𝜇𝑥 < 2𝑥
𝜋

iv) Να υπολογίσετε το όριο: lim
𝑥→𝜋

2
+

2𝑥
𝜋 ⋅ 𝜂𝜇𝑥 − 2𝑥

v) Να αποδείξετε ότι σε κάθε οξυγώνιο τρίγωνο ΑΒΓ ισχύει: 𝜂𝜇Α + 𝜂𝜇Β + 𝜂𝜇Γ > 2
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Δίνονται οι συναρτήσεις:

ℎ (𝑥) = 𝑒𝑥 + 𝑒−𝑥 , 𝑥 ∈ R και 𝑔 (𝑥) = 𝑙𝑛𝑥 , 𝑥 > 0

i) Να βρεθεί η συνάρτηση 𝑓 = ℎ ∘ 𝑔.

ii) Να μελετήσετε την 𝑓 ως προς την μονοτονία και τα ακρότατα.

iii) (αʹ) Να βρείτε τα διαστήματα στα οποία η 𝑓 είναι κυρτή ή κοίλη και να προσδιορίσετε,
αν υπάρχουν, τα σημεία καμπής της γραφικής της παράστασης.

(βʹ) Nα βρεθούν οι ασύμπτωτες της γραφικής παράστασης της συνάρτησης 𝑓.

iv) (αʹ) Με βάση τα προηγούμενα ερωτήματα, να γίνει η γραφική παράσταση της 𝑓.
(βʹ) Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από την γραφική παρά‑

σταση της 𝑓, τον άξονα 𝑥′𝑥 και τις ευθείες 𝑥 = 1 και 𝑥 = 𝑒.

233
Δίνεται η συνεχής συνάρτηση:

𝑓 (𝑥) = ቐ
𝑒𝑥−1 + 𝜆𝑥 , 𝑥 < 1

𝑥2 + 1 , 𝑥 ≥ 1

i) Να αποδείξετε ότι 𝜆 = 1.

ii) Να αποδείξετε ότι η 𝑓 είναι γνησίως αύξουσα στοR και να βρείτε το σύνολο τιμών της.

iii) (αʹ) Να δείξετε ότι η εξίσωση 𝑓 (𝑥) = 0 έχει μοναδική ρίζα 𝑥0 , η οποία είναι αρνητική.
(βʹ) Nα δείξετε ότι η εξίσωση:

൫1 − 𝑥4൯ (𝑥0 − 𝜂𝜇𝑥0) = 𝑥3 ⋅ 𝑓
(𝑥0 + 2025)

𝑥0
έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο διάστημα (0, 1) .

iv) Να δείξετε ότι: න
0

−1

𝑓 (𝑥)
𝑥2 + 1𝑑𝑥 > −𝑙𝑛2

234
Θεωρούμε την συνάρτηση:

𝑓 (𝑥) = 𝑒𝑥 + 𝑥2 + 𝑎𝑥 + 𝛽 , 𝑥 ∈ R

Γνωρίζουμε ότι ευθεία (𝜀) ∶ 𝑦 = (1 − 𝑒) 𝑥 εφάπτεται στην γραφική παράσταση της 𝑓 στο σημείο
της με τετμημένη 𝑥0 = 0.

i) Να δείξετε ότι 𝑎 = −𝑒 και 𝛽 = −1.

ii) (αʹ) Να δείξετε ότι ισχύουν οι προϋποθέσεις του Θεωρήματος Rolle για την 𝑓 στο διά‑
στημα [0, 1] .

(βʹ) Nα δείξετε ότι η 𝑓 παρουσιάζει μοναδικό ακρότατο σε σημείο 𝑥0 ∈ (0, 1) .

iii) Να βρεθούν τα σημεία τομής της γραφικής παράστασης της 𝑓 με τον άξονα 𝑥′𝑥.

iv) Να δείξετε ότι: න
𝑥0

0
𝑥 ⋅ 𝑓″ (𝑥) 𝑑𝑥 ≥ න

0

𝜋/2
𝑓 (𝑥) 𝜂𝜇𝑡𝑑𝑡
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∆ίνεται η συνάρτηση:

𝑓 (𝑥) = −𝑒3𝑥 − 𝑥3 + 1

i) Να εξετάσετε την 𝑓 ως προς την μονοτονία και να βρείτε τις ρίζες και το πρόσημό της.

ii) Να εξετάσετε αν υπάρχει το όριο: lim
𝑥→0

𝑓 (𝑥) − 1
𝑓 (𝑥)

iii) (αʹ) Να αποδείξετε ότι η 𝑓 αντιστρέφεται και να βρεθεί το πεδίο ορισμού της αντίστρο‑
φής της.

(βʹ) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση 𝑒−𝑒3𝑥−𝑥3−2015 = 1 έχει μοναδική ρίζα.

iv) Αν για τη συνάρτηση 𝑔 ∶ (0, +∞) → R ισχύει:

𝑒3𝑔(𝑥) + 𝑔3 (𝑥) = 𝑒6 ⋅ 𝑥3 + (𝑙𝑛𝑥 + 2)3 για κάθε 𝑥 > 0

να αποδείξετε ότι ο τύπος της 𝑔 είναι 𝑔 (𝑥) = 𝑙𝑛𝑥 + 2 και να βρεθεί η αντίστροφή της.

236
Έστω 𝑓 μία συνεχής συνάρτηση στο διάστημα ቂ0, 𝜋2 ቃ με 𝑓 ቀ𝜋6 ቁ = 1

2 − 𝜋
6 για την οποία για κάθε

𝑥 ∈ ቂ0, 𝜋2 ቃ ισχύει:
𝑓2 (𝑥) + 2𝑥𝑓 (𝑥) = 1 − 𝜎𝜐𝜈2𝑥 − 𝑥2

i) Να δείξετε ότι:
𝑓 (𝑥) = 𝜂𝜇𝑥 − 𝑥 , 𝑥 ∈ ൤0, 𝜋2 ൨

ii) ∆ίνεται η συνάρτηση:

𝑔 (𝑥) = ൞
𝜂𝜇 (𝑘𝑥)

𝑥 − 1 , 𝑥 < 0

𝑓 (𝑥) + 1 , 𝑥 ∈ ቂ0, 𝜋2 ቃ

Να βρείτε τον πραγματικό αριθμό 𝑘, ώστε η 𝑔 να είναι συνεχής στο πεδίο ορισμού της.

iii) Για 𝑘 = 2 , να αποδείξετε ότι η εξίσωση 𝑔 (𝑥) = 0 έχει μία τουλάχιστον λύση στο διάστημα
ቀ−𝜋

2 , 0ቁ .

iv) Για 𝑘 = 2 , να δείξετε ότι η συνάρτηση 𝑔 δεν είναι ένα προς ένα.

237
Θεωρούμε τις συναρτήσεις 𝑓, 𝑔 με:

𝑓 (𝑥) = 𝑙𝑛𝑥 + 1
𝑙𝑛𝑥 − 1 και 𝑔 (𝑥) = 𝑥𝑒𝑥

i) Να μελετήσετε την συνάρτηση 𝑓 ως προς την μονοτονία και τα ακρότατα.

ii) Να βρείτε την εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της 𝑓 που διέρχεται από το σημείο
Α(0, 1) .

iii) Να ορίσετε την σύνθεση της 𝑔 με την 𝑓.

iv) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση 𝑓 είναι αντιστρέψιμη και να βρείτε την αντίστροφή της.
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Θεωρούμε την συνάρτηση 𝑓 ∶ R → R για την οποία ισχύουν:

• 𝑓′ (𝑥) 𝑒𝑓(𝑥) = 𝑒𝑓(𝑥) + 2𝑥𝑒𝑥 , για κάθε 𝑥 ∈ R

• Η γραφική παράσταση της 𝑓 διέρχεται από την αρχή των αξόνων.

i) Να αποδείξετε ότι:
𝑓 (𝑥) = 𝑥 + 𝑙𝑛 ൫𝑥2 + 1൯ , 𝑥 ∈ R

ii) Να μελετήσετε την συνάρτηση 𝑓 ως προς την μονοτονία, να αποδείξετε ότι είναι αντιστρέ‑
ψιμη και να βρείτε το σύνολο τιμών της.

iii) Να αποδείξετε ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον 𝜉 ∈ (0, 1) ώστε:

𝜉 ⋅ (𝑓′ (𝜉) + 1) + 𝑙𝑛 ൫𝜉2 + 1൯ = 𝑓′ (𝜉)

iv) Θεωρούμε την συνάρτηση:

𝑔 (𝑥) = (𝑓 (𝑥) − 𝑎)2 ⋅ (𝑓 (𝑥) − 𝑎 − 2)2 , 𝑥 ∈ R , 𝑎 > 0

(αʹ) Να αποδείξετε ότι υπάρχουν μοναδικά 𝜅, 𝜆, 𝜇 ∈ R με 0 < 𝜅 < 𝜆 < 𝜇 τέτοια ώστε
𝑓 (𝜅) = 𝑎 , 𝑓 (𝜆) = 𝑎 + 1 και 𝑓 (𝜇) = 𝑎 + 2.

(βʹ) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση 𝑔 παρουσιάζει δύο τοπικά ελάχιστα, ένα τοπικό
μέγιστο και να προσδιορίσετε τις τιμές των ακροτάτων.

239
Δίνονται οι συναρτήσεις:

𝑓 (𝑥) = ቐ
1 − 𝑥2 , 𝑥 < 0

𝑒𝑥2 , 𝑥 ≥ 0
και 𝑔 (𝑥) = 𝑙𝑛 ൫𝑒𝐹(𝑥) + 1൯ − 𝐹 (𝑥)

όπου 𝐹 είναι μία παράγουσα της συνάρτησης 𝑓 στοR.

i) Να μελετήσετε την συνάρτηση 𝑓 ως προς την μονοτονία.

ii) Να αποδείξετε ότι: න
1

−1
𝑓 (𝑥) 𝑑𝑥 < 𝑒 + 2

3

iii) Να βρείτε τον πραγματικό αριθμό 𝑎 ώστε να ισχύει: න
𝑓2൫𝑙𝑛൫𝑎2+1൯൯

𝑓2(𝑎2)
𝑓 (𝑥) 𝑑𝑥 = 0

iv) Να βρείτε την ασύμπτωτη της γραφικής παράστασης της 𝑔 στο +∞.

v) Να λύσετε την εξίσωση: න
1

0
𝐹 (𝑥) 𝑑𝑥 + 𝑒𝑓(𝑥) = 𝑓 (𝑥) + 3 − 𝑒

2 + 𝐹 (1)
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Δίνονται οι συναρτήσεις:

𝑓 (𝑥) = √𝑥 − 1 και 𝑔 (𝑥) = 𝑙𝑛𝑥

i) Να βρείτε την συνάρτηση ℎ = 𝑓 ∘ 𝑔.

ii) (αʹ) Να αποδείξετε ότι η 𝑓 αντιστρέφεται και να βρείτε την αντίστροφή της.
(βʹ) Να εξετάσετε αν για την συνάρτησηℎ, υπάρχει διάστημα [𝑎, 𝛽], με 𝑒 ≤ 𝑎 < 𝛽, στο ο‑

ποίο να ικανοποιούνται οι προϋποθέσεις του Θεωρήματος Rolle. Να αιτιολογήσετε
την απάντησή σας.

iii) Να βρείτε την αντίστροφη της συνάρτησης ℎ.

iv) Να υπολογίσετε το όριο: lim
𝑥→+∞

ℎ−1 (𝑥) − 𝑒2𝑥

(𝑥 − 1)2

v) Σημείο Μ൫𝑎, ℎ−1 (𝑎)൯ κινείται πάνω στην γραφική παράσταση της ℎ−1 και η τετμημένη του
μεταβάλλεται με ρυθμό 0.5𝑐𝑚/𝑠𝑒𝑐.

(αʹ) Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της γραφικής παράστασης της ℎ−1 στο
σημείο Μ και στην συνέχεια το σημείο Α στο οποίο η εφαπτομένη τέμνει τον άξονα
𝑦′𝑦.

(βʹ) Να βρείτε τον ρυθμό μεταβολής της τεταγμένης του σημείου Α την χρονική στιγμή
𝑡0 που η παραπάνω εφαπτομένη διέρχεται από την αρχή των αξόνων.

241
Δίνεται η παραγωγίσιμη συνάρτηση 𝑓 ∶ (0, +∞) → R για την οποία για κάθε 𝑥 > 0 ισχύει:

൫𝑥2 − 𝑥൯ 𝑓′ (𝑥) + 𝑥𝑓 (𝑥) = 1

Θεωρούμε ακόμη την συνάρτηση:

𝑔 (𝑥) = (𝑥 − 1) 𝑓 (𝑥) − 𝑙𝑛𝑥 , 𝑥 > 0

i) Να αποδείξετε ότι:

(αʹ) Η συνάρτηση 𝑔 είναι σταθερή στο (0, +∞) .
(βʹ) Ο τύπος της 𝑓 είναι:

𝑓 (𝑥) = ൞
𝑙𝑛𝑥
𝑥 − 1 , 0 < 𝑥 ≠ 1

1 , 𝑥 = 1

ii) Δίνεται επιπλέον η συνάρτηση:

ℎ (𝑥) = 1 − 1
𝑥 − 𝑙𝑛𝑥 , 𝑥 > 0

(αʹ) Να αποδείξετε ότι ℎ (𝑥) ≤ 0 , για κάθε 𝑥 > 0.
(βʹ) Να βρείτε την παράγωγο της 𝑓 και να αποδείξετε ότι η 𝑓 είναι γνησίως φθίνουσα

στο (0, +∞) .

iii) Να υπολογίσετε το όριο: lim
ℎ→0

[𝑓 (1 + ℎ) − 1] ⋅ 𝑙𝑛ℎ ⋅ (𝜂𝜇ℎ − ℎ ⋅ 𝜎𝜐𝜈ℎ)
𝜂𝜇3ℎ

iv) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση 𝑓 (2𝑥) = 𝑓 ൫−𝑥2 + 2𝑥 + 1൯ έχει δύο ρίζες ακριβώς στο διά‑
στημα [0, 1] .
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Δίνεται η συνάρτηση 𝑓 ∶ R → R που είναι δύο φορές παραγωγίσιμη και η παραγωγίσιμη συνάρ‑
τηση 𝜑 ∶ R → R για τις οποίες ισχύουν:

• න
0

−1
𝑓 (𝑥 + 1) 𝑑𝑥 + න

1

0
𝑥𝑓′ (𝑥) 𝑑𝑥

• Η συνάρτηση:
𝑔 (𝑥) = 𝑥2 + 𝑥 + 1

𝑥 − 𝑓 (0)
έχει κατακόρυφη ασύμπτωτη την ευθεία 𝑥 = −1

• 𝑒𝑥 ≥ 𝜑′ (0) ⋅ 𝑥 + 𝑥2 + 1 , για κάθε 𝑥 ∈ R

• 𝜑3 (𝑥) + 𝑒𝑥 = 𝜑 (𝜑 (𝑥)) + 𝑥 , για κάθε 𝑥 ∈ R

i) Να αποδείξετε ότι 𝑓 (1) = 1 και 𝑓 (0) = −1.

ii) Να αποδείξετε ότι:

(αʹ) 𝜑′ (0) = 1.
(βʹ) Η συνάρτηση 𝜑 δεν παρουσιάζει ακρότατα στοR.

iii) Αν επιπλέον γνωρίζετε για κάθε 𝑥 ∈ R ισχύει:

lim
ℎ→0

𝑓 (𝑥 + 2ℎ) − 3𝑓 (𝑥) + 2𝑓 (𝑥 − ℎ)
ℎ2 > 0

να αποδείξετε ότι:

(αʹ) Η 𝑓 είναι κυρτή.
(βʹ) Υπάρχει μοναδικό 𝑥0 ∈ (0, 1) τέτοιοώστε η εφαπτομένη της γραφικήςπαράστασης

της 𝑓 στο σημείο της Μ(𝑥0, 𝑓 (𝑥0)) να διέρχεται από το σημείο Α(−1,−3) .

iv) Αν:
𝑔 (𝑥) = (𝑥 − 3) 𝑒𝑥−1 + 3𝑥

2 , 𝑥 ∈ R

να αποδείξετε ότι:

(αʹ) Η εξίσωση 𝑔′ (𝑥) = 1 έχει ακριβώς δύο ρίζες 𝑥1 , 𝑥2 με 𝑥1 < 𝑥2.
(βʹ) Η εξίσωση 2 (2 − 𝑥) 𝑒𝑥−1 = 𝑥 έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο διάστημα (𝑥1, 𝑥2) .

243
Θεωρούμε την συνάρτηση 𝑓 ∶ (0, +∞) → R , με 𝑓 (1) = 0 , για την οποία για κάθε 𝑥 > 0 ισχύει:

𝑥𝑓′ (𝑥) + 𝑓 (𝑥) = 1
𝑥

i) Να αποδείξετε ότι:
𝑓 (𝑥) = 𝑙𝑛𝑥

𝑥 , 𝑥 > 0

ii) Να βρείτε τις ασύμπτωτες της γραφικής παράστασης της 𝑓.

iii) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση 𝑓 (𝑥)
𝑥 − 𝑒 −

𝑥2 − 2
𝑥 − 1 = 0 έχει τουλάχιστον μία λύση στο διάστημα

(1, 𝑒) .

iv) Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της γραφικής παράστασης της 𝑓 που διέρχεται
από την αρχή των αξόνων.

97



ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ

244
Θεωρούμε την συνάρτηση 𝑓 ∶ R → R με:

𝑓 (𝑥) = 𝑎𝑥2 + 𝛽𝑥 + 𝛾
𝑥2 + 1 , 𝑎, 𝛽 ∈ R

για την οποία ισχύουν τα παρακάτω:

• Η γραφική παράσταση της 𝑓 έχει ασύμπτωτη την ευθεία 𝑦 = 1 στο +∞.

• Η κλίση της εφαπτομένης της γραφικής παράστασης της 𝑓 στο σημείο που τέμνει τον άξονα
𝑦′𝑦 είναι ίση με −2

• Εφαρμόζεται το Θεώρημα Rolle για την συνάρτηση 𝑓 στο διάστημα ቂ12 , 2ቃ

i) Να αποδείξετε ότι 𝑎 = 1 , 𝛽 = −2 και 𝛾 = 1.

ii) Να μελετήσετε την συνάρτηση 𝑓 ως προς την μονοτονία, τα ακρότατα και να βρείτε το
σύνολο τιμών της.

iii) Να βρείτε την συνάρτηση 𝐸 (𝜆) που εκφράζει το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από
την γραφική παράσταση της 𝑓, τον άξονα 𝑥′𝑥 και την ευθεία 𝑥 = 𝜆 , με 𝜆 ≠ 1. Στην συνέχεια
να υπολογίσετε το όριο: lim

𝜆→+∞
𝑓 (𝜆)
𝐸 (𝜆)

iv) Να υπολογίσετε το όριο: lim
𝑥→−∞

ቈ𝑒
𝑥𝑓 (𝜂𝜇𝑥)
𝑒𝑥 + 2𝑥 ቉

v) Να βρείτε τις τιμές των 𝜅, 𝜌, 𝜔 ∈ R , ώστε να ισχύει: 𝑓 (𝜅) + 𝑓 (𝜌) + |𝜔| = |𝜂𝜇𝜔|

245
Δίνεται μία συνάρτηση 𝑓 ∶ R → R η οποία είναι δύο φορές παραγωγίσιμη και για την οποία ισχύ‑
ουν:

• 𝑓 (1) = 0

• 𝑓 (2) = 𝑓 (3) < 0

• 𝑓″ (𝑥) ≠ 0 , για κάθε 𝑥 ∈ R

• 𝑒𝑓(𝑥) − 1 ≥ 𝜆𝑓 (𝑥) , για κάθε 𝑥 ∈ R , όπου 𝜆 πραγματικός αριθμός

i) Να αποδείξετε ότι 𝑓′ (1) ≠ 0.

ii) Να αποδείξετε ότι 𝜆 = 1.

Για τα παρακάτω ερωτήματα να θεωρήσετε ότι η 𝑓″ είναι συνεχής στοR.

iii) Να αποδείξετε ότι η 𝑓 είναι κυρτή στοR και παρουσιάζει ολικό ελάχιστο σε σημείο 𝑥0 του
διαστήματος (2, 3) .

iv) Να λύσετε την ανίσωση: 𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑥 + 1) ≥ 𝑓 (𝑙𝑛𝑥 + 1) − 𝑓 (𝑙𝑛𝑥 + 2)

v) Αν 3 < 𝑎 < 𝛽 , να αποδείξετε ότι: 𝑒𝑓(𝑎) − 𝑒𝑓(𝛽) < 𝑓2 (𝑎) − 𝑓2 (𝛽)
2
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246
Θεωρούμε την συνάρτηση 𝑓 ∶ (0, +∞) → R με:

𝑓 (𝑥) = 𝑥𝑙𝑛𝑥 − 𝑎𝑥 + 𝑎 , 𝑎 ∈ R

i) Αν για την συνάρτηση 𝑓 ισχύει 𝑓 (𝑥) ≥ 0 , για κάθε 𝑥 > 0 , να αποδείξετε ότι 𝑎 = 1.

ii) Να μελετήσετε την συνάρτηση 𝑓 ως προς την μονοτονία, τα ακρότατα και στην συνέχεια
να αποδείξετε ότι είναι κυρτή συνάρτηση.

iii) Να αποδείξετε ότι η ευθεία (𝜀) ∶ 𝑦 = 𝑥 − 𝑒 + 1 εφάπτεται στην γραφική παράσταση της 𝑓.

iv) Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από την γραφική παράσταση της
𝑓, την εφαπτομένη (𝜀) και την ευθεία 𝑥 = 1.

247
Θεωρούμε την συνάρτηση 𝑓 ∶ (0, +∞) → R με:

𝑓 (𝑥) = −1
𝑥 + √𝑥

i) Να μελετήσετε την συνάρτηση 𝑓 ως προς την μονοτονία, τα ακρότατα, τα κοίλα και τα
σημεία καμπής.

ii) Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της γραφικής παράστασης της 𝑓 στο σημείο της
Μ(1, 𝑓 (1)) .

iii) Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από την γραφική παράσταση της
𝑓, την εφαπτομένη της 𝐶𝑓 στο Μ, τον άξονα 𝑥′𝑥 και την ευθεία 𝑥 = 3.

iv) Για κάθε 𝑥 ∈ ቀ0, 𝜋2 ቁ να δείξετε ότι:
1 + 𝑥 ⋅ √𝜂𝜇𝑥
1 + √𝑥 ⋅ 𝜂𝜇𝑥

+ 𝑥 < 𝑥
𝜂𝜇𝑥 + 3𝑥2 + 2

3 + 2√𝑥

248
Δίνεται μία συνάρτηση 𝑓 ∶ R → R η οποία είναι δύο φορές παραγωγίσιμη και για την οποία για
κάθε 𝑥 ∈ R ισχύει:

𝑓3 (𝑥) + 𝑓 (𝑥) + 𝑥 = 0

i) Να δείξετε ότι η 𝑓 είναι γνησίως φθίνουσα στοR.

ii) Να λύσετε την εξίσωση: 𝑓 (𝑥) = 0

iii) Να βρείτε το πρόσημο της συνάρτησης 𝑓.

iv) Να λύσετε την εξίσωση: 𝑓 (𝑥𝑒𝑥 + 𝑙𝑛𝑥 − 1) = 0

v) Να μελετήσετε την μονοτονία της 𝑓′.

vi) Να αποδείξετε ότι: 𝑓 (2) < 𝑓 (1) + 𝑓 (3)
2

vii) Έστω 𝑎, 𝛽 ∈ R , όπου 0 < 𝑎 < 𝛽 με 𝑓 (𝑎) ⋅ 𝛽𝑛 = 𝑓 (𝛽) ⋅ 𝑎𝑛 , 𝑛 ∈ N. Να δείξετε ότι υπάρχει
ένα τουλάχιστον 𝜉 ∈ (𝑎, 𝛽) τέτοιο ώστε: 𝜉 ⋅ 𝑓′ (𝜉) = 𝑛 ⋅ 𝑓 (𝜉)
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249
Θεωρούμε μία παραγωγίσιμη συνάρτηση 𝑓 ∶ R → R με 𝑓 (R) = R για την οποία για κάθε 𝑥 ∈ R

ισχύει:
𝑓3 (𝑥) + 2𝑓 (𝑥) = 𝑥 + 2

i) (αʹ) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση 𝑓 είναι γνησίως αύξουσα.
(βʹ) Να αποδείξετε ότι 𝑓 (1) = 1 , 𝑓 (−2) = 0 και να βρείτε το πρόσημο της 𝑓.

ii) Να υπολογίσετε τα όρια:

𝐿1 = lim
𝑥→+∞

6𝑓2 (𝑥) + 𝑓 (𝑥)
3𝑓2 (𝑥) − 2𝑓 (𝑥) + 1 𝐿2 = lim

𝑥→−∞
𝑓 (2017) 𝑥3 + 5𝑥2 − 1
𝑓 (−3) 𝑥2 + 5𝑥 − 2

iii) Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα: 𝐼 = න
1

−2
𝑓3 (𝑥) 𝑑𝑥

iv) Να αποδείξετε ότι υπάρχει 𝑥0 ∈ (−2, 0) ώστε: 𝑓′ (𝑥0) = −𝑓 (𝑥0) ⋅ 𝜎𝜑𝑥0

250
Θεωρούμε μία παραγωγίσιμη συνάρτηση 𝑓 ∶ R → R με 𝑓 (0) = 0 και 𝑓′ (0) = 1, για την οποία για
κάθε 𝑥 ∈ R ισχύει:

𝑥𝑓′ (𝑥) = (𝑥 + 1) 𝑓 (𝑥)

i) Να αποδείξετε ότι:
𝑓 (𝑥) = 𝑥𝑒𝑥 , 𝑥 ∈ R

ii) Να μελετήσετε την συνάρτηση 𝑓 ως προς την μονοτονία και τα ακρότατα και να βρείτε τις
ασύμπτωτες της γραφικής της παράστασης.

iii) Να βρείτε τους πραγματικούς αριθμούς 𝑎, 𝛽 με 𝑎 > 0 για τους οποίους ισχύει:

𝑒 ⋅ 𝑓 (𝑎𝛽 − 𝑙𝑛𝑎) + 𝑒 ⋅ 𝑓 (𝛽) + 2 = 0

iv) Θεωρούμε την συνάρτηση 𝑔 ∶ (0, +∞) → R με:

𝑔 (𝑥) = 𝑓 (𝑙𝑛𝑥)
𝑓 (𝑥)

Να αποδείξετε ότι η 𝑔 παρουσιάζει ολικό ελάχιστο σε σημείο 𝑥0 του διαστήματος (1, 𝑒) .

251
Δίνεται η συνάρτηση:

𝑓 (𝑥) = 𝑥 + 2
𝑥 + 1 , 𝑥 > −1

i) Να βρείτε τις ασύμπτωτες της γραφικής παράστασης της 𝑓.

ii) Να δείξετε ότι:

(αʹ) Η ευθεία (𝜀) ∶ 𝑦 = −4𝑥 + 1 εφάπτεται στην γραφική παράσταση της 𝑓.
(βʹ) Το σημείο επαφής Μ της (𝜀) με την 𝐶𝑓 είναι το μέσον του τμήματος ΑΒ, όπου Α και

Β είναι τα σημεία τομής της (𝜀) με την οριζόντια και την κατακόρυφη ασύμπτωτη
της 𝐶𝑓 αντίστοιχα.

iii) Να αποδείξετε ότι η 𝑓 είναι αντιστρέψιμη και να βρείτε την αντίστροφή της.

iv) Σημείο Σ(𝑥, 𝑦) με 𝑥 > 0 κινείται πάνω στην ευθεία (𝜀) ώστε η τετμημένη του να μεταβάλ‑
λεται με ρυθμό 𝑥′ (𝑡) = 2. Να βρείτε τον ρυθμό μεταβολής της απόστασης 𝑑 = ΣΡ του Σ
από το σημείο Ρ(4, 1) την χρονική στιγμή 𝑡1 όπου 𝑑 (𝑡1) = 5.
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252
Δίνεται η συνάρτηση:

𝑓 (𝑥) = 𝜂𝜇2𝑥 , 𝑥 ∈ [0, 𝜋]

i) Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης (𝜀) της γραφικής παράστασης της 𝑓 στο σημείο
της με τετμημένη 𝑥0 =

𝜋
4 και να δείξετε ότι η (𝜀) διαπερνά το γράφημα της 𝑓.

ii) Να δείξετε ότι για κάθε 𝑥 ∈ [0, 𝜋] ισχύει: 𝑓″ (𝑥) + 4𝑓 (𝑥) = 2

iii) Να βρείτε τα κρίσιμα σημεία της 𝑓.

iv) Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα: 𝐼 = න
𝜋

0
𝜂𝜇2𝑥𝑑𝑥

v) Να λύσετε την εξίσωση: 𝜋 + 4𝑓 (𝑥) = 2 (1 + 2𝑥)

253
Δίνεται η συνάρτηση:

𝑓 (𝑥) = 𝑥𝑙𝑛𝑥 + 𝑥2 − 3𝑥 + 4 , 𝑥 > 0

i) Ναμελετήσετε την 𝑓ωςπρος την μονοτονία και ταακρότατακαι ναβρείτε τοσύνολο τιμών
της.

ii) Να δείξετε ότι η εξίσωση 𝑥𝑥 = 𝑒1+3𝑥−𝑥2 έχει μοναδική ρίζα 𝑥1 που ανήκει στο διάστημα
(1,+∞) .

iii) Θεωρούμε την παραγωγίσιμη συνάρτηση 𝜑 με:

𝜑′ (𝑥) = (𝑥 − 1)2 (𝑥 − 2)3 (𝑓 (𝑥) − 5) , 𝑥 > 0

Να αποδείξετε ότι η 𝜑 έχει ένα τοπικό μέγιστο και ένα τοπικό ελάχιστο.

iv) Αν για τους θετικούς αριθμούς 𝑎 και 𝛽 ισχύει η ισότητα:

ቆ𝑎 − 3
2ቇ

2
+ ቆ𝛽 − 3

2ቇ
2
+ 𝑙𝑛 ൫𝑎𝑎 ⋅ 𝛽𝛽൯ = 1

2

να δείξετε ότι 𝑎 = 𝛽 = 1.

v) Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα: 𝐼 = න
𝑓(1)

1
𝑓 (𝑥) 𝑑𝑥

254
Δίνεται η συνάρτηση:

𝑓 (𝑥) = ቐ
2 − √1 − 𝑥 , 𝑥 ≤ 1

𝑒𝑥−1 + 1 , 𝑥 > 1

i) Να αποδείξετε ότι η 𝑓 είναι συνεχής στοR.

ii) Να μελετήσετε την 𝑓 ως προς την μονοτονία και να βρείτε το σύνολο τιμών της.

iii) Να αποδείξετε ότι η 𝑓 αντιστρέφεται, να βρείτε την αντίστροφή της και να ορίσετε την
σύνθεση της 𝑔 (𝑥) = 𝜂𝜇𝑥 + 1 με την 𝑓−1.

iv) Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από την γραφική παράσταση της
𝑓, τον άξονα 𝑥′𝑥 και τις ευθείες 𝑥 = −8 και 𝑥 = 2.
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255
Θεωρούμε μία συνάρτηση 𝑓 ορισμένη και παραγωγίσιμη στοR για την οποία ισχύουν:

• Η 𝑓 είναι κυρτή

• lim
𝑥→1

𝑓 (𝑥) − 𝑓 (0)
𝑥 − 1 = 3

• 𝑓 (0) = lim
𝑥→+∞

ቆ𝑥 ⋅ 𝜂𝜇 ቆ2𝑥ቇቇ

i) Να δείξετε ότι η 𝑓 έχει μοναδικό κρίσιμο σημείο, έστω 𝜉, με 𝜉2 < 𝜉 , το οποίο είναι θέση
ελαχίστου.

ii) Να αποδείξετε ότι η ευθεία (𝜀) ∶ 𝑦 = 3𝑥 − 1 εφάπτεται στην 𝐶𝑓 στο 𝑥0 = 1.

iii) Να εξετάσετε αν η γραφική παράσταση της 𝑓 διέρχεται από το σημείο Σ(3, 3 + 𝑓 (2)) και
αν έχει στο +∞ οριζόντια ασύμπτωτη.

iv) Να αποδείξετε ότι: න
1

0
ቆ2

3𝑥2
2 −𝑥+1 ⋅ 𝑙𝑛2𝑓(𝑥)ቇ𝑑𝑥 > 2 ቀ√2 − 1ቁ

v) Να βρείτε την συνάρτηση 𝑓 αν επιπλέον γνωρίζετε ότι 𝑓″ (𝑥) = 6 , για κάθε 𝑥 ∈ R.

256
Δίνεται μία συνάρτηση 𝑓 ∶ (0, +∞) → R η οποία είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο (0, +∞) και
για την οποία ισχύουν:

• Η γραφική της παράσταση εφάπτεται στον άξονα 𝑥′𝑥 στο σημείο με τετμημένη 𝑥0 = 1

• 𝑥𝑓′ (𝑥) + 𝑥2𝑓″ (𝑥) = 2 , για κάθε 𝑥 > 0

i) Να δείξετε ότι η συνάρτηση:

𝑔 (𝑥) = 𝑥𝑓′ (𝑥) − 2𝑙𝑛𝑥 , 𝑥 > 0

είναι σταθερή και στην συνέχεια να βρείτε την συνάρτηση 𝑓.

ii) Ναμελετήσετε την 𝑓ωςπρος την μονοτονία και ταακρότατακαι ναβρείτε τοσύνολο τιμών
της.

iii) Να υπολογίσετε το όριο: lim
𝑥→1+

ቈ 1
𝑓 (𝑥) −

1
(𝑥 − 1)2

቉

iv) Να μελετήσετε την 𝑓 ως προς την κυρτότητα και τα σημεία καμπής και στην συνέχεια να
λύσετε την ανίσωση: 𝑒 (𝑙𝑛𝑥)2 + 𝑒 ≤ 2𝑥

v) Να αποδείξετε ότι: න
2

1

𝑓 (𝑥)
𝑒𝑥 𝑑𝑥 < 2𝑒 − 5

𝑒2

vi) Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από την γραφική παράσταση της
𝑓, τον άξονα 𝑥′𝑥 και την ευθεία 𝑥 = 𝑒.
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257
Δίνεται η συνάρτηση:

𝑓 (𝑥) = −𝑥3 + 𝑎𝑥2 + 𝛽𝑥 + 𝛾 , 𝑥 ∈ R

Η γραφική παράσταση της 𝑓 τέμνει τον άξονα 𝑦′𝑦 στο σημείο (0, 4), εφάπτεται στον άξονα 𝑥′𝑥 και
έχει σημείο καμπής το Α(−1, 𝑓 (−1)) .

i) Να δείξετε ότι 𝑎 = −3 , 𝛽 = 0 και 𝛾 = 4.

ii) Ναμελετήσετε την 𝑓ωςπρος την μονοτονία και ταακρότατακαι ναβρείτε τοσύνολο τιμών
της.

iii) Να μελετήσετε την 𝑓 ως προς την κυρτότητα και τα σημεία καμπής.

iv) Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από την γραφική παράσταση της
𝑓, τον άξονα 𝑥′𝑥 και την ευθεία 𝑥 = 2.

v) Να δείξετε ότι: 𝜋 < න
0

−𝜋
2

൫4 − 𝜂𝜇3𝑥 − 3𝜂𝜇2𝑥൯ 𝑑𝑥 < 2𝜋

258
Δίνεται η συνάρτηση:

𝑓 (𝑥) = 4𝑥 − 4 + 1
𝑥 , 𝑥 > 0

i) Να βρείτε τις ασύμπτωτες της γραφικής παράστασης της 𝑓.

ii) Να υπολογίσετε το όριο: lim
𝑥→+∞

ቀ2𝑥 − 1 − ඥ1 + 𝑥𝑓 (𝑥)ቁ

iii) Να μελετήσετε την 𝑓 ως προς την μονοτονία και τα ακρότατα.

iv) Να μελετήσετε την 𝑓 ως προς την κυρτότητα και τα σημεία καμπής.

v) Να σχεδιάσετε την γραφική παράσταση της 𝑓.

vi) Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από την γραφική παράσταση της
𝑓, την ευθεία (𝜀) ∶ 𝑦 = 4𝑥 − 4 και τις ευθείες 𝑥 = 1 και 𝑥 = 2.

259
Δίνεται η συνάρτηση:

𝑓 (𝑥) = 𝑥3 − 3𝑥2 , 𝑥 ∈ R

i) Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης (𝜀) της γραφικής παράστασης της 𝑓 που έχει την
μικρότερη κλίση και στην συνέχεια να αποδείξετε ότι η (𝜀) διαπερνά το γράφημα της 𝑓.

ii) Να βρείτε το πλήθος των κοινών σημείων της γραφικής παράστασης της 𝑓 με την ευθεία
(𝜀) ∶ 𝑦 = 9𝑥 − 8

iii) Να υπολογίσετε το όριο: lim
𝑥→0

𝑓 (𝑥) 𝑙𝑛𝑥
𝜂𝜇𝑥

iv) Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα: 𝐼 = න
1

0

𝑓 (𝑥) − 6
2 + 𝑥2 𝑑𝑥

v) Θεωρούμε την συνάρτηση 𝑔 με:

𝑔′ (𝑥) = 𝑓 (𝑥) + 𝑎𝑥 − 1 , 𝑥 ∈ R

Να βρείτε για ποιες τιμές της παραμέτρου 𝑎 η συνάρτηση 𝑔 είναι κυρτή στοR.
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260
Δίνονται οι συναρτήσεις:

𝑓 (𝑥) = 𝑥3 , 𝑥 ∈ R και 𝑔 (𝑥) = 𝑙𝑛|𝑥| , 𝑥 ∈ R∗

i) Να δείξετε ότι η 𝑓 είναι αντιστρέψιμη και να βρείτε την 𝑓−1.

ii) Να ορίσετε την σύνθεση της 𝑔 με την 𝑓−1.

iii) Να δείξετε ότι για κάθε 0 < 𝑥 < 1 ισχύει: 3𝑙𝑛𝑥 + 𝑙𝑛 (𝜎𝜐𝜈𝑥) < 𝑙𝑛 (𝜂𝜇𝑥)

iv) Την χρονικήστιγμή 𝑡 = 0 ένασημείοΜ(𝑥, 𝑦) ξεκινάαπό τηναρχή τωναξόνωνΟκαι κινείται
στην γραφική παράσταση της 𝑓−1, με τέτοιον τρόπο, ώστε 𝑥 = 𝑥 (𝑡) , για κάθε 𝑡 > 0 και
έστω(𝜀) η εφαπτομένη ευθείαπρος την γραφικήπαράστασητης𝑓 απότοσημείοΜηοποία
τέμνει τον άξονα 𝑥′𝑥 στο σημείο Α(𝑎, 0) και τον άξονα 𝑦′𝑦 στο σημείο Β(0, 𝛽) . Αν ο ρυθμός
μεταβολής της τετμημένης του σημείου Μ είναι 𝑥′ (𝑡) = 2 , να βρείτε:

(αʹ) Τον ρυθμό μεταβολής της τετμημένης του σημείου Α, την χρονική στιγμή 𝑡0 όπου
το Μ διέρχεται από το σημείο Ν൫8, 𝑓−1 (8)൯ .

(βʹ) Τον ρυθμό μεταβολής του εμβαδού του τριγώνου ΟΜΚ, όπου Κ είναι η προβολή του
σημείουΜστον θετικό ημιάξονα𝑂𝑥, την χρονικήστιγμή 𝑡0 όπου τοΜδιέρχεται από
το σημείο Ν.

261
Δίνονται οι συναρτήσεις 𝑓 ∶ R → R και 𝑔 ∶ R → R οι οποίες είναι δύο φορές παραγωγίσιμες στο
R και για τις οποίες ισχύουν:

• 𝑓″ (𝑥) + 𝑓 (𝑥) = 𝑔″ (𝑥) + 𝑔 (𝑥) , για κάθε 𝑥 ∈ R

• 𝑓 (0) = 𝑔 (0) + 1 και 𝑓′ (0) = 𝑔′ (0)

Θεωρούμε επίσης την συνάρτηση:

ℎ (𝑥) = 𝑓 (𝑥) − 𝑔 (𝑥) , 𝑥 ∈ R

i) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση:

𝐺 (𝑥) = ℎ′ (𝑥) ⋅ 𝜎𝜐𝜈𝑥 + ℎ (𝑥) ⋅ 𝜂𝜇𝑥

είναι σταθερή στοR και να την βρείτε.

ii) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση:

𝜑 (𝑥) = ℎ′ (𝑥) ⋅ 𝜂𝜇𝑥 − ℎ (𝑥) ⋅ 𝜎𝜐𝜈𝑥

είναι σταθερή στοR και να την βρείτε.

iii) Να βρείτε την συνάρτηση ℎ.

iv) Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τις γραφικές παραστάσεις
των 𝑓 και 𝑔 και τις ευθείες 𝑥 = 0 και 𝑥 = 2𝜋.

v) Να λύσετε την εξίσωση: 𝑒ℎ(𝑥)−1 − 11
𝑒 𝑥

2 = 𝑒𝑥2 − 11
𝑒 (ℎ (𝑥) − 1)

vi) Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα: 𝐼 = න
𝑒2𝜋

𝑒𝜋
ℎ (𝑙𝑛𝑥) 𝑑𝑥
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Δίνεται η παραγωγίσιμη συνάρτηση 𝑓 ∶ (0, +∞) → R για την οποία ισχύουν:

• 𝑓 (𝑥𝑦) ≤ 𝑥 ⋅ 𝑓 (𝑦) + 𝑦 ⋅ 𝑓 (𝑥) , για κάθε 𝑥, 𝑦 > 0

• lim
𝑥→1

𝑓 (𝑥)
𝑥 − 1 = 1

i) (αʹ) Να αποδείξετε ότι 𝑓 (1) = 0 και 𝑓′ (1) = 1.
(βʹ) Να αποδείξετε ότι για κάθε 𝑥 > 0 ισχύει: 𝑥 + 𝑓 (𝑥) − 𝑥𝑓′ (𝑥) = 0

ii) Να βρείτε την συνάρτηση 𝑓.

iii) Να μελετήσετε την 𝑓 ως προς την μονοτονία και τα ακρότατα και να αποδείξετε ότι δεν έχει
σημεία καμπής.

iv) (αʹ) Να βρείτε το εμβαδόν 𝐸 (𝑎) του χωρίου που περικλείεται από την γραφική παρά‑
σταση της 𝑓, τον άξονα 𝑥′𝑥 και την ευθεία 𝑥 = 𝑎 , όπου 0 < 𝑎 < 1.

(βʹ) Να υπολογίσετε το lim
𝑎→0

𝐸 (𝑎)

263
Θεωρούμε την παραγωγίσιμη συνάρτηση 𝑓 ∶ [𝑎, 𝛽] → R , με 𝑎 > 0 , για την οποία γνωρίζουμε ότι:

• 𝑓 (𝑥) > 0 , για κάθε 𝑥 ∈ [𝑎, 𝛽]

• Η συνάρτηση 𝑓′ είναι συνεχής στο [𝑎, 𝛽]

• න
𝛽

𝑎
𝑥𝑓 (𝑥) 𝑓′ (𝑥) 𝑑𝑥 = −𝑙𝑛2

• 𝛽𝑓2 (𝛽) = 𝑎𝑓2 (𝑎)

• 𝑓′ (𝑥) ≠ 0 , για κάθε [𝑎, 𝛽]

i) Να αποδείξετε ότι υπάρχει σημείο της γραφικής παράστασης της συνάρτησης:

𝑔 (𝑥) = 𝑥𝑓2 (𝑥) , 𝑥 ∈ [𝑎, 𝛽]

στο οποίο η εφαπτομένη ευθεία είναι παράλληλη προς τον άξονα 𝑥′𝑥.

ii) Να αποδείξετε ότι το εμβαδόν του χωρίου που ορίζεται από την γραφική παράσταση της
συνάρτησης 𝑓2 , τις ευθείες 𝑥 = 𝑎 , 𝑥 = 𝛽 και τον άξονα 𝑥′𝑥 είναι ίσο με 𝑙𝑛4.

iii) Να αποδείξετε ότι η 𝑓 είναι γνησίως φθίνουσα στο [𝑎, 𝛽] .

iv) ΄Εστω ότι η συνάρτηση 𝐹 είναι μια αρχική της 𝑓 στο [𝑎, 𝛽] . Να αποδείξετε ότι για κάθε
𝑥 ∈ (𝑎, 𝛽) ισχύει:

𝐹 (𝑥) − 𝐹 (𝑎)
𝑥 − 𝑎 < 𝑓 (𝑎)
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Δίνεται η συνάρτηση:

𝑓 (𝑥) = 2𝑥 + 1
𝑥 − 1

i) Να μελετήσετε την συνάρτηση 𝑓 ως προς την μονοτονία και τα ακρότατα.

ii) Να μελετήσετε την συνάρτηση 𝑓 ως προς τα κοίλα και να βρείτε τα σημεία καμπής (αν
υπάρχουν).

iii) Να βρείτε τις ασύμπτωτες της γραφικής παράστασης της 𝑓 και να σχεδιάσετε την γραφική
παράσταση της 𝑓.

iv) Να βρείτε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται ανάμεσα στην γραφική παράσταση της
𝑓, τον άξονα 𝑥′𝑥 και τις ευθείες 𝑥 = 2 και 𝑥 = 3.

265

266

267
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