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1. ∆ίνεται η συνάρτηση f(x) = 2x3 − 3x2 + 6αx + β, όπου x ∈ R και α, β ∈ R. Η
συνάρτηση f παρουσιάζει τοπικό ακρότατο στο σηµείο x0 = −2 και είναι f(−2) = 98.

(αʹ) Να αποδείξετε ότι α = −6 και β = 54.

(ϐʹ) Να µελετήσετε την f ως προς την µονοτονία.

(γʹ) Να καθορίσετε το είδος των ακροτάτων της συνάρτησης f.

(δʹ) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση f(x) = 0 έχει ακριβώς µια ϱίζα στο διάστηµα
(−1, 2).

2. ∆ίνεται η συνάρτηση f ορισµένη και δύο ϕορές παραγωγίσιµη στο διάστηµα [1, 3] µε
f(1) = 2, f(3) = 4 και f ([1, 3]) = [−1, 5]. Να αποδείξετε ότι :

(αʹ) υπάρχουν δύο τουλάχιστον x1, x2 ∈ (1, 3) µε x1 6= x2, τέτοια ώστε

f ′(x1) = f ′(x2) = 0,

(ϐʹ) υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ ∈ (1, 3) τέτοιο ώστε f ′′(x) = 0.

3. ∆ίνεται η συνάρτηση f παραγωγίσιµη στο R, η οποία για κάθε x ∈ R ικανοποιεί τις
σχέσεις :

f(x) > 0 και f3(x)− 4x2f(x) = x8 + 8.

Αν η f παρουσιάζει τοπικό ακρότατο στο x0 ∈ R, τότε :

(αʹ) να αποδείξετε ότι x0 = 0,

(ϐʹ) να ϐρείτε την εξίσωση της εφαπτοµένης της Cf στο σηµείο µε τετµηµένη x0 = 0.

4. Αν 0 < α 6= 1 και ισχύει

αx ≥ x + 1, για κάθε x ∈ R,

να αποδείξετε ότι α = e.

5. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση x3− 3x+1 = 0 έχει δύο ϑετικές και µια αρνητική ϱίζα.
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6. ∆ίνεται η συνάρτηση f παραγωγίσιµη στο R και για κάθε x ∈ R ισχύει

f3(x) + βf2(x) + γf(x) = x3 − 2x2 + 6x− 1, όπου β, γ ∈ R, µε β2 < 3γ.

Να αποδείξετε ότι :

(αʹ) η συνάρτηση f δεν έχει ακρότατα,

(ϐʹ) η συνάρτηση f είναι γνησίως αύξουσα στο R,

(γʹ) υπάρχει µοναδική ϱίζα της εξίσωσης f(x) = 0 στο διάστηµα (0, 1).

(Εξετάσεις 2001 Ενιαίου Λυκείου)

7. (αʹ) Να αποδείξετε ότι : e−x ≥ 1− x, για κάθε x ∈ R.

(ϐʹ) Να αποδείξετε ότι : ln x ≥ 1− 1

x
, για κάθε x > 0.

(γʹ) Να αποδείξετε ότι ex−1 − ln x ≥ 1, για κάθε x > 0.

8. (αʹ) Να µελετήσετε την συνάρτηση f(x) = ln x +
1

x
, x > 0, ως προς την µονοτονία

και τα ακρότατα.

(ϐʹ) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση g(x) = ex ln x είναι γνησίως αύξουσα στο
(0,+∞).

9. ∆ίνεται η συνάρτηση f δύο ϕορές παραγωγίσιµη στο [α, β], για την οποία ισχύει ότι :

f ′′(x) > 0 για κάθε x ∈ [α, β] και f(α) = f(β) = 0.

Να αποδείξετε ότι f(x) < 0 για κάθε x ∈ (α, β).

10. ∆ίνεται η παραγωγίσιµη συνάρτηση f : (0,+∞)→ R για την οποία ισχύει :

xf ′(x) + 2f(x) =
1

x2
, για κάθε x ∈ (0,+∞) και f(1) = 0.

(αʹ) Να αποδείξετε ότι f(x) =
ln x

x2
, x > 0.

(ϐʹ) Να µελετήσετε την συνάρτηση f ως προς την µονοτονία και τα ακρότατα.

(γʹ) Να αποδείξετε ότι x2e ≤ ex
2, για κάθε x > 0.
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