Πληροφορική B’ Γυμνασίου

Κεφάλαιο 1ο – Ψηφιακός Κόσμος

Δυαδικό Σύστημα: Πολλαπλασιασμός από τον Η/Υ

1. Πολλαπλασιασμός αλά ρώσικα!

Ήδη από το δημοτικό σχολείο μαθαίνουμε την κλασσική μέθοδο πολλαπλασιασμού δύο αριθμών τοποθετώντας το έναν αριθμό κάτω από τον άλλο και πολλαπλασιάζοντας διαδοχικά τα ψηφία του ενός με όλα τα ψηφία του άλλου και αθροίζοντας τα αποτελέσματα. Είμαστε τόσο εξοικειωμένοι με τη μέθοδο αυτή που μας φαίνεται αρκετά φυσική και «ανθρώπινη». Κι όμως, υπάρχουν και άλλες απλοί μέθοδοι για να εκτελέσουμε πολλαπλασιασμό! Μάλιστα κάποιοι από αυτούς είχαν ανακαλυφθεί και είχαν χρησιμοποιηθεί από αρχαίους λαούς πριν χιλιάδες χρόνια! Μια τέτοια μέθοδος είναι και ο λεγόμενος «Πολλαπλασιασμός αλά ρώσικα», μια μέθοδο γνωστή εδώ και πάρα πολλά χρόνια την οποία συναντάμε και με το όνομα «Αιγυπτιακός πολλαπλασιασμός» (καθώς μια ισοδύναμη παραλλαγή του χρησιμοποιήθηκε από τους αρχαίους αιγύπτιους) ή και «Πολλαπλασιασμός του χωρικού» (βλ. σχετικό λήμμα στη Wikipedia).
Ενώ ο κλασσικός πολλαπλασιασμός του σχολείου απαιτεί καλή γνώση της προπαίδειας, ο πολλαπλασιασμός αλά ρώσικα απαιτεί μόνο πολλαπλασιασμό και διαίρεση με το δύο καθώς και πρόσθεση! Καλό δεν ακούγεται;

Αν οι δύο αριθμοί (οι πολλαπλασιαστέοι) είναι ο Α και ο Β και το γινόμενό τους είναι ο Γ τότε ο Πολλαπλασιασμός αλά ρώσικα έχει τα εξής βήματα:
1. Θέσε (δώσε) αρχική τιμή στο γινόμενο Γ το μηδέν (0)

2. Γράψε σε μία στήλη τον Α, δίπλα του, σε άλλη στήλη, τον Β και σε τρίτη στήλη τον Γ
3. Αν ο Β είναι περιττός (μονός) τότε πρόσθεσέ τον Α στον Γ
4. Διπλασίασε τον Α

5. Υποδιπλασίασε (διαίρεσε διά δύο (2)) τον Β (ακέραια διαίρεση, χωρίς δεκαδικά)

6. Αν ο Β είναι μηδέν (0) σταμάτα, αλλιώς γύρνα στο βήμα 3 και συνέχισε τη διαδικασία

7. Το γινόμενο είναι αποθηκευμένο στον Γ

Παράδειγμα:

Ας δούμε τη διαδικασία με ένα παράδειγμα (Α=113, Β=77):

	Α
	Β
	Γ

	
	
	0

	113
	77
	113 (= 0 + 113)

	226
	38
	

	452
	19
	565 (= 452 + 113)

	904
	9
	1469 (= 904 + 565)

	1808
	4
	

	3616
	2
	

	7232
	1
	8701 (= 7232 + 1469)

	14464
	0
	8701


(με έντονο χρώμα είναι οι περιπτώσεις που ο Β είναι περιττός (μονός) οπότε ο Α θα πρέπει να προστεθεί στον Γ).
Σημείωση: Στα βήματα αλλά και στο παράδειγμα θεωρήσαμε ότι και οι δύο αριθμοί Α και Β είναι θετικοί. Δεν θα υπήρχε όμως κανένα πρόβλημα αν ο ένας ή και οι δύο ήταν αρνητικοί: θα ακολουθούσαμε ακριβώς την ίδια διαδικασίας (χωρίς να λάβουμε υπ’ όψιν μας τα πρόσημα) και στο τέλος θα βάζαμε το κατάλληλο πρόσημο στον Γ.

Άσκηση: Εκτελέστε τους επόμενους πολλαπλασιασμούς αλά ρώσικα. 
2510 x 1610

7010 x 2310

10510 x 3810

11510 x 8810
2. Πολλαπλασιασμός στον Η/Υ

Στον Η/Υ ο πολλαπλασιασμός δεν πραγματοποιείται με βάση την κλασσική σχολική μέθοδο. Μιας και βρισκόμαστε στο δυαδικό σύστημα, ο Η/Υ, αντί να εκτελεί πραγματικά τους πολλαπλασιασμούς, εκμεταλλεύεται μια ιδιότητα των δυαδικών αριθμών και χρησιμοποιεί, αντί για πολλαπλασιασμό, την πράξη της ολίσθησης (shifting)

Με τον όρο ολίσθηση («γλίστρημα») ενός αριθμού εννοούμε το «σπρώξιμό» του κατά ένα ή περισσότερα ψηφία, δεξιά ή αριστερά. Για να καταλάβουμε πως λειτουργεί ας δούμε ένα παράδειγμα από το δεκαδικό σύστημα. Έστω ο αριθμός 6842: 

α) Ολίσθηση προς τα αριστερά
Αν ολισθήσουμε τον αριθμό ένα ψηφίο προς τα αριστερά, τότε «σπρώχνουμε» τον αριθμό ένα ψηφίο προς τα αριστερά και προσθέτουμε ένα μηδενικό έτσι μετά την ολίσθηση ο 6842 θα γίνει: 68420

6842 -> 68420

Και ακόμη μια ολίσθηση προς τα αριστερά:

68420 -> 684200

Ερώτηση: Τι συμβαίνει στον αριθμό κάθε φορά που ολισθαίνει προς τα αριστερά;
Απάντηση: Με κάθε ολίσθηση προς τα αριστερά ο αριθμός 10πλασιάζεται (δηλ. είναι σαν να τον πολλαπλασιάζουμε επί 10)
Το ίδιο ακριβώς φαινόμενο συμβαίνει και στο δυαδικό σύστημα μόνο που εδώ έχουμε βάση το δύο. Έστω ο δυαδικός αριθμός 1110012. Αν τον ολισθήσουμε προς τα αριστερά τότε έχουμε:

1110012. -> 11100102
Και ακόμη μια ολίσθηση προς τα αριστερά:

11100102. -> 111001002
Ερώτηση: Τι συμβαίνει στον δυαδικό αριθμό κάθε φορά που ολισθαίνει προς τα αριστερά; (Συμβουλή: μετατρέψτε τους δυαδικούς αριθμούς και τότε όλα θα γίνουν φανερά)

Απάντηση: Με κάθε ολίσθηση προς τα αριστερά ο αριθμός 2πλασιάζεται (δηλ. είναι σαν να τον πολλαπλασιάζουμε επί 2)! Πράγματι:

1110012 = 5710

11100102 = 11410
111001002 = 22810
Αριστερή ολίσθηση: Στο δυαδικό σύστημα, με κάθε ολίσθηση ενός δυαδικού αριθμού κατά ένα ψηφίο προς τα αριστερά προκύπτει ο διπλάσιός του (δηλ. ο αριθμός διπλασιάζεται) 

β) Ολίσθηση προς τα δεξιά

Αν ολισθήσουμε τον αριθμό προς τα αριστερά, τότε «σπρώχνουμε» τον αριθμό ένα ψηφίο προς τα δεξιά και αφαιρούμε το τελευταίο του ψηφίο (των μονάδων) έτσι μετά την ολίσθηση ο 6842 θα γίνει: 684
6842 -> 684
Και ακόμη μια ολίσθηση προς τα δεξιά:

684 -> 68
Ερώτηση: Τι συμβαίνει στον αριθμό κάθε φορά που ολισθαίνει προς τα δεξιά;

Απάντηση: Με κάθε ολίσθηση προς τα αριστερά ο αριθμός υπο10πλασιάζεται (δηλ. είναι σαν να τον διαιρούμε με το 10)

Το ίδιο ακριβώς φαινόμενο συμβαίνει και στο δυαδικό σύστημα μόνο που εδώ έχουμε βάση το δύο. Έστω ο δυαδικός αριθμός 1110012. Αν τον ολισθήσουμε προς τα δεξιά τότε έχουμε:

1110012. -> 111002
Και ακόμη μια ολίσθηση προς τα δεξιά:

111002. -> 11102
Ερώτηση: Τι συμβαίνει στον δυαδικό αριθμό κάθε φορά που ολισθαίνει προς τα δεξιά; (Συμβουλή: μετατρέψτε τους δυαδικούς αριθμούς και τότε όλα θα γίνουν φανερά)

Απάντηση: Με κάθε ολίσθηση προς τα δεξιά ο αριθμός υποδιπλασιάζεται (δηλ. είναι σαν να τον διαιρούμε με το 2)! Πράγματι:

1110012 = 5710

111002 = 2810

11102 = 1410
Παρατήρηση: Προσέξτε ότι η ολίσθηση προς τα δεξιά μας δίνει το ακέραιο πηλίκο της διαίρεσης με το δύο (δηλ. χωρίς δεκαδικά ψηφία)
Ολίσθηση προς τα δεξιά: Στο δυαδικό σύστημα, με κάθε ολίσθηση ενός δυαδικού αριθμού προς τα δεξιά προκύπτει ο υποδιπλάσιός του (δηλ. ο αριθμός υποδιπλασιάζεται, διαιρείται με το δύο) 

Ο Η/Υ εκμεταλλεύεται ακριβώς αυτή την ιδιότητα της ολίσθησης για να υλοποιήσει την πράξη του πολλαπλασιασμού χρησιμοποιώντας μόνο ολίσθηση και πρόσθεση! 
Ερώτηση: Καλά όλα αυτά, αλλά ο πολλαπλασιασμός αλά ρώσικα που κολλάει σε αυτό;
Απάντηση: 
Στην πραγματικότητα ο Η/Υ για τον υπολογισμό του γινομένου δύο αριθμών εκτελεί τον πολλαπλασιασμό αλά ρώσικα όχι με δεκαδικούς αλλά με δυαδικούς αριθμούς! Θυμηθείτε ότι στον πολλαπλασιασμό αλά ρώσικα έχουμε μόνο πρόσθεση και πολλαπλασιασμούς και διαιρέσεις με το 2, δηλαδή ολισθήσεις!

Παράδειγμα:
Ας δούμε το παράδειγμα που είδαμε παραπάνω αλλά με δυαδικούς αριθμούς (Α = 11310 = 11100012, Β = 7710 = 10011012):
	Α
	Β
	Γ

	
	
	0

	1110001
	1001101
	1110001
(= 0 + 1110001)

	11100010
	100110
	

	111000100
	10011
	1000110101
(= 111000100 + 1110001)

	1110001000
	1001
	10110111101

(=1110001000 + 1000110101)

	11100010000
	100
	

	111000100000
	10
	

	1110001000000
	1
	10000111111101 
(=1110001000000 + 10110111101)

	11100010000000
	0
	10000111111101 (= 870110)


Άσκηση: Επαληθεύστε τους παραπάνω υπολογισμούς κάνοντας τις δυαδικές προσθέσεις

Άσκηση: Εκτελέστε τους δυαδικούς πολλαπλασιασμούς με τη μέθοδο του πολλαπλασιασμού αλά ρώσικα. Κατόπιν επαληθεύστε τα αποτελέσματα μετατρέποντας τους αριθμούς στο δεκαδικό σύστημα
11012 x 1102

101012 x 10012

1110002 x 1012

1001102 x 11002
4

