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ΦΥΛΛΟ ΕΡΓΑΣΙΑΣ   
ΕΝΟΤΗΤΑ : «Το 3ο Θέμα Εξετάσεων »   

1. Δίνεται το διάνυσμα 


  = ( 12 , κ2 + 2) , όπου κ  . 

   α) Να βρείτε το κ ώστε το 


  να σχηματίζει γωνία 60ο με τον άξονα x΄x . 

   β) Για τις τιμές του κ που βρήκατε στο (α) ερώτημα , να δείξετε ότι το διάνυσμα  


  = ( 75 , 15) είναι παράλληλο προς το 


  . 

2. Αν α


 = (0 , 2 ) και 


  = (  1 , - 1 ) , να βρείτε : α) το α β





  ,  β) το ( 3α


 - 


 )(α


+ 2


 )  ,  γ) την γωνία των α


,


  . 

3. Αν α


= β


 0 και α β
 

 = α


 τότε :  α) να δείξετε ότι 


 


  = 
2
1 2

   ,     β) να δείξετε ότι η 



),(   είναι αμβλεία , 

    γ) να βρείτε τη γωνία των διανυσμάτων 


u = 2


 +


  και 


v =2


 +2


 .   

4.  Αν 1,03OB2OA   και 
3
5

 , 

    α. να δείξετε ότι τα σημεία Α, Β, Γ είναι συνευθειακά.     β. να βρείτε τη σχετική θέση των Α, Β, Γ. 
    γ. να αποδείξετε ότι τα διανύσματα OB,OA  είναι ορθογώνια    δ. να αποδείξετε ότι η γωνία των O,OA είναι οξεία. 

5. Έστω τα διανύσματα )0,2(),2,1(   και x  για τα οποία ισχύουν:      )2//(x        )x(   

     α. Να βρείτε το διάνυσμα x    β. Να υπολογίσετε το συν ).x,(  

6.  Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με  0Α 60  και σημείο Δ της πλευράς ΒΓ ώστε  2 . Αν  ,  και       

        .22     α. Να αποδείξετε ότι: ).2(
3
1

     β. Να βρείτε το συν ).,(  . 

7.  Για τα διανύσματα  , 


  δίνεται ότι  1 , 2   
   και   ,

3
    

 


 .  Έστω τα  διανύσματα  u 2 3   

  ,   

     v 2   
  . Να υπολογίσετε : 

     Α.  Το εσωτερικό γινόμενο  


 .       Β. Τα μέτρα  u , v   των διανυσμάτων  u , v  . 
     Γ. Το εσωτερικό γινόμενο  u v   .        Δ. Το συνημίτονο της γωνίας των διανυσμάτων  u , v  . 
 
8. Σε τρίγωνο  ΑΒΓ  είναι  2   

 
  και  3   

 
 , όπου  1   

  και η γωνία των διανυσμάτων  , 


      

   είναι  2
3
  .   α)  Να υπολογίσετε τις παραστάσεις :         2 2

, 4 2 ,     
     . 

   β)  Αν  Μ  είναι το μέσο της πλευράς  ΒΓ  να εκφράσετε τα διανύσματα  


  και  


  συναρτήσει  των  , 


 . 
   γ)  Να βρείτε την γωνία των διανυσμάτων  , 

 
 . 

 
9. Δίνονται τα διανύσματα , 


 για τα οποία ισχύουν : 4, 5   

  και  10 


  

     α)  Να βρείτε την γωνία των  
   και  


.      β)  Να υπολογίσετε το μέτρο του διανύσματος  u    

 . 

    γ)  Αν το διάνυσμα    v ,       
      είναι κάθετο στο διάνυσμα  


 , να βρείτε την τιμή του  κ . 
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10. Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας ε που διέρχεται από σημείο Α(2,-3) και  
        i. έχει συντελεστή διεύθυνσης 2 .     ii. σχηματίζει με τον άξονα x’x γωνία  150  

       iii. είναι παράλληλη στην ευθεία 2xy:        iv. είναι κάθετη στην ευθεία 1
2
x3y:  . 

       v. είναι παράλληλη στο διάνυσμα )0,3(v 
 .           vi. είναι κάθετη στο διάνυσμα )0,5(u 


 

12. Δύο ύψη ενός τριγώνου ΑΒΓ έχουν εξισώσεις y = - x και  y = 
3
2 x +

3
1 . Η κορυφή  Α έχει συντεταγμένες (1 , 2) . Να βρείτε τις  

     εξισώσεις των πλευρών του ΑΒΓ . 
 
13. Έστω ένα τρίγωνο ΑΒΓ . Δίνεται η κορυφή Α(1 , 1) , η εξίσωση της διαμέσου  μγ : y = - x +1  και του ύψους υβ : y = 2 . Να      
      βρεθούν οι συντεταγμένες των  κορυφών  Β , Γ . 
 

14. Δίνεται η εξίσωση: x 2 λ(2x 3y 1) 0,λ R       (1) 
     α)Να αποδειχθεί ότι:   i)  Για κάθε   η εξίσωση (1) παριστάνει ευθεία. 
                                         ii) Όλες οι ευθείες που ορίζονται από την (1) διέρχονται από το ίδιο σημείο. 

     β) Ποια από τις παραπάνω ευθείες είναι κάθετη στην ευθεία (η): 1y x 3;
2

 
 

15. Δίνεται η εξίσωση: 2 2y 3x 0 (1)   
          i. Να αποδείξετε ότι η (1) παριστάνει δύο ευθείες 21 , .   

         ii. Να βρείτε τη γωνία που σχηματίζει με τον άξονα x΄x κάθε μία από τις 1 2ε ,ε . 
        iii. Να βρείτε την οξεία γωνία που σχηματίζει η ευθεία 0yx:n   με την 1  και με την 2 . 

16. Δίνονται οι ευθείες ε1: x + y + 1= 0 και ε2 : 2x +2y + 3 = 0 . α) Να δείξετε ότι  ε1 // ε2 . 
      β) Να βρείτε την εξίσωση της μεσοπαράλληλης των ε1 , ε2 .    γ) Να βρείτε την απόσταση των ε1 , ε2 . 

17. Δίνονται οι ευθείες ε1: y = λx + 3 , ε2 : y = (2λ – 1)x – 5 ,όπου λ  . 
     α) Αποδείξτε ότι για τις τιμές του λ που οι ευθείες ε1 , ε2 τέμνονται , το σημείο   τομής τους βρίσκεται σε ευθεία ε της οποίας να     
          βρείτε την εξίσωση . 
     β) Να βρείτε τις τιμές των α , β   ώστε η ευθεία ε να είναι μεσοπαράλληλη των  ευθειών  δ1: y = x - 2 , δ2 : αx – βy + 3 = 0 . 

18. Δίνονται οι ευθείες ε1: x + 3 y + 1= 0 και ε2 : 3 x +y + 5= 0 . 
      α) Αποδείξτε ότι οι ε1 , ε2 τέμνονται .    β) Να βρείτε τις εξισώσεις των διχοτόμων των γωνιών που σχηματίζουν οι ε1 , ε2 . 
19. Έστω τα σημεία Α(λ + 2, 2λ + 1), Β(λ-3, 3λ-2) και Γ(0, 3λ-5). 
      α. Να δείξετε ότι για κάθε  . τα σημεία Α, Β, Γ είναι κορυφές τριγώνου. 
      β. Να βρείτε το γεωμετρικό τόπο των σημείων Μ(x,y) για τα οποία ισχύει: OM2AM  . 
      γ.  Να βρείτε το λ, ώστε το τρίγωνο ΑΒΓ να είναι ορθογώνιο στο Β. 
      δ. Να βρείτε το λ, ώστε το εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ να είναι 8τ.μ. 
20. Α. Έστω τα σημεία Α(1 , 1) , Β(5 , 5) και η ευθεία ε : x – 2y – 1 = 0. Να βρείτε σημείο Γ της ευθείας ε , ώστε το εμβαδό του  
           τριγώνου ΑΒΓ να είναι  4 . 

       Β. Να βρείτε το γεωμετρικό τόπο των σημείων Μ του επιπέδου για τα οποία ισχύει : 2
),(
),(

2

1 



Md
Md

 , όπου ε1: x - 2y = 0 

            και ε2 : x + 2y = 0 . 
     Γ. Να βρείτε το γεωμετρικό τόπο των σημείων Μ του επιπέδου για τα οποία ισχύει : (ΜΑΒ) = 2 , όπου Α( - 5 , 0) και Β(3 , 1) . 
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21. Να βρείτε την εξίσωση του κύκλου σε καθεμιά από τις παρακάτω περιπτώσεις : 
    α) έχει κέντρο το Κ(3 , - 1) και διέρχεται από το σημείο Α(7 , 3)  β) έχει κέντρο το Κ(3 , - 1) και εφάπτεται της ευθείας  ε : y = 2x + 3 
    γ) έχει κέντρο το Κ(3 , - 1) και εφάπτεται του άξονα x΄x    δ) έχει κέντρο το Κ(3 , - 1) και εφάπτεται του άξονα y΄y 
    ε) έχει κέντρο το Κ(3 , - 1) και αποκόπτει από την ευθεία ε : 2x – 5y +18 = 0 χορδή μήκους 6 . 
22. Να βρείτε την εξίσωση του κύκλου σε καθεμιά από τις παρακάτω περιπτώσεις : 
      α) έχει αντιδιαμετρικά τα σημεία Α(5 , - 2) και Β( - 1 , - 4)  
      β) διέρχεται από τα σημεία Α(2 , - 6) , Β( 1 , 7) και το κέντρο του είναι σημείο της ευθείας ε : 3x + 2y = 0  
      γ) εφάπτεται στις ευθείες ε1: 2x + 3y - 2 = 0 , ε2 : 2x + 3y + 4 = 0 και το ένα από τα δύο σημεία επαφής είναι το Α(1 , - 2)  
23. Δίνεται ο κύκλος C : x2 +y2 = 10 . Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης του C στις παρακάτω περιπτώσεις :  
      α) το σημείο επαφής είναι το Α( 1 , μ)  , μ > 0    β) η εφαπτομένη διέρχεται από το σημείο Α( 0 , 4)  
      γ) η εφαπτομένη είναι κάθετη στην ευθεία ζ : y = - x + 13 . 
24. Δίνονται οι κύκλοι C1: x2 + y2 = 1 και C2: (x - 3) 2 + (y - 2) 2 = 4.  
      α) Να δείξετε ότι δεν έχουν κοινό σημείο.   β) Να βρείτε την εξίσωση της διακέντρου.  
      γ) Από όλα τα ζεύγη σημείων (Α, Β), όπου το Α ανήκει στον C1 και το Β στον C2, να βρεθεί αυτό για το οποίο τα Α, Β απέχουν τη   
          μικρότερη απόσταση.  
      δ) Να βρεθεί το ζεύγος σημείων (Γ, Δ) (το Γ στον C1, το Δ στον C2) με τη  μεγαλύτερη απόσταση.  

25. Δίνονται οι κύκλοι c1 , c2 με εξισώσεις c1: 2 2x y 4x 2y 1 0      και c2:    2 2x 2 y 25         ,  ,  . 
     α)  Να αποδείξετε ότι ο κύκλος  C1 έχει κέντρο το σημείο  Κ1 ( 2 , 1 )  και ακτίνα  ρ1 = 2 . 
     β)  Να βρείτε τις τιμές των  κ, λ   έτσι ώστε οι κύκλοι   C1 και  C2  να έχουν το ίδιο κέντρο . 
     γ)  Να εξετάσετε , αν τα σημεία  Α ( 4 , 1 )  ,  Β ( 1 , 1 ) ανήκουν στο κύκλο  C1  
 
26. Δίνεται η εξίσωση  2 2x y 4x 2y 3 0       και το σημείο  Μ ( 2 , 1 ) . 
     α)  Να αποδείξετε ότι η εξίσωση αυτή παριστάνει κύκλο    
     β) Να βρείτε τις εξισώσεις των εφαπτόμενων του κύκλου που διέρχονται από το σημείο   Μ ( 2 , 1 )  
     γ)  Αν  Α , Β  είναι τα σημεία επαφής των παραπάνω εφαπτόμενων με τον κύκλο , να βρείτε το εμβαδόν τριγώνου  ΜΑΒ 
27. Να βρεθεί η εξίσωση της παραβολής με κορυφή το (0, 0) στις παρακάτω περιπτώσεις :  
      α) είναι συμμετρική ως προς τον άξονα x΄x και διέρχεται από το σημείο (- 1 , 4) 
      β) είναι συμμετρική ως προς τον άξονα y΄y και διέρχεται από το σημείο (2 , 2) 
      γ) έχει άξονα συμμετρίας τον y΄y και εστία Ε (0, - 4)      δ) έχει διευθετούσα δ : x - 2 = 0  
       ε) η απόσταση της εστίας από τη διευθετούσα είναι ίση με  6 . 

28. Από το σημείο Α(- 2 , 3) προς την παραβολή y2 = 8x γράφονται δύο   εφαπτόμενες ευθείες . 
     α) Να βρείτε τις εξισώσεις των εφαπτόμενων αυτών ευθειών.  β) Να αποδείξετε ότι οι εφαπτόμενες αυτές ευθείες είναι κάθετες. 

29. Δίνεται η παραβολή y2 = 4x και η ευθεία (ε): y = x - 1.  
      α) Να δείξετε ότι η (ε) περνά από την εστία της παραβολής.   β) Να βρείτε τα κοινά σημεία Α , Β της (ε) και της παραβολής . 
      γ) Να δείξετε ότι οι εφαπτόμενες της παραβολής στα σημεία Α , Β είναι κάθετες. 

30. Δίνεται η παραβολή .x4ψ:C 2   και το σημείο 0t)t2,t( 2 Μ . 
 i) Φέρνουμε την ΜΑ Οψ και από το σημείο Α φέρνουμε ευθεία (ε) κάθετη στην ΟΜ. Να αποδειχθεί ότι η ευθεία (ε) διέρχεται    
     από σταθερό σημείο Τ όταν το t διέρχεται από το R* 
 ii) Αν )2,( 2 μμΝ  ένα άλλο σημείο της παραβολής τέτοιος ώστε ΟΜ ΟΝ να αποδειχθεί ότι η ευθεία ΜΝ διέρχεται από το Τ. 

31. Να βρείτε την εξίσωση της έλλειψης στις παρακάτω περιπτώσεις : 
      α) έχει εστίες Ε΄(- 3 , 0) , Ε(3 , 0) και μεγάλο άξονα 10     β) έχει εστίες Ε΄(0 , - 3) , Ε(0 , 3) και μικρό άξονα 8 

      γ) έχει εστίες Ε΄(- 4 , 0) , Ε(4 , 0) και εκκεντρότητα 
5
4    δ) έχει κέντρο το (0 , 0) , εστιακή απόσταση 12 και εκκεντρότητα 

5
3 . 

32. Να βρεθεί η εξίσωση της εφαπτομένης της έλλειψης 
2

2xC: y 1
3
  , η οποία  σχηματίζει με τους ημιάξονες Οx,Oy ισοσκελές  

      τρίγωνο. 
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33. Ο κύκλος με κέντρο το Ο(0 , 0) και ακτίνα β διέρχεται από τις εστίες της έλλειψης 2

2

α
x  + 2

2

β
y  = 1 με α > β . Να βρεθεί η    

        εκκεντρότητα της έλλειψης . 

34. Να βρεθεί η εξίσωση της υπερβολής που εφάπτεται στην ευθεία ε:x-ψ+1=0 και  έχει τις ίδιες εστίες με την έλλειψη  (C):  

        1
1625

x 22


ψ  

35.Να βρείτε την εξίσωση της υπερβολής στις παρακάτω περιπτώσεις : 
     α) έχει εστίες Ε΄(- 3 , 0) ,  Ε(3 , 0) και απόσταση κορυφών  4   β) έχει εστίες Ε΄(0 , - 6) ,  Ε(0 , 6) και εκκεντρότητα 2 
     γ) έχει εστίες Ε΄(- 4 , 0)  , Ε(4 , 0) και ασύμπτωτη την ευθεία y = 5x  
     δ) έχει κέντρο συμμετρίας  το (0 , 0) , εστιακή απόσταση 10 και απόσταση κορυφών  8 . 
     ε) έχει κέντρο συμμετρίας  το (0 , 0) , είναι ισοσκελής και ένα σημείο της είναι  το Μ(1 , 4)  

    στ) έχει κέντρο συμμετρίας  το (0 , 0) , ασύμπτωτη την ευθεία y = - 
3
4 x  και εστιακή απόσταση 20 . 

36. Ο κύκλος με εξίσωση x2 + y2 = 16 διέρχεται από τις κορυφές  υπερβολής με       εστίες στον y ΄y  , της οποίας η μια ασύμπτωτη  

      έχει εξίσωση  y = - 
3
4  x .   Να βρεθούν : α) οι εστίες της υπερβολής   β) η εστιακή της απόσταση    γ) η εξίσωσή της     

     δ) η εκκεντρότητά της  και ε) να προσδιοριστεί το ορθογώνιο βάσης της υπερβολής. 

37. Α. Να υπολογίσετε το εμβαδόν του τριγώνου που σχηματίζεται από τις ασύμπτωτες της υπερβολής  
16
x 2

 - 
9

y2

 = 1 και την  

           ευθεία  y = 2 .  

Β. Να βρείτε την εξίσωση της ισοσκελούς υπερβολής που έχει τις ίδιες εστίες με την έλλειψη 
25
x 2

 + 
16
y 2

 = 1 .  

Γ. Να βρεθούν οι εξισώσεις των εφαπτόμενων της υπερβολής  x2 - y2 = 16 , οι οποίες σχηματίζουν γωνία 120ο με τον άξονα x΄x  

38. Δίνεται η υπερβολή C : 2

2

α
x  - 2

2

β
y  = 1 και Μ (x1, y1) ένα σημείο της διαφορετικό   από τις κορυφές της . Αν  ε΄ είναι η κάθετη      

      στην εφαπτόμενη  ε  της C στο Μ   και Γ , Δ τα σημεία τομής της  ε΄  με τους άξονες x΄x , y΄y αντίστοιχα τότε :   
      α) να βρεθεί συναρτήσει των x1, y1 η εξίσωση της  ε΄       β) να βρεθούν οι συντεταγμένες των Γ και Δ 
      γ) να βρεθούν οι συντεταγμένες του μέσου Ν του ΓΔ       δ) να αποδειχθεί ότι  το Ν  βρίσκεται μια υπερβολή C1. 

39. Θεωρούμε τις ελλείψεις : 
2 2 2 2

1 24 4 2 2
x y x yC : 1, C : 1, 1 α β.
β α α β

        Από σημείο )y,x( 00Κ  του C1 φέρνουμε  

      εφαπτόμενες στην C2 και έστω Λ και Ν τα σημεία επαφής. 
i) Να βρεθεί η εξίσωση της ΛΝ.     ii) Να δείξετε ότι η ΛΝ είναι εφαπτομένη του κύκλου 1y x:C 22  . 

 

40. Έστω η υπερβολή 
2 2

2
x yC: 1 0 β 2,
4 β
     και το σημείο της 0 0Μ(x ,y )  0 0x y 0   

i) Βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης (ε) της (C) στο σημείο της Μ καθώς και την εξίσωση της ευθείας (δ) που διέρχεται από    
   το Μ και είναι κάθετη στην εφαπτομένη (ε). 
ii) Έστω ότι η ευθεία (δ) τέμνει τον άξονα x΄x στο σημείο Τ(4,0) και ε η εκκεντρότητα της υπερβολής.     

    Να αποδειχθεί ότι : α) 20
4x
ε

   και β) 1< ε 2  


