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ΦΥΛΛΟ ΕΡΓΑΣΙΑΣ  (2)   
ΕΝΟΤΗΤΑ: «Θεώρημα Bolzano – Ύπαρξη ρίζας»   

Εργασία 1η:  1.Να δείξετε ότι: α) Η εξίσωση (x + 1) 2x+1 – 1 = 0 έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο (-1,0)  
                                                β) x4+(α22)x2+(α1)x=α2, α0  στο  (0,2) 

2. Να αποδείξτε ότι : α)  η εξίσωση 
2018 2020x 1 x 2 0
x 1 x 1

 
 

 
έχει μια τουλάχιστον ρίζα στο (-1,1). 

                       β) η εξίσωση x x 0
6x 4x
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 έχει μια τουλάχιστον ρίζα στο ( , )
6 4
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3. Όμοια και οι εξισώσεις:  α) 3x+lnx4=x2+4 στο (1,e)    β) ex1= x
x

  στο (0,1). 

 
Εργασία 2η:  1. Έστω f συνεχής στο [α, β] με f(α)≠f(β). Να δείξετε ότι υπάρχει xο(α,β) ώστε   
                         5f(xο)=2f(α)+3f(β). 
 
2. Αν οι συναρτήσεις f, g είναι συνεχείς στο [α,β] και f(α)=g(β), f(β)=g(α), να δείξετε ότι   
    υπάρχει xο(α,β) ώστε f(xο)=g(xο). 
 
3. Δίνεται η συνεχής συνάρτηση f για την οποία ισχύει f(α)+f(β)=α2+β2. Να δείξετε ότι η   
      εξίσωση f(x)=x2 έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο διάστημα (α,β). 
 
4. Δίνεται η συνεχής και αύξουσα συνάρτηση f:[0,1] [5,6].  Να δείξετε ότι η γραφική της   
     παράσταση έχει ένα τουλάχιστον κοινό σημείο με την y=5x2x+4. 
 
5. Έστω συνάρτηση f ορισμένη και συνεχής στο [α,β]. Να δείξετε ότι η f(x)=0 έχει μία  τουλάχιστον   
     ρίζα στο  (a,b) αν:   i) (1+a2)f(a)+(1+β2)f(β)=0   ii) e–af(a)+e–βf(β)=0, a,β≠0 
 
6. Δίνεται η συνάρτηση f συνεχής στο [0,2] ώστε f(0)=f(4). Να δείξετε ότι υπάρχει x0(0,2)   
    τέτοιο ώστε f(xο)=f(xο+2). 
 
7. Δίνεται η συνεχής συνάρτηση f για την οποία ισχύει:  f 3(x)+βf 2(x)+γf(x)=x32x2+6x1  
     όπου β,γ πραγματικοί με β2<4γ. Να δείξετε ότι υπάρχει μία τουλάχιστον ρίζα της f στο (0,1). 
 
Εργασία 3η:  1. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση x3x 1=0 έχει ακριβώς μία ρίζα στο διάστημα (0,1). 

2. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση x
x
 


α=0, με α,β,γ>0 και γ<β έχει ακριβώς μία ρίζα στο (β,γ). 

3. Δίνονται οι συνεχείς και αύξουσες συναρτήσεις f και g στο [α, β], για τις οποίες ισχύουν     
    f(α)=g(β) και f(β)=g(α). Να δείξετε ότι υπάρχει μοναδικό xο στο (α, β) τέτοιο ώστε  
    f(xο)=g(xο). 
 
4.  Έστω συνάρτηση f συνεχής και φθίνουσα στο Δ=[1,5]. Αν f(3)=0 να δείξετε ότι: 
      α) f(1)>0 και f(5)<0   β) Η εξίσωση f(2x+3)=x έχει μοναδική ρίζα. 
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Εργασία 4η: 1. Να δείξετε ότι η εξίσωση ημxημα= π
2
x έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο π0,

2
 
  

. 

2. Έστω f, g συνεχείς στο [α, β] ώστε f(α)+f(β)=g(α)+g(β). Να δείξετε ότι υπάρχει ρ[α,β]  ώστε  
    f(ρ)=g(ρ). 
 
3. Έστω f συνεχής στο [0,1] με 0≤f(x)≤ 2 για κάθε x[0,1]. Να δείξετε ότι η εξίσωση     
    f2(x)2f(x)+3x=0 έχει μία τουλάχιστον λύση στο [0,1). 
 
4. Δύο συναρτήσεις f και g είναι συνεχείς στο Δ και για κάθε x ισχύει f(x)g(x)=cx, cR. Αν η  
   εξίσωση  f(x)=0 έχει δύο ρίζες ετερόσημες ρ1,ρ2Δ, να δείξετε ότι η εξίσωση g(x)=0 έχει    
   τουλάχιστον μία ρίζα στο διάστημα [ρ1,ρ2]. 
 

5. Δίνεται η συνάρτηση f συνεχής. Να δείξετε ότι υπάρχει ξ[0,
2
π ] ώστε f(ημξ)=f(συνξ).  

 
6. Δίνεται η συνάρτηση f(x)=αx2+βx+γ, α0. Αν 5α+3β+3γ=0 να δείξετε ότι: 
     α) f(0)+f(1)+f(2)=0    β) Η εξίσωση f(x)=0 έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο [0,2].    
 
 
Εργασία 5η:  1. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση x=αημx+β, (α,β>0) έχει τουλάχιστον μια ρίζα θετική  
                        που δεν υπερβαίνει το α+β. 
 
2. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση x20+α12x8=α20, α<0, έχει μία τουλάχιστον ρίζα xο>α. 
 
3. Αν λ>0 και μ+λ+1<0 να δείξετε ότι η εξίσωση x3+μx2+λ=0 έχει δύο τουλάχιστον ρίζες στο   (1,1). 
 

4. Να δείξετε ότι η  1 2 3
x α x β x γ

 
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=0 με α<β<γ έχει ακριβώς δύο ρίζες στο [α, γ]. 

 
(*)Εργασία 6η: 1. Δίνεται συνεχής συνάρτηση RRf :  για την οποία ισχύει η σχέση: 
                        xxxxfxxfx   )()(2  για κάθε Rx . 
α) Να βρείτε τις τιμές )0(f και )1(f . 
β) Να αποδείξετε ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον )1,0(,  τέτοιο, ώστε  3)(4 f . 

 

2. Δίνεται συνάρτηση Rf ]3,1[:  συνεχής και γνησίως αύξουσα, η οποία έχει μοναδική ρίζα στο 
διάστημα (1,3). Να αποδείξετε ότι:   

α) 0)1( f  και 0)3( f , 
β) η εξίσωση: )2()3()2()1(  xfxxfx  έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο διάστημα (1,3). 
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