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ΦΥΛΛΟ   ΜΑΘΗΜΑΤΟΣ  &  ΕΡΓΑΣΙΑΣ 

ΑΛΓΕΒΡΑ    B’  ΕΠΑΛ                                                             
ΠΟΛΥΩΝΥΜΑ


                 4.3   ΠΟΛΥΩΝΥΜΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ
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Πολυωνυμική εξίσωση βαθμού ν     

    ονομάζουμε κάθε εξίσωση της μορφής :                     π.χ.    2x3 - 5x2 + x - 2 = 0
    αvxν + αv-1xν-1 + … + α1x + α0 = 0,         αv ≠ 0                        -3x6 + 5x2 + 1 = 0
Ρίζα μιας πολυωνυμικής εξίσωσης   ονομάζουμε κάθε ρίζα του πολυωνύμου 

   P(x) = αvxν + αv-1xν-1 + … + α1x + α0,  δηλαδή κάθε αριθμό ρ,  για τον οποίο ισχύει Ρ(ρ) = 0.
Επίλυση μια εξίσωσης:    για να λύσουμε μια πολυωνυμική εξίσωση Ρ(x) = 0,     

   παραγοντοποιούμε το Ρ(x) και αναγόμαστε έτσι στην επίλυση πολυωνυμικών εξισώσεων 
   μικρότερου βαθμού.
   π.χ.     Ρ(x) =  P1(x)·P2(x)…Pk(x) = 0   ⇔  (P1(x) = 0  ή  P2(x) = 0  ή  …  Pk(x) = 0
ΘΕΩΡΗΜΑ
   (ακέραιων ριζών)   Έστω η πολυωνυμική εξίσωση    αvxν + αv-1xν-1 + … + α1x + α0 = 0, με 
   ακέραιους συντελεστές. Αν ο ακέραιος ρ ≠ 0 είναι ρίζα της εξίσωσης, τότε  ο   ρ είναι 
   διαιρέτης του σταθερού όρου  α0.
Απόδειξη: 

Αν o ρ ≠ 0 είναι ρίζα της εξίσωσης, τότε διαδοχικά έχουμε  
            αvρν + αv-1ρν-1 + … + α1ρ + α0 = 0   ⇔    α0 = -αvρν - αv-1ρν-1 - … - α1ρ

                                                            ⇔    α0 = ρ(-αvρν-1 - αv-1ρν-2 - … - α1)

Επειδή οι    ρ, α1, α2, …, αν   είναι ακέραιοι έπεται ότι και o    -αvρν-1 - αv-1ρν-2 - … - α1 
είναι ακέραιος.  Από την τελευταία ισότητα συμπεραίνουμε, ότι ο ρ  είναι διαιρέτης του α0.

π.χ.     Να λυθεί η εξίσωση    x3 - 3x2 + x + 2 = 0.
           Οι πιθανές ακέραιες ρίζες είναι   οι διαιρέτες   ±1, ±2   του σταθερού όρου.
           Με το σχήμα Horner εξετάζουμε αν κάποιος από αυτούς μηδενίζει το πολυώνυμο 

           P(x) = x3 - 3x2 + x + 2
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P(1) = 1 ≠ 0
Άρα το 1 δεν είναι ρίζα του Ρ(x)
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P(-1) = -3 ≠ 0
Άρα το -1 δεν είναι ρίζα του Ρ(x)
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P(2) = 0
Άρα το 2 είναι ρίζα του Ρ(x)
Επομένως το x - 2 είναι παράγοντας του Ρ(x)    και  P(x) = (x - 2)(x2 - x - 1)
Εύκολα βρίσκουμε ότι οι ρίζες του    x2 - x – 1  είναι    
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ
1)  Να λυθεί η εξίσωση:    x4 + 5x3 + 9x2 + 8x + 4 = 0.
Απάντηση:

Οι πιθανές ακέραιες ρίζες είναι   οι διαιρέτες   ±1, ±2, ±4   του σταθερού όρου.
Με το σχήμα Horner εξετάζουμε αν κάποιος από αυτούς μηδενίζει το πολυώνυμο
  Επειδή όλοι οι συντελεστές της εξίσωσης είναι θετικοί, οι διαιρέτες 1, 2, και 4 αποκλείεται να είναι ρίζες της.   Επομένως οι πιθανές ακέραιες ρίζες είναι   -1, -2, και -4
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Άρα το  -1 ……………….….. ρίζα του P(x)                   Άρα το  -2 ………….. ρίζα του P(x)
Επομένως το P(x) = (x ………)( ………………………………………..)
                                                     3ου βαθμού
Αν επαναλάβουμε την παραπάνω διαδικασία για το    …………………………………………………….
Οι πιθανές ακέραιες ρίζες είναι   οι διαιρέτες   ±….,   ±…….   του σταθερού όρου (απορρίπτουμε τις θετικές) άρα :
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Άρα το  -1 ……………….….. ρίζα                                 Άρα το  -2 ………….. ρίζα 

Επομένως το P(x) = (x ………)( x …………)( ………………………….. )
                                                                 2ου βαθμού
Ελέγχω για τις ρίζες του πολυωνύμου 2ου βαθμού :   Δ = ……………………………………………………..
Άρα η εξίσωση  P(x) = 0   έχει  λύσεις:   x = …………  και   x = …………  
2)  Να λυθεί η εξίσωση:    5x4 = 6x2.
Απάντηση:

5x4 = 6x2    ⇔   5x4 - 6x2 = 0    ⇔   x2 (5x2 – 6) = 0    ⇔     x2 =0    ή    5x2 – 6 = 0
                                                                                  ⇔     x =0      ή    5x2 =  6 
                                                                                  ⇔     x =0      ή    x2 = 
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                                                                                  ⇔     x =0    ή  x = -
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Άρα η λύσις της εξίσωσης  5x4 = 6x2    είναι  x = ……
( Να λύσετε τις ασκήσεις 1 και 2 (Α ομάδας ) του σχολικού βιβλίου.
ΠΡΟΣΗΜΟ  ΓΙΝΟΜΕΝΟΥ
  Όταν μας ζητάνε να λύσουμε την ανίσωση  P(x) > 0   ή    P(x) < 0   πρέπει να βρούμε που

γίνεται θετικό  και πού αρνητικό το  P(x).    Δηλαδή να βρούμε το πρόσημό του.
   Αφού μετατρέψουμε σε γινόμενο το P(x),  βρίσκουμε τα πρόσημα των παραγόντων του και σχηματίζουμε πίνακα όπως παρακάτω:
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Έστω   P(x) = (x ‒ 1) (x2 + x ‒ 6) (2x2 + x + 1).
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Άρα όταν μας ζητάνε να λύσουμε την ανίσωση  P(x)  > 0   λέμε   
[image: image6.wmf](

)

(

)

ÎÈ¥

x-3,12,+


      όταν μας ζητάνε να λύσουμε την ανίσωση  P(x) 
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 0   λέμε   
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      όταν μας ζητάνε να λύσουμε την ανίσωση  P(x)  < 0   λέμε   
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      όταν μας ζητάνε να λύσουμε την ανίσωση  P(x) 
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 0   λέμε   
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ
1)   Να λύσετε την ανίσωση:      x3 + 2x2 + 3x + 6 > 0
     Απάντηση:

Βρίσκουμε τις ρίζες του   P(x) = 0    ή     x3 + 2x2 + 3x + 6 = 0



     Επομένως P(x)  > 0   όταν  
[image: image12.wmf](

)

Î¥

x2,+


2)   Να λύσετε την ανίσωση:      x3 - 3x + 2 < 0
     Απάντηση:

Βρίσκουμε τις ρίζες του   P(x) = 0    ή     x3 - 3x + 2  = 0

οι διαιρέτες   του σταθερού όρου είναι  ±1, ±2   
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   άρα P(x) = (x + 1)( x2 – x + 2) 
το    x2 – x + 2    έχει   Δ = (-1) 2 – 4·2 = - 7 < 0   άρα δεν έχει ρίζες.  

  Επομένως η ανίσωση  P(x) < 0    έχει λύσεις 

  τους αριθμούς 
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3)   Να λύσετε την ανίσωση:      x3 - 2x2 - x + 2 < 0
     Απάντηση:

Βρίσκουμε τις ρίζες του   P(x) = 0     ή     x3 - 2x2 - x + 2  = 0

οι διαιρέτες   του σταθερού όρου είναι  ±1, ±2   
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άρα P(x) = (x + 1)( ……………………….)
το    …………………………………    έχει   Δ = …………………………………………….  

και ρίζες  ………………………………………………………………………………………………..  

άρα P(x) = (x + 1)( …………..)( …………..)  



  Επομένως η ανίσωση  P(x) < 0    έχει  λύσεις  τους αριθμούς  
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ΕΠΑΛ ΚΑΛΑΜΑΡΙΑΣ





το x – 1  έχει ρίζα το 1.  Δηλ. γίνεται 0 για x=1.


Το πρόσημο του x είναι +.  


Ξεκινώ να βάζω +  από το τέλος ώσπου να βρω το 0, μετά αλλάζω και βάζω  -.





το x2 + x – 6  έχει ρίζες το -3 και το 2.  


Δηλ. γίνεται 0 για x=-3 και x=2.


Το πρόσημο του x2 είναι +.  


Ξεκινώ να βάζω +  από το τέλος ώσπου να βρω το 0, μετά αλλάζω και βάζω  - , ώσπου να βρω το 0, μετά αλλάζω και βάζω  +.





το 2x2 + x + 1  δεν έχει ρίζες.  Δηλ. δεν γίνεται 0 ποτέ.


Το πρόσημο του 2x2 είναι +.  


Ξεκινώ να βάζω +  από το τέλος ώσπου να βρω το 0, και επειδή δεν βρίσκω 0 συνεχίζω να βάζω  +.





Τέλος το πρόσημο του P(x) προκύπτει από τον κανόνα του πολλαπλασιασμού.


 Δηλ. στο (-� EMBED Equation.DSMT4  ���,-3) θα έχω   (-)·(+)·(+) = - 


όμοια στο (-3,1) θα έχω   (-)·(-)·(+) = +


και στο (1,2) θα έχω   (+)·(-)·(+) = -


και στο (2,+ � EMBED Equation.DSMT4  ���) θα έχω   (+)·(+)·(+ ) = +








α) τρόπος


x3 + 2x2 + 3x + 6 = 0 � EMBED Equation.DSMT4  ���


x2(x+2) + 3(x+2) = 0 � EMBED Equation.DSMT4  ���


(x+2)( x2+ 3) = 0 � EMBED Equation.DSMT4  ���


x = - 2    ή    x2 + 3 = 0 (αδύνατο)


άρα P(x) = (x+2)( x2 + 3)








β) τρόπος


1�
2�
3�
6�
ρ = -2�
�
�
-2�
0�
-6�
�
�
1�
0�
3�
0�
�
�



άρα P(x) = (x+2)( x2 + 3)








κάνω τον πίνακα των προσήμων





κάνω τον πίνακα των προσήμων
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