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��
 �	� ��

��� ���	�
B@ ��

�� �� ��
�$! ��� 1� �	� ����
� ����
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 �� ��!�� ��� �
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 ��� �
	� ����	� 1� G ��
 %� �� ��

������� �� �	�
��
 ����� ����	�� ����� ��
 �� ���&�
���� ��!���� ��� �� �������# �� �
	� ����	� ����
�������
 ��!�2�	 %�� %!��,
��# �� ���&�
���� ��!���� ��� �
	*����
 ��� �&�
��
�$�� ��� �

����� �������
 ����!�	 %�� %!��,
��# >�
*�	 %�� %!��,
��
�����*���� �
� -��
���. ���	�� ��� ������	*����
 �� ���� ��
�$! ��� ��� �
� ����
�� ���
�

����� �� �
�! ���!� ��� ��
�$!# ,����	*���
 �� ��

��������
 �� �!�� ��� ����
��
�� �� ����
�� �
������

a = |BΓ|, b = |ΓA|, c = |AB|
��
 �� ���
� ��� ���
�� ��� �

����� �� �� �
�
� �����
��

α = |BAΓ|, β = |ΓBA|, γ = |AΓB|.
���� ������
���&� ����&� �� �
��
����
� ����� ��
 ��� ������� ��$���
�# ;
 ���	��
1G%� G%1� %1G ���
�&�� ��
 �	��
 ���	���
�� '��
�
%� ��� ����
�� 1%� G1� %G# ��
��
�
��� ��� ����� ��� ����
��

p = a + b+ c,

������
 ��!*��%!�	 ��� �

�����# /&� �
	���� 1G% ��
 19G9%9 ���� ��
 �	��
 ;6�� ����
����� 	��� ���	���
��� ����
�� -a = a′, b = b′, c = c′. ��
 ���	���
�� 	��� ���	�� -�F�9�
�F�9� �F�9.# ;
 ���
��� 
�
������ -��
�����. ��� �
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 ����)��
% ���'�
� �
�!������
�� �� 3Y ��
 ���������� �� ���� ��
 ��� ��������� ��
 ����)��
* "!� ������ 3 ��� 4%
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 -5������� 
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 ���
� ���������
��� ���
��� ���� -|AB| = |A′B′|, |BΓ| = |B′Γ′|, |ΓA| = |Γ′A′|. ����� ���* "���
 ���
� ���
��� ����������� ������ ����* ,������ �������� ��� ���������� ���� ���
��� �� �
���������
���� ������*
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'5*��� �:(:� -/�
 Pasch 1843-1940. $� ��� �
���� ε ������ ��� ���
�� $& ��
 ����)�
��
 ��� 
�� 
�������� ��� ��� ���
# ��
% ���� �� ������ ��� ��� ��� ��� ����� ���
���*
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�&�� �� �����
���	 �� ���
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���
 �������'

�
�� ��
� ���	�� ��� �
	�� ����
�� �� �������	 � �����!�# 92��
 �� ��*� ��� �� ��	���#

�� �������	� 1�	��� >#=#4 $�	����
 ���������� ������ � 
�
����� ��� ��$
�*�
 ���
��������
 ��� �� �
����&���� ��
�����# ( �
��
������ ��� $�	����
 ��
 ��� ��� �������
�
����� ����� ��
 ��� ������ ��� ��������	# ;
 �&� ����� �
�����
� �	���� �
� ��&�� ���
�������
�
�� ��� �
���
 �� �
�����
 ����	�� �� ����
 �� �����	��
 ���
� ���� 
���

���&�
��� ����
 ��� ��
������# 92�� ��!��� ��
���
�� �
������� ���
�	 �� ��	 ����	� ���
[Bel07]#

�! %��$ �:(:� 	�� �� " ����� ��� ��������� ������ ��
 ����)��
% ���� � $" ������
��� �������� ���
�� &� ��
 ����)��
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 ����&� ���� �

���&� �� �!�� ��� �
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	���� ����� ���	���
��� ����
��
	���� ���� �	��
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 ���	���
��� ���	�� ���� -�
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��; ( ����
�
��� �������
��� �	��
 �&�����# 6����
�����
 �� ��� ����
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�������	�� �
���
 ��
�����!����� �
�$�
� *��!���� ��� � �����
�$! ���� �� �
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������ �����	��
 ���� ��� ����	� 29#
1��� �	��
 �� ����	� ��� ���	� ����
�����
�	��
 � |EA|+ |EB|#
;'��$�$ �:�
:� "�
����� 
!� 
��#������� ������ $ ��� & ��� ��� �
�� ����� ��� �
�����
3Y ��� ������ 	 ����!���� ��D �
� �* E� (����� � ���� 4 ��
 	 ��� ��� ����� �� ������
$43 ��� &4Y ����� ����*

A

B

EZ

X Y

A'

M

,�!�� A5+ ,���	� ��������� H ��� �� 1 ��� G

���
����0 92��� ��
 �&���� �� �
������ ��
 �
����� � ���� ��� H# 0
�����
�� ��� HG ��

��
� �� ���!� H19 	�� �� �� H1# �� �
	���� H119 �	��
 
�������� ��
 � 8Y �� ��������!�
�	��
 �
������� ��� ��
�$!� ��� H# ,������ � 119 �	��
 ������� ���� 8Y ��
 ��� �����

��� ����� : ��� 119 -0�

��� >#?#�.# ,������ �� 19 �
���
�
	*���
 ��� �� ��������
$�
������ ������ 1: ��� �� 1 ���� 8Y ��
 �
�����	������ ���!� �
�� �� : ���� ��
�
����
�# ( ���! ��� 19G �� ��� 8Y �
���
�
	*�
 �� *���&���� ����	�#

.+ ���7
 2	��
 ��
�����	��� ��
 � �&�� ��� �&� �������	�� ���!���� �
	*���
 ��� ��
	�
� ����	�# ,��� $��
�! ���� ���
���
��	 ���� ���� ��� ���������� ���� ��� ���	�� �
�
���	�� ��� ���������
 ��� �� 1� ��������
 ���� 8Y -������
�. ��
 � �� ���������� �'
��	�� ��� ��
�� ��� �� G� ���
 �&� 
�
������ ������
���+ �. �� �!��� |AZ| + |ZB| �	��

�� ����
��� �������� �. � ���	� 1H8 -������
 ���	� ����������. -��!�� 74. �	��
 	�� ��
��� ���	� Y HG -������
 ���	� ���������.#

;'��$�$ �:�
:" "���� ���% �� |AB| < |AΓ|% ���� � ���(�� " ��� ���
# � $ ����
���
�� &� ��
 ����)��
 $&� ����� ��� ����� ��� & ��� ��� ��� � -|BΔ| < |ΔΓ|.*
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�! %��$ �:��:� $�� ������ $ ����� �
����� ε ������ ��� ���������� ���� �
� �*

A

B ε

δ

,�!�� A<+ 0�
������� ��� ����	�

$��
����0 "��� �� �
����&���� ���
��
 � ������� 1G ��	 ��� �# 2�	��� ���������*���

� ������� � ��� 1G ��� ����	� ��� G -��� �� ����
� ���� �
����&���� ��
��
�$�.# ;

����	�� � ��
 �� ���� �� 0�

��� >#>@#A� �	��
 ��
������� � �#�#�#

.+ ���7� ( �
����� ���$�	����
 �
� ��� &��
�� �
�� ��
���!���# /�� ���
 ���� �	����
�
� ��� �����
������ ���!� ��� ��
���!���# 6� ��&�� ��
����� ��
 ��� ���
��	��
 �
�
���
�! ������� -��	���. ���� ��� ���	� ��������� ��
 ��� ���
��
 ���� ��
������� ���
��� ������������	��# ;
 �
�����
� ��� �����	���� ���

 ��&�� ��� �
�
������� �������
��� ������� ��� �����
������� ��� ��
���!���# ,��
	*����
 ������
��
�� ��
� 
�
������
-��
�����. �
� ����	��� ���	�� ��
 �
	���� ��� ����!���� ��
 
��&��� -��
� ��
��
�$���
>#�'>#=.# ����
�� �
�����
� �������&� �� ���
��	���� ��� ��������� '� ��%$	 >����7
%!*�	# ;
 �
�����
� ��� 1������� %�����
	�� ����� 
��& ���� ���� 2����	��
� %�����
	�
���� ��������� ��� �����
������ ��� ��
���!��� ��� ��
 ���� �������� A��!������
>����%!*� ���� ���	� ��������� ��
 ���
���� ��

�����
�� ��� �	� ��
������� ��� ��'
��	� 1 �
�� ����	� �# :
� �������	� �
����� ��� 1������� %�����
	�� �����
��&���� ��

���� ������� ��
��
�$�� �
� �� ��
������ �����
� ���� 2����	��
� %�����
	� ��������

��� �����
������ ��� ��
���!���#

;'��$�$ �:��:� ��� ������ $ ��� & ���� �
����� !@��� 
!� ���� ������� $" ��� &�*
"���� ��� � �" ����� ���������� ��� �
����� $&*

Α Β

ΓΔ

ω ω

Ζ

Χ Υ

,�!�� A=+ �
���*
� Saccheri

���
����0 �� �
	���� 1G/ ��
 1G% �	��
 	��� �� ������ ��� 1G ��
�!� �
� 1/ ��
 G%
	��� �� ��������!� ��
 �
� ��

�������� �� ����� ���	�� 	��� �� �
��� -0%0'�

�!

�.#
,�������
 ��
 �
 1% ��
 G/ �	��
 	��� ��
 �� ���� ��
 ��
 �� �
	���� 1/% ��
 G/% �	��

	�� -000'�

�!

�.# 1�� ��� 
������ ��� �������	�� �

����� ��������
 ��
 � 
������
��� ���
�� 8/1 ��
 Y %G# ��
� ���� �����
�� ��
 �
 1G ��
 %/ ��� ��������
 �
� ���
�
� ������ ������!�# )������ ��
 ��������
 �� ����	� H ��
 ������	*��� �� ���� ���	�
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*# ���� ��� �
	���� /1H � �����

�! ��� / �� �	��
 � F B@N*� ��� �� G%H � �����

�!
��� G �� �	��
 B@ F �N*# 1�� �
� �&� ����� ��������
 ��
 �* F @� ��� �	��
 �����# 91
�
�
 1G ��
 %/ �	��
 ��
�������#

.+ ���7
 �� ��!�� 1G%/ ��� �
���������� ������� �����*���
 /����'�� ��
 Sac-
cheri (1667-1733) ��
 ��	*�
 
�
�	��
� 
��� ���� �����	��� ��� )��
���
�!� %�����
	��#
:��� ��� ��
����! ��� ��
������ ��� ��
���!��� �� ��&�� ��
 � ���	� � �	��
 �
�!# ,���
��
�&�� $��� ����� ���� ��� ������ ����� ����
 ����
� ��
����! �
� �
� ��
�������� ���
���
�&�� �� �����	����� ���
 ����
�#

;'��$�$ �:��:
 $�� �� ������ $ ��� $C �
����� ε ��� ���� �� �
�� ����� ��� #���

!� ��� �� ���� $&% $C&C ��� �� ��� �
�� ����� � ���� ��� ε* "���� ��� � &&C �����
���������� ��� ε*

A Γ A* Γ∗

B B*

ω ω ε

ζ
Β Β∗

Α Γ Γ∗ Α∗

ζ

εω ω

,�!�� AA+ 9J�� ���&�
���� ��!���� ��
 ��
�������

���
����0 7�
� �
� �������� G% ��
 GL%L �
�� ��� �# �� �
�����
� �
	���� 1G% ��

1LGL%L ����� 	��� �����	������ ��
 �	� ���	� -�. �
�$�
��
�! ��� �
�!� 	��� �������
�	��
 	�� -91����� >#>@#?.# ,������ �
 ������� G% ��
 GL%L �	��
 	��� ��
 �� �����
����
�
��&���
 ��� ��� 91����� >#>4#>#

;'��$�$ �:��:� 2	��� ��� �� 
�������� ��� ������ $ ����)��
 $&� �����
� ��� ��������
���
�� ��� ������0 " -�������� . ��� 	 -�������� .* ?��(��� ��� ���
# & ��� 4 ���
��� $	 ��� 
��������� �� �� �� &4 ���� �� 4 ����� �� �* "���� ��� �� � ����� ��� ���
�
����� $�* "���� ������ ��� � �& ����� ���������� ��� $"*
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�!

�.�
�
� �
 ���	�� ���� ��� 1 �	��
 	��� ��
 ���
�! � 1H �	��
 �
������� ��� ��
����
����
�!�
��� ���	�� ��� 1� � 1( �� ����	���
 �� ��� ����	� 1%# ;
 �&� ����	�� 1/ ��
 HG �	��

������� ���� 12� �
� ��� ��������
 -0
����� >#>�#>.#



����� �� �
������
 ��	���	 ������	�� <4

��� &
 *��
���� �"���� ������
�

��,!$�� �:�":� -B�)���� ��� Saccheri-Legendre. �� ���� ������� $&� �� ��������
��� ����)� ��
 ����� ���������  ��� ��
 678 -α + β + γ ≤ 180.*
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Γν−1

Αν

Γν

α α α α α α α α

β β β β β β β βγ γ γ γ γ γ γ γω ω ω ω ω

,�!�� AB+ :
� �������	� 	��� �

�����

$��
����0 :� �
� ������ ������!# E��
���� �� ��� ������� ��
 ���
��
 �
	���� 1G%
�� α + β + γ > 180 ��
 ��	������ ��
 ���� �����	 �� �����# ��������&�� � ���	�
�$�
��� 
�	�� �

����� ���� ��

� ���
 ���� �
 ����
� ���� B1Γ1,Γ1Γ2, ... �� �	��
 �
����
��
	�� ���&�
���� ��!���� ��� 	�
�� ����	�� -1�	��� >#4#4.� �� �
� �� ��!��# 2�	 �����
���������� ��
 � ����
� |AΓ| < |BΓ|# /��
��
��&���
 ���� �� �
	���� A1Γ1A2, A2Γ2A3...
�� ���	� �����
��&���
 �&���� -0%0'�

�!

�. ��
 �	��
 	�� �����& ����# 1� ω = |A1Γ1A2|�
���� � β+ω+γ = 180 ��*& �� ��� ������� α+β+γ > 180 ����������
 ��
 ω < α# ,������
����
	������ �� �
	���� A1B1Γ1 ��
 A1Γ1A2 ��� ����� �
� ����
�� ���� ��
� ��
�$��
A1 ��
 Γ1 ���	���
�� 	��� ��
 �
� ��

�������� ���	�� ��
��� -ω < α.� ���� ��� 0
�����
>#>@#<� �����
�	����� ��
 �
 �
	��� ����
�� ���� �� �	��
 ���	���
�� ��
��� |A1A2| < |B1Γ1|#
,���
	����� ��
� �� �!�� ��� �&� �
����� ��� ������� �� B1 ��
 Γν # "��� �� 0�

���
>#>>#> �� �!��� ��� �����
����� ��!����� |B1Γν | = ν|B1Γ1| �� �	��
 �
�
���
� ��� �!����
��� ����������� �
���!� B1A1A2A3...AνΓν �� ���	� �	��
 |B1A1|+(ν−1)|A1A2|+ |A1Γ1|#
1�� ��� ��
������

ν|B1Γ1| ≤ |B1A1|+ (ν − 1)|A1A2|+ |A1Γ1|

���� ��� |A1Γ1| < |B1Γ1| ��� ����
����� ��
����� �
��&���
 ��


ν|B1Γ1| < |B1A1|+ (ν − 1)|A1A2|+ |B1Γ1|.

1�� ���!� ���
 �
��&���
 �� ����� �
���
� �

(ν − 1)(|B1Γ1| − |A1A2|) < |B1A1|.

( ��
������ ���! �	��
 ���
$��
�!� �
��
� ���� ����
����� ��
����� �� �

���
� ����� ���
�	��
 ���
�� ��
 ������
 ��
� ��� ���� �

� ����� ������
 �� �� ��� �� ���	 �	��
 �����
�#
( ���	$���� ���� ���	� ����!������ ����������� ��
 α + β + γ > 180 ����������
 ��

�
���
 �� 
��&�
 α + β + γ ≤ 180 �#�#�#

.$��*��$ ,��� �����
�� ���! -��� �$�	����
 ���� Legendre->A<�'>?44. -[Bon12, σ. 55]�
[AP88, σ. 80].) ��
 ���
 ��� �
��
����
!���� ����
� 
�
����� ��� ��
���!���# ��&�� ��
���
��� �������	 ���� ����
� �
��� ��� �

��� ����	� �����& ��� 1������� %�����
	��
��
 ��� ����� %�����

��# 1����
��&���
 ��
 �� 
��&��� �� ��
����� �
� ����	��� ���	��
��
 �
	���� ��� ����!���� ��
� ��
��
�$��� >#�'>#= ��
 ��� ��	���� �
���	 ����
� �
	����
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1G% �� ��
�
��� ���
�� α+ β + γ = 180 ���� ��
 ���� ���� �
	���� ��� ��
����� ����&
�� ���
 ��
�
��� ���
�� >?@ ��
 �� 
��&�
 � �����
������ ��� ��
���!��� ��� ����	�
�
�� ����	��� �����! ��� ��	���� ���� �� 
��&�
 � 2����	��
� %�����
	�# 0�
���
� ��
��� ��	���� �
���	 ����
� �
	���� 1G% �� ��
�
��� ���
�� α + β + γ < 180 ���� ��
 ��
���� ���� �
	���� ����& ��� ��
����� �� ��
�
��� ��� ���
�� �� �	��
 �
�
���
� ��� >?@
��
 �� 
��&�
 ��� ���� �	��� ������
	��� �
�$�
��
�� ��� ��� 2����	��
� -� )��
���
�!
%�����
	� ! ������
	� ��� Bolyai 1802-1860 ��
 Lobatsevski 1792-1856 [AP88, σ. 98]� ���
���$�
���� ��
 ���� �
����&���� ��
��
�$�.#
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!� �����)��� ������� ���
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!� ������� ����� ���% ���� ��� �� !@� ��� ����������� ������
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��� ����� ���*

;'��$�$ �:�":� "���� ��� � 
������� $, ����)��
 $&� ���� � ��� ��������� ��
 ����

����������� ��� 
!� ������������ ���
�)� ��� -|AM | < |AB|+|AΓ|
2
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� ��� �� /# �� �
	���� 1:G ��
 /:% �	��

	�� �� ������ |AM | = |MΔ|, |BM | = |MΓ| ��
 �
� ��

�������� ���	�� 1:G ��
 %:/
	���# 2�������� ��� ��� �

���
�! ��
������ ������ 2|AM | = |AΔ| < |AΓ| + |ΓΔ| =
|AΓ|+ |AB|# ,���	��� ��
 
��&�
 ��
 � |AM | > 1

2
(|AB|+ |AΓ| − |BΓ|) -0�

��� 4#>�#�.#

;'��$�$ �:�":" "���� ��� �� �� ������� $&� � ����� α = β + γ% ���� 
������ ������
" ���� &�% ���� )��� � $" �� ����'�� �� $&� �� 
!� ������� �������*
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��
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��& ��� ��
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���!����
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'5*��� �:�&:� $�� ������ $ ����� �
����� ε ������ ��� ��� ����� ���������� ε′ ����
��� ε*

β
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A

,�!�� ?>+ 1� �����
 � � �����
 ��
 � ��
������� �9

� !���� �:�&:� "���� ��� �� � �
���� � ������ ��� �
���� (% ���� ��� ��� ���������� �2
��� � �� ������ ������ ��� (*

$��
����0 1� � �9 ��� ������ ��� �� ���� ��� �� ����	� ���!� 1 ��� � ��
 � �� �	���� �&�
�
�$�
��
��� ��
���!���� �
�� ��� �9+ ��� � ��
 ��� �� ��� �	��
 �����# 91
� � �9 �����

��
 ���! ��� �� �#�#�#

,��� ��
��
�$� >#>4 �	���� ��� �
��� ��������!� �
�� ��
���!���# %��
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 � ���� ��
	������ �
� t > 1#

ΔΕ

Α

Β Γ

,�!�� >>�+ / ��
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��� ������� 1$ ��� $% �����
� ��� �!��� �� ��� 
�!���� ������ &* � ������� �
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:� "������� �
����� ε ��� ������
 1 ����� �
� �% � �!���� 1-�. ������
��� �
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 �������
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(a+ b+ c),

x =
1

2
(b+ c− a) = τ − a,

y =
1

2
(c+ a− b) = τ − b,

z =
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(a+ b− c) = τ − c.
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���� ��� ����� ���� ���!�� ��� ��� ��� ��������0

ρ+ ρ′ = |OO′|, |ρ− ρ′| = |OO′|.

Ο Ο
Ν

ρ ρ ' '

ΟΟ
Ν

ρ

ρ
'

'

,�!�� >4>+ ρ+ ρ′ = |OO′| ��
 |ρ− ρ′| = |OO′|
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 ��������� ��
 ���� ��&��
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��������� �
�)� |OO′| ��� �� ������� ��
� ���������!� ��� ����������
����������

|ρ− ρ′| < |OO′| < ρ+ ρ′.
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�� ���� �� �	���� ! ρ+ρ′ < |OO′| ! |ρ−ρ′| > |OO′|#
2������� �� �
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|b− c| < a < b+ c.
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��� �� ��������#

�!�����0 "������&��� �� �
	���� 1/2 ��� ���
 |ΔE| = p 	�� �� ��� ����	�� ��'

	���
� ��
 ���	�� ��� / ��
 2 ���	���
�� β/2 ��
 γ/2# :��� ��� ��������! ��� 1/2
$�
� �
� ������������ (G� H%� ��� �
	*��� �� ����	� G ��
 % �� ����� �� ��� ����
�
/2# �� 1G% ���
 �
� *���&����� 
�
������# C��� ��� ����������� (G ��� 1/ 
��&�

|AB| = |ΔB|# 1������� ���� ��� ����������� H% ��� 12 
��&�
 |AΓ| = |ΓE|# 91
� �
��
	���
�� |AB| + |BΓ| + |ΓA| = |ΔE|# 2�	��� � ���	� |ABΓ| = 2β

2
= β �� �����

�!

��� 
�������&� 1G/ ��� G# 1������ ��
 |AΓB| = γ#
"����!����0 �� �
������ ���
 ������� �	� ��
 ���� �&��� �
��	 �
 ���	�� �� 
����'

��
�&� ��� β + γ < 180#
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:":� E� �������
����� ������� $&�% ��
 �����
 
�
���� �� � ��� ��� 
������
��
 ��� �� $% δA = |AΔ|% � ���
�� c = |AB|% ��� � 
��#��� ω = |β − γ|*

γ

Α

Β Γ

δΑ

Ε

ΔΥ

(β−γ)/2

c

,�!�� >5<+ �
	���� ��� �� ���
��	� δA, c, ω = |β − γ|

���
����0 $���
��0 1� ���������� ��
 �� *���&���� �
	���� �������������� ��
 �	��

b > c ��
 �������� ��
 β > γ �
� ω = β − γ# �� ���
�	 ��� ��������!� �	��
 � ���	�
�����& &���� 1Y ��
 �
������� 1/� ��� ���
 ���
� |Y AΔ| = (β − γ)/2 = ω/2# 1���
�
��&���
 �&���� ��� �
� ���	�� ��� �
�����	�� �

����� 1Y /# |AΔY | = γ + α

2
� ��

�����

�! ��� �

����� 1/%# ���� |Y AΔ| = 90 − |YΔA| = α+β+γ
2

− (γ + α
2
) = β−γ

2
.
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 ��� �� ��������� �$�& ���
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��� �����	����� δA ��
 �
� ���	�� ���#

�!�����0 "��������*���� �� �
�����
� �
	���� 1Y / ��� ���	�� ���
	*���� ���
�����	����� δA ��
 �
� ���	�� ���# "����
� ���������*���� �� �
�����
� �
	���� 1Y G
��
 1Y %# �� �
��� �
��
 ���
	*���� ��� �����	����� 1G ��
 ��� ������ 1Y ��� ��
�
����&���� �!��# 1�� ��� ��������! ��� 1Y G �
	������ ��� ���	� � ��
 �$�

�����
β − ω = γ ��
	������ ��� �# �� �
�����
� �
	���� 1Y % ��
��� ���������*���
 �
��

���
	*���� ��� ������ AY ��
 �
� ���	�� ���#

"����!����0 ( ��������! �	��
 �����! ���� �� ����� �!��� c = |AB| > |AY |# 0
�'
�&���
 ���� �	� �&��# 1
����
� -0�
��
�$�� 4#=. �� ��&�� ��
 �� |AY |� ��� �
��&���

���� ��� �
��
���	� ��� ��������!�� ��$
�*���
 �� ��� ��!��
� ��� �
�
��� ���������
(|AY | = δA · ���(ω

2
))# 91
�� ���� �� ���
������ �� ��$
������ ��� ����!�� &��
���

�&��� ���� �
�� ��
������� ��� �
���
 �� 
������
�&� �� ��������+ c > δA · ���(ω
2
)).
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����� ������ $ ��� & ���������� ��� �
����� 3Y * E� (����� ������
� ��� ��� �
����� ���� )��� |XΓA| = 2|BΓY |*
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Β
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Ε

,�!�� >5=+ ,���	� % �� ����	�� �� |XΓA| = 2|BΓY |
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����0 $���
��0 1� ���������� ��
 �� *���&���� ����	� % ��� ����	�� 8Y ���������'
�����# 0
�����	����� ��� %1 �
�� ��� ��

� ��� G# ���� � %G �� �	��
 �
������� ���
���	�� 2%Y ��
 �� G �� 
������
 ��� �
� ����	�� 8Y ��
 1%# 6� �	��
 ������� ����
� ���
�&���� �-G�|BΔ|), ���� / � �
����! ��� G ���� 8Y # �� / ��
	�����
 ��� �� ��������
��
 �������� � �&���� � ���������*���
#

�!�����0 "��������*���� ��� �&��� �-G�|BΔ|) ��
 $�
����� �
� �$��������� ���
�� 1 �
�� ��� �# 1�� �
� �&� �$��������� ��
������� ��� 12 ��� ��*	 �� ��� ����	��
8Y ��

���
 ��� �&��� ��� �����

�� ��� ���	�� Y %2� ���� % �� ����	� ���!� ��� 12
��
 ��� XY # ���� � |AΓX| = |Y ΓE| = 2|Y ΓB| ��
 �� % 
������
�	 �
� ���
�!��
� ���
�
���!�����#

"����!����0 �� �
������ ���
 ������� �	� �&��#
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���� � ���
�� |BΓ|% � 
�������
μA = |AΔ| ��� �� !@�� υA = |AY |*
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*
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������� μA = |AΔ|
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��� $& ��� $�*
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�������
 ��
 �!���
 �� ����� �#��������
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*
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������ �!��� � ���� ���
 �" ��������� ���� 
������ �
���� ε*
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 E� �������
����� �!���� � �� 
������ ������ �% 
���������� 
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��
������ ������
 $ ��� ���� �#�������� ��� 
���� ������ �� 
���� � ���*
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:":�� "������� ���)� ���� �!����% ��� ������ �� ������ 
�� ����� �
��
�
������% �� (����� ������ ��� �� ����� �� �#��������� ���� ��
� �!���
� �
��!� ����� ����*

;'��$�$ 
:":�" E� (����� ������ , ��� ��� ���
��� $& ����)��
 $&�% ���� )���

|MA| + |AΓ| = |MB| + |BΓ|.
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�����
� �������� 
��#�������� �
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ΓΔ
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	���� ����
����� ��
�! ��� ����
� 1%# 2�	��� ����� �
� ���	�� /1% ��
 1%G 	��� �� ����� ��
 �'
������ �����& ��
���!��� -��� � ��
 �9. ���������� ��� ��� 1%# ;
 ���	�� 1%/ ��
 %1G
�	��
 ��	��� 	��� �
��
 �	��
 ��
 ����� ����� ��
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 �9.
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�!
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������� �

����� �����
�	����
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 �� ���$�
����� �
	���� �	��
 	��# 1�� ��� 
������ ��� �

����� �
��&���
 � 
������
��� 1/ ��
 G%� �#�#�#

��!���$� �!���� ������
 �� ��!�� 1G%/ ��� �
	*���
 ��� �&� *�&�� ��
���!���
�����
����� �������� -1G�%/. ��
 -G%�/2.� ���� ���� �
����&���� �
�����# �� ��'
��	� 1�G�% ��
 / �������
 ��!�2�	 ��� ��
�������
�����# �� ���&�
���� ��!����
1G�G%�%/ ��
 /2 �������
 ����!�	 ��� ��
�������
����� ��
 �� 1% ��
 G/ �������

@���,
��� ��� ��
�������
�����#

� !���� 
:&:� �. +��� 
���)���� ����'�� �� ��������������� �� 
!� ��� �������*
(. 1� �������� ���
��� ���������������
 ����� ����*
�. 1� �������� ������ ��
 ���������������
 ����� ����*
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 ����� ����������������*
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Δ

Ε
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Κ
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�� ��� 1% ��
 �
�����
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 �
�! ��
 �� �
�����
� �
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 G(/ ����� ���
G/ ��
�! ��
 �
� �
����	����� �� ���!� ���	�� 	���� �
� �	��
 	��# 2������� |ΔE|+|ΔZ| =
|ΔH| + |ΔZ| = |BK|# ( �������	� 
������ 
��&�
 �
��
 �� H(G" �	��
 ��
�������
����
-��� ��
 91����� >#><#?.#
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;'��$�$ 
:&:�� E� (����� ������ ��
 �������� ��� 
!� 
������ ������ $% & ���)� ���
��� 
������ �
���� �� ������ ���� �
���� $&*



���� �����
�
���
 BA

��% &	��*�,	���

Γ

Δ
Α

Β

Α

Β
Γ

Δ

,�!�� ><�+ "�
�� ��
 ��'��
�� ���
�����
�

�����
� �
����
�� ���&�
���� ��!���� 1G�G%�%/�/1 ��� �������&� �	� ���
��! �����'
����� �
	*��� ��� 0�%!�����!�# 2
�
�! ��
	����� ���
����&
�� �	��
 �� ��
������'
�
����# �� �
��� ���
�����
� ��� ��
����� ��!����� �	��
 ��!% � �����! ���� ����
�
��� �
�����
������ �$!��
 �� ���
�����
� ��� ��� �	� ����
�# �� ��&��
� ���
�����
�
��� ��!����� �	��
 ��'��
��# 0
�����	������ �#�# ��� 1/ ������ ��
� ��� ���
����&
��
��
 ��� �
� �&� ��

�� ��� ����	�� 1/# ,�� ������ ���� �� ��������&�� �� ��
�� ���
�'
����
�� ��� ��
���
��� ��� ���	�� �	��
 �� ��
�������
����# C��� ��
 �&� ���
�����
�
1G%/ ��
 19G9%9/9 �	��
 ;6�� ���� ����� ���	���
��� ����
�� 	��� ��
 ���	���
��� ���	��
��	��� 	���#

�! %��$ 
:(:� /� �������� ��� ������ ��� ����)� ��������!��
 ����� :;8 ������*

Α

Γ

Δ

Β

α

β
β

γ

δ

δ

'

'

Β
β

δΔβ

δΓ

α

γ

Α

'

'

,�!�� ><4+ /
�	
��� �� �&� �
	����

$��
����0 ( �����
�� �
��&���
 ������ ��
	*����� �� ���
�����
� �� �&� �
	���� �� �	�
�
����
� ���# �� ��
�
��� ��� ���
�� ��� ���
����&
�� �	��
 	�� �� �� ��
�
��� ���
���
�� ��� �&� �

����� α + β + δ = 180 ��
 β ′ + γ + δ′ = 180 -0
����� >#><#>. �#�#�#

�� ��
�������
���� �������&� �
� �
�
�! ������
	� ���
����&
�� ��� �	��
 �
!�
�� ��
������ �$�
�����# %
� �
� 
�
������ ��� �����	���� �
���������� 
��&��� ��
 �� ���	'
��
�$� ��� ��$
�*����
 �� �� ������� ���
!����#

�! %��$ 
:(:
 2	�� �
��� ��������
�� ��� ����� �� �������� ���
��� ����� ���� �����
���������������*

$��
����0 7�
����� �	� �
����
� ��
 �����
��&���� ��
 �� �&� �
	���� ��� �
��&�����
�	��
 	�� �$�
��*����� �� 000'�

�!

�# 1�� ��� 
������ ��� �

����� �����
 ��
 ����



B? ����


�� �� ����
�� �
� ��
����	


�
����
�� ������	*�
 	��� ������� ���	�� �� �
� �������
 ����
��� �
 ���	�� �������� �	��

��
�������� �#�#�#

�! %��$ 
:(:� 2	�� �
��� ��������
�� ��� ����� �� �������� ������ ����� ���� ����� ���
�������������*

$��
����0 0
��� ��	������ ��
 �
����
��� ���	�� �	��
 ��
����
����
���# 0
�����
 �$�&
�
 ���	�� �	��
 ��� *�&�� 	��� ���� �� ���
� ���� �� �	��
 �
����
�� ������� ��
 �� ��
�
���
�� �
���
 �� �	��
 ��N��F4=@# ,������ �N�F>?@# 0
��&���
 ��
��� ��
 �� ���
�����
�
���
 �������
 ����
�� ��
�������� �
� �	��
 ��
�������
����� �#�#�#

�! %��$ 
:(:" 2	�� ��������
�� ��� ����� �� 
���)���� ��
 
�������!���� ��� �� ������
��� � ��
� ����� ���������������*

Α

Β Γ

Δ

Ε

,�!�� ><5+ /
����
�
 �
������&���


$��
����0 "�
 ��� �
��	 �� ���
!����� �� �
	���� 12/ ��
 G2% ��� ������	*����
 ���
�&� �������
 ����
�� -1/� G%. ��
 �� ����	� ���!� ��� �
����	�� 2# �� �
	���� ����
�����
��&����
 	�� ����
 ��� 0%0'�

��
	�� 
������� �

����� ��
 ��� ��� 
������ ���!
�
��&���
 � ��
�����	� ��� �������
 ����
�� ��� ���
����&
��� �#�#�#

�! %��$ 
:(:& 2	�� ��������
�� ��� ����� 
!� �������� ���
��� ����� ���� ��� ����������
����� ���������������*

$��
����0 "�
 ��� �
��	 �� ���
!����� �� �
	���� 12/ ��
 G2% ��� ������	*����
 ���
�
� �&� 	��� �������
 ����
�� -1/� G%. ��
 �� ����	� ���!� ��� �
����	�� 2# �� �
	����
���� �����
��&����
 	�� ����
 ��� %0%'�

��
	�� 
������� �

����� ��
 ��� ��� 
������
���! �
��&���
 � ��
�����	� ��� �������
 ����
�� ��� ���
����&
��� �#�#�#

;'��$�$ 
:(:� "���� ��� �� �� ��������
�� ���� '�!��� 
��
����)� ����)� �����������
��� ���������������� ������ ���� �� ��������
�� ����� ���������������*

���
����0 E���

�� �	� ���	� � ��� ���
����&
��# 1$�& � �
����&���� ���!� ��
 �
������� �	��
 ��
����
����
��� ��� -F>?@'�.� ����� �� �	��
 	��� �����& ����# 2$�
����
�� �#=#4#

;'��$�$ 
:(:
 "�
����� 
!� ���������� �
����� ε ��� ε2* $�� 
!� ������ $ ��� & ���
ε #����
�� ��� ������� $$2 ��� &&2 ��� ��� ε2* "���� ��� �� �
�!������ �� ���� $$2 ���
&&2 ����� ���*

���
����0 ;
 ����	�� 119 ��
 GG9 �	��
 ��
�������� �
� �� 1GG919 ��
�������
����#

'� �%��$ �&� ��
���!��� � ��
 �9 ���� �� �!��� ���� ������� �����
����� ��!�����
��� ����	� 1 ��� � �
�� ��� �9# ( �������	� ������ ��	���
 ��
 � ��
���! ��� ����� ���
1 ���� ���� � ��� ��	*�
 ������ 
���# 2�	��� ��� ����*�
 � �������� �� ���
�!����� ���
����	� 19 ��� �9 ��
 $�
���� ��� ������ 191 ���� �#



���� �����
�
���
 BB

ε

ε

'

A B

A' B'

,�!�� ><<+ 1������� �&� ��
���!���

;'��$�$ 
:(:� 2	��� ������� ���� ���������� ����� �� �������� 
* $�� ��� 
!� ������
��
 �
��������� 
!� ������ $ ��� &* E� (����� � ���� ��� ��#
��� 3Y ��
 ������� ��
�������� ��� 
����� -��� �� ���
�� ��
 ������(�
. |AX|+ |XY |+ |Y B| ��������*

δ
α

β

Α

Β

Υ

Χ

Γ

Δ

Ε

,�!�� ><=+ ( ���� ��� ��$�
��

���
����0 0�
� �� ����	� % �� �������� � ��� �� G ���� ������ ��� �� G �
�� ���
������# ; �
���� �
�� ����
�����	��� |AX| + |XY | + |Y B| �	��
 ����� 	��� �� ���
|AX|+ |XΓ|+ |ΓB| = |AX|+ |XΓ|+ δ# 91
� �
��	 �� ����
�����
!����� �� |AX|+ |XΓ|
-�� % �	��
 �����
� ����	�.# 9;��� � ���������� ���! ���
 ������� �!��� �����&��
� ���
�����
����� ��!����� 1%# 91
� �� ����	� 8 �
���
 �� �������
 �� �� ����	� / ��� ���	�
� 1% �����
 ��� �#

Α Β

Γ

Δ

a

b

c

d
b

c

d

,�!�� ><A+ ���
�����
� �� ������� �!�� ����
��

.+ ��� /������� ����� a, b, c ��
 d� ��� ���
��
 ��� ���
�����
� �� ���� �� �!�� ����'

��� ���� ���
���� �� ����
 ��
 ���

� ���� ���
�����
� 1G%/ �� �� 	�
� �!�� ����
��#
%
� ��� �
���
�

��� ���� ��� ���� �� ���
�����
� �
��	 ��� ����� ���
��	� ���� ���� �#�#
� ���	� G1/ ��
 �� ������� ��
 �	��
 ��
��# 1��	 ��� ���	�� �
��	 ��
 �	� �
����
��� �#�#



>@@ ����


�� �� ����
�� �
� ��
����	


� G/� � ���	� ���� �
���
�
	*�
 ��!
�� �� �&� �
	���� ��� ���	� �
�

�	 �� ���
�����
�#
1�����	� ���
 � �
��

�� �� ���
�����
� ��
�� ! ��#

;'��$�$ 
:(:" +������!��� �
��� ��������
�� $&�" ��
 �����
 
�
����� �� � �� ���
���
�)� ��� � ����� 
�� ��� ����� ��������� 
!� �������� ���
��� ��
 $& ��� �"*

Α

Β

Γ Δ

Ε

Ζ ω

ω

,�!�� ><?+ "�������! ���
����&
��

���
����0 7�
� ��� �� G ��
������ ��
 	�� ��!�� G2 �
�� ��� %/ ��
 �� ��
��	����
��� G% ��� ��!��
 �� /# �� �
	���� 1G2 ���������*���
 �
��
 ���
	*���� ��� 1G ���
G2 -	�� �� %/. ��
 ��� ���	� �F1G2F1H/# 2������� � 12 �	��
 ������& �!�����
�
� �� �
	���� 12/ ���������*���
 �
��
 ���
	*���� �� �!�� ��� �

�� ����
�� ���
-|EΔ| = |BΓ|.# "����
� ���������*���
 ��
 �� ��
�������
���� G2/% ��
 �� ���� ��
*���&���� ���
�����
�#

;'��$�$ 
:(:& "���� ��� �� ��� ��������
�� ���� ������ �
�������� ���� ����� ��������
��������*

���
����0 6��
��� ��� ����
� 1G ��
 �
� �
����	����� �� ���!� ���	�� ��� ���
����&
��#
"��� ��� ������
	� � ����
� �� ����	��
 �� ���� ����
� ��
 �
 �
����	����� ���	�� ��
���	���
��� 	��� ���	��# 2������� �
 ���	�� ��� ���
����&
�� �� �	��
 ��� ��
$!� �������
�� �-�N�. F 4=@� �
� �� � ��
����
����
��� -91����� �#=#>. #

;'��$�$ 
:(:( "���� ��� ��� ��������
�� ����� ��������������� ���� ��� ����� ����
���� ���� ������ �
��������*

���
����0 ,���&��� ��� �
����&���� ������ ��
 ��� 91����� �#<#5#

;'��$�$ 
:(:� "������� �
���! ��������!��
 $&�"% 
���� ��� �� �������� ��� �������
���� ������
 3 ��� ��� ���
#�� ��
 ������� �������� ���� �
������� �� �� ������ 	 ���
��� � ��� 
�������� ��
*

Α

Β
Γ

Δ

Χ

Ε

,�!�� ><B+ 2���
�����	��� ��� |XA|+ |XB|+ |XΓ|+ |XΔ|
���
����0 2$�
���� ��� �

���
�! ��
������ |XA|+ |XΓ| > |AΓ|, |XB|+ |XΔ| > |BΔ|#



�� � �
 ����
 ��	 �
�����	 >@>

��' &� ���� �"� �,	����

�! %��$ 
:�:� �� ������� $&� � ���������� ��� �� ����� , ��� $& ���� ��� ���
��
&� ������ ��� ����� ���
�� $� ��� ����� ��� E* 	�� ����� � ,E ���� � ��� ��  ���
 ���
&�*

Α

Β ΓΔ

Μ Ν

,�!�� >=@+ ( ����	� :M ��� �����
 �� ���� ����
��

$��
����0 92��� ��
��� M �� ����	� ���!� �� ��� 1% ��� ��
���!��� ��� �� : �
��
��� G%# 6� ��	����� ��
 �� M �	��
 �� ����� ��� 1% ���

*�����
 ����� �
����&������
��
����

���&� ��� ��
�������
�����# 0
�� ��&�� $�
���� ��� M/ ��
������ ��� 1G�
/ ��	 ��� G%# �� G:M/ �	��
 �� ��������!� ��
�������
���� �
� �
 M/ ��
 G: �	��

	��� ��
 ��
�������# 2��
�! ��
 �
 1: ��
 G: �	��
 	��� ��������
 ��
 ��
 �� 1:/M �	��

��
�������
���� -0
����� �#=#<.# %
� ��� 	�
� ���� �
��&���
 ��	��� ��
 ��
 �� :M%/
�	��
 ��
�������
����# 1�� �� �&� ��
�������
���� 1:/M ��
 :M%/ �� ��
�! ��� :/
�
��&���
 ��
 �
 1M ��
 M% �	��
 	���# ; ��&��
�� 
���

���� ��� ���
!����� �
� �� !�
��
��� �!���� �
��&���
 ���
 ��� �� ��
�������
���� :M/G ��
 :M%/ ��� ����� ��
�!
����
� ��� :M� �#�#�#

� !���� 
:�:� /� �
�!������ �� �� ,E ��
 ��)��� �� ���� ���
�)� $& ��� $�
����)��
 $&� ����� ��������� ���� ��� ����� ���
�� &� ��� ���� �� ���� � ��� �
� �*

� !���� 
:�:
 $� �� ������ $% & ����� ���������� ��� ��� ������ ��� ε, ε′ ��� #���
�
�� ��� �� ����� , ��
 $& ��������� ε∗ ���� ��� ε% ���� � ε∗ �������� �� ����� ����
�
�
������
 �� ����� �" �� ���� ��� ��� ε ��� ε′ �����������*

Α

Β

ε

ε '

Γ

Δ

Μ Ν

ε∗

,�!�� >=>+ ( ������
������� ��� ��
���!��� � ��
 �9

��� ����	� �L ��� �
	*���
 ��� �� �
����&���� ��

��� �����*���� 4�����!���$��
��� ��
���!��� ����
�� � ��
 �9#



>@� ����


�� �� ����
�� �
� ��
����	


�! %��$ 
:�:
 /� ���� ��� ���
�)� ������ ��������!��
 �������'�
� ��������������
��*

Α

Β

Γ

Δ
Ε

Ζ
Η

Θ

,�!�� >=�+ �� ��
�������
���� ��� �����

$��
����0 1� ��� ���
�����
� 1G%/ �� ����	� 2 ��
 6 �	��
 �� ���� ��� ����
�� 1G
��
 1/ ���	���
��� ���� � ����	� 26 �	��
 ��
������ ��� �
����	�� G/ ��
 ���
 �� �
��
�!��� ���!�# �� 	�
� �����	��
 ��
 �� �� ���&�
���� ��!�� H( ��� �����
 �� ���� ���
%G ��
 %/ ���	���
��# ,������ �� 26 ��
 H( �	��
 ��
������ ��
 	��� �
� ������	*���
��
�������
���� -0
����� �#=#<.� �#�#�#

;'��$�$ 
:�:� "���� ��� 
!� ���������� �
����� ����� �
��������� �� ���� ���� ������
1 ��� ������������ � ��
�*

;'��$�$ 
:�:
 ?������@� ���� ��� �
��������% �������� ��� ���������% ��
 �� ����� ��

����������� ��� 
!� ���������� �
�����*

;'��$�$ 
:�:� "���� ��� �� ���� ��������
�� $&�" �� �
�!������ �� ���� ,E ���
19 ��
 ��)��
� �� ���� �������� ���
�)� ��
 
�������!���� ��� �� ������ ��� � ��
� 	*

Α

Β Γ

Δ

Ε

Μ

Ν

ΟΡ

,�!�� >=4+ 2�������� �� ���� �������
 ����
��

���
����0 ;
 :M ��
 ;D �	��
 �
 �
����
�
 ��� ��
�������
����� ��� ����� ��� ����
��
��� ���
����&
��#

;'��$�$ 
:�:" "���� ��� �� ���� ��������
�� $&�" �� ������ ��� � ��� �
�
�������
�������� ,E ��� 19 ��
 ��)��
� �� ���� �������� ���
�)� ��
 ��� �� ���� �% 4 ���

�������� ��
 ����������� ���� �
�� �
���� ��� �� 	 ����� �� ����� ��� �4*

���
����0 ,�� �
	���� G%/ � :H �����
 �� ���� ��� ����
�� G% ��
 G/� �
� �	��

��
������ ��
 �� �
�� ��� %/# ,�� �
	���� 1%/ � (M �����
 �� ���� ��� ����
�� 1%
��
 1/� �
� �	��
 ��
������ ��
 �� �
�� ��� /%# ,����
�	����� ��
 �� (MH: �	��
 ��
��'
�����
����� ��� ���	�� �
 �
����
�
 �
������&���
#



�� � �
 ����
 ��	 �
�����	 >@4

Ε

Α

Β

Γ

Δ

Ζ

Μ

Ν

Ο

Ρ Η

,�!�� >=5+ ( ����	� ��� Newton ���
����&
�� 1G%/

( ����	� (H ��� �
���������� �
���!����� �
	*���
 �
� ���� ���
�����
� ��� ��� �	'
��
 ��
�������
���� ��
 ������
 ����*� %�� Newton ->=54'>A�A. ��� ���
����&
��#
,��� ��
	����� ��� ��
�������
����� �� ����	� ( ��
 H ��� �
���!����� ����	����� ��

���
 � ����	� ���! ��� �
	*���
#

;
 �&� �������� ���!��
� ��	����� ��
 �� �
	���� ����
	*���
 ��!
�� ��� ��� ����
��� ����� ��� ����
�� ���# /�� �����	��
 ���� �� 	�
� ��
 �� �� ���
�����
�� ��� ���	�
�� ���� ��� ����
�� ������	*��� ��
�������
����#

;'��$�$ 
:�:& "���� ��� �� 
���!� �� ������ ��� ����� ,%E ��� 1 ��� ���
�)� ��

����)��
 $&� ���� �
�� ����� �� ��� ����������� -
������ ��� ����()� �� �
�� �� ������
�� ���� ��� ���
�)� ��
.*

Β

Α

Γ

M

N

O

,�!�� >=<+ �
	���� �� �
�����

����� ���� ����
��

���
����0 92��� ��
 �������������� �� *���&���� �
	���� 1G%# "��� ��� 0
����� �#A#>
� 1% �� �	��
 ��
������ ��
 �
����
�� �!���� �
�� ��� :M# 1������� 
�
������ �� 
��&���
��
 �
� �
� ����� ����
�� ��� 1G%� �
� ���� ����	���
 �� �� �
	���� ��� ���������*���

$�
������ ��
������� ��� �� ;� :� M ���	���
�� �
�� �
� :M� M;� ;:#

;'��$�$ 
:�:( "���� ��� 
������� ���������������
 $&�" ��� ������
 � ����� ���
�
���)��#����� ��� ���
�)� ��
% 
������ ��� ����()� ��������
�� �� ���� ��� ���
�)�
��
 ��� ���
#�� ��
 ���������������
 ��� ��� ���
# ��
 ��� �*

���
����0 E��	���� ��� �� ,� $�
� ��� ,1 ��
 �
����	��� ���

 �� �# 7�
� �����
� ���
�G ��
 �
����	��� ���

 �� Y � $�
� ��� Y % ��
 �
����	��� ���

 �� H# �� ����� ��� H,
�	��
 �� /# 1��� �
��&���
 �$�
��*����� ��� 0
����� �#A#> ��� �
	���� ,Y H ��
 ��	���

��
 �
� ���� ���� ��� , �
��&���
 ��� ���
�����
� �� �� �
��
����
������ ����#



>@5 ����


�� �� ����
�� �
� ��
����	


Α

Β Γ

Δ

Σ Σ

Τ

Υ

Ζ

'

,�!�� >==+ 0���� ���
�����
� �� �� 	�
� ���� ����
��

;'��$�$ 
:�:� +������!��� ��������������� $&�" ��
 �����
 
�
����� �� ������ ���
����� ���)� ���
�)� ��
*

;'��$�$ 
:�:- +������!��� ��������
�� $&�" ��
 �����
 
�
����� �� � �� ��� ���
�
�)� ���)� ��� �� � ��� ��
 �
�
������
 �� ����� 	4 ��
 ��)��� �� ���� ��� ��������
���
�)� $" ��� &� ����������*

Α

Β Γ

ΔΕ

ΖΗ
Θ

,�!�� >=A+ "�������! ���
����&
��

���
����0 1�� �� G $�
� ��
������ ��
 	�� �
�� ��� 12 ��
 ��� 	�
� ��

� ��� 1G �� ��
2# 1�� �� % $�
� ��
������ ��
 	�� ��� /2 ��
 �
�� ��� 	�
� ��

� ��� /% �� �� 2# ,��'
���	*����
 �� ��
�������
���� 12(G ��
 2/%6� �
� �� G(%6 �	��
 ��
�������
����
�� �
����
�� (6 ��
 G%# 91
� �� ����� ��� (6 �
��
 �� H -0
����� �#<#�.# 92����
 ��

��� �
	���� 2(6 �	��
 ������ �� �!�� ��� ����
�� 2( ��
 26 ����� ��
 �� �!��� ���
�����& ����� ��

�������� �
������ 2H# "��� ��� 91����� �#5#> �� �
	���� 2(6 ����'
�����*���
# 2�	��� ���������*����
 �� 	�� �����& ���� �
	���� H(G ��
 H6% �
��
 �	��

������� �
 �
�	� ����
�� ����# 1�� ���� ���������*����
 �����
� ��
 �� ��
�������
����
(G12 ��
 6%/2 ��� �
���
�
	*��� ��!
�� �� ���
�����
�#

;'��$�$ 
:�:) ?��������� ��� ������ 1$ �!���
 �-1%�. ���� �� $ ���� �� 
�������
����� �� & ��� #��� �#��������� ��
 � ��� �� & �� ������ ���# � � ��� "* &��� ��� ������
��
 ��������!��
 1�&"*

;'��$�$ 
:�:�/ +������!��� �
��� ��������
�� $&�" ��
 �����
 �� ������ ��� $%&%�
���
� ����� #% H#% :# ��� � �" ����� �� ���� ��� $&* ?���
������ �� # ��� 
���� ��� ��
��������
�� ����� �����'��*

;'��$�$ 
:�:�� +������!��� ��������������� $&�" ��
 �����
 �� 
!� ���
#�� $ ���
& ����� 
������ ������ ��� �� 
!� ����� �
��������� ��� 
������� �!���
 �*



��!� �� ���
����� ������	�� >@<

��+ 3� $�*�	�
� ������
�

�� ���&�
���� ��!���� ��� ������� �
� ��
�$�� �

����� �� �� ���� ��� �������
 ����'

�� �

����� �������
 @������� ��� �

�����# ;
 �&� ������
����
�� 
�
������ ���
�
������ �	��
 �
 ��$
�*������ ��� �� ������� ���
!����#

Α

Β Γ

Δ

Ε Ζ

Θ Η
Ι

,�!�� >=?+ �� ����
� ��
���

�! %��$ 
:-:� 1� ����� 
������� ��
 ����)��
 
��������� ��� �� �
�� ������% ��
 ����'��
��� ���� ��� ��� �
��� �� ���� H06*

$��
����0 92��� ��
 GH ��
 %2 �	��
 �&� ��� �
� �
������� ��� �

����� 1G%# 6� ��	'
����� ��
 ��
 � �
	�� ��
�� ��� �� ����	� ���!� ���� /# 0
�� ��&�� ���
��� �� ���� 6
��
 ( ��� G/ ��
 %/ ���	���
��# 1�� �� �
����&���� -0
����� �#A#>. ��������
 ��
 ��
���&�
���� ��!���� 62 ��
 (H �	��
 ��
������ �
�� ��� 1/ 	�� �� �� !�
�� ���!�# 91
�
�	��
 	�� �����& ���� ��
 ��
������ -0�

��� >#><#4.� ������� �� 2H(6 �	��
 ��
������'
�
���� -0
����� �#=#<. ��
 �
 �
����
�	 ��� �
������&���
 ��� / -0
����� �#<#�.# 7�
�
��� �� ( ��
������ (J �
�� ��� GH �� J ��	 ��� G%# 0��
 ��� �� �
����&���� � (J �	��

��
������ ��
 �� !�
�� ��� G/ ��
 �� J �	��
 �� ����� ��� G%# ,�������
 ��
 ��
 �� /H(J
�	��
 ��
�������
���� ��
 �������� � /J �	��
 ���� 	�
� ����	� �� �� 1/ -�����!�����
��� ��
���!��� �
�� ��� H( ��� �� /.# ,����
�	����� ��
��� ��
 ��
 � �
	�� �
������ 1J
�
�
����
 ��� �� /# 2�	 ����� ��	���� ��
 �� / ��	 ��� �

�� �
������ ��
	*�
 ���� �	�
���� �� ���� �+> -�� 1/�G/�%/ �	��
 ���	���
�� �
����
� ��� /J�/H�/2.� �#�#�#

�� ����	� ���!� ��� �
������ ��� �

����� ������
 ��
%!� ��!��	 ! ��
%!���7
��	 ��� �

�����#

Β

Α

Γ

Μ Ν
Δ

,�!�� >=B+ 9J��� �
�����
 ��
����
	*��� �� 
��������



>@= ����


�� �� ����
�� �
� ��
����	


;'��$�$ 
:-:� "���� ��� �� �� 
������� &E ��� �, ��
 ����)��
 $&� ����� ����% ���� ��
������� ����� ���������*

���
����0 �� ����	� ���!� / ��� �
������ -��!�� 169. ��
	*�
 ����� �� ��!���� �+>�
�
� �� /G% �	��
 
�������� ��
 �
 ���	�� %G/ ��
 G%/ �	��
 	���# �� �
	���� G/: ��

%/M �	��
 	�� �� ������ �. �
� ���	�� ��� / ���� ��
�$!� �
� 	���� �. �
� /: ��
 /M
	��� �� >I4 ��� 	��� �
������ ��
 �. �
� /G ��
 /% 	��� �� �I4 ��� 	��� �
������# ����
�
 ���	�� ��� �

����� :G/ ��
 M%/ �	��
 	��� ��
 ��
�
*������ �� �
� 	��� ���	�� ���

�������&� /G% �	���� 	��� ���	�� ��� 1G% ��� G ��
 %# ,���	��� ��
 � ������ ���!
��$
�*�
 ��� ���	��
�$� ��� 91������ >#B#5� ���� �$�
� �
� �
�������#

�! %��$ 
:-:
 1� ����� 
������� ����)��
 ����#�������� ��������� ���� �� ����
�

��
������ ������
� ��� �������'�
� �������*

Α

Β ΓΔ

ΕΖ Θ

,�!�� >A@+ �� �
	���� ��� �
������

$��
����0 ,�� ��!�� �
 1/�G2 ��
 %H �	��
 ���	���
��� �
�����
 ��� ����
�� G%�%1 ��

1G# ( /6 ���������*���
 ���
 ���� �� �	��
 ��
������ ��
 ��� G2 ��
 �
�� ��� 	�
� ��

�
��� G% �� ���!�# /�	������ ��
 ��
 � 61 �	��
 ��
������ ��
 	�� �
�� ��� �
	�� �
�����
%H# 0
�����
� �� ��������!� �� G/62 �	��
 ��
�������
����� �
� �
�����	������ ��� 26
��� ��
�� ��� �� ����� 2 ��� 1% ���! �� �����
 ��� 1G ��� ����� ��� H -0
����� �#A#>.#
�� H2 ��
 26 �	��
 	��� ����� ��	�� 	�� �	��
 ��
 �� 21 ��
 2%# 91
� ��� ���
�����
�
%61H �
 �
����
�
 �� �
������&���
� �
� �� �	��
 ��
�������
���� -0
����� �#=#5.� �#�#�#

�� �
	���� 1/6 ������
 0!*��
� %�
 �������
 ��� �

����� 1G%#

;'��$�$ 
:-:
 "���� ��� �� 
������� ��
 ����)��
 $"B ��� 
������� ��
 ����)��
 $&�
����� ���������� ��� ���� �� �� ���� ������� ��� ���
�)� ��
 ������! ����)��
*

���
����0 ,�� �������	� ��!�� �� 2 �	��
 �� ����	� ���!� ��� �
������ ��� 1/6 ��
 ��
26 �	��
 �� �
�� ��� G%# ,���&��� ���� �� �&� ��
 �����!
��� ��� �����
��#

;'��$�$ 
:-:� $�� ��� ���
#�� ����)��
 $&� #��� ���������� ���� ��� �������� ���
�
���* "���� ��� �������'���� ������� $2&2�2 ��
 ���� ��� �
��� ������ �� �� $&� ��� ��������
�� ���
#�� ��
 $&� ����� �� ���� ��� ���
�)� ��
*

���
����0 92��� ��
 �
 19G9� G9%9� %919 �	��
 ���	���
�� ��
������� �
�� �
� 1G� G%� %1#
���� �� 1%G%9 �	��
 ��
�������
���� ��
 �
 ���	�� ��� % ��
 %9 	���# 1������ �����
'
��&���
 ��
 ��
 �
 ����� ���	�� ��� 19G9%9 �	��
 	��� �� �
� ���	���
��� ��� 1G%# 1�� ��



��!� �� ���
����� ������	�� >@A

Α

Β
Γ

Α

ΒΓ

'

' '

,�!�� >A>+ �� ���
������
����
�� �

�����

��
 ��
 �� G%G91 �	��
 ��
�������
���� �����
 ��
 �
 1G9 ��
 1%9 �	��
 	��� -�
�� ��� G%.#

�� �
	���� 19G9%9 ��� ���$�
���
 ���� �
����&���� ������ �����*���
 '
%������$7
!���%�� ��� �

����� 1G%# :
� ������
�! �$�
���! ��� �	��
 ���� �����
�� ��� ���'
����� �
������#

�! %��$ 
:-:� 1� �
����� �� ������� ��� ��� ���
#�� ��
 ����)��
 ���� �������� ���
���
��
 
��������� ��� ����� ������*

Α

Β
Γ

Α

ΒΓ

'

' '

Η

,�!�� >A�+ �� �
������
� �

�����

$��
����0 92��� 19G9%9 �� ���
������
����
�� ��� 1G%# ;
 ������� ��� �
� ��
�$�� ���
1G% �
�� �
� �������
 ����
�� �	��
 ����������� ��� ����
�� ��� 19G9%9� �
� ��������

�� ��� ����	� ( -0
����� �#>#4.� �#�#�#

Γ

Α

Η

Β

,�!�� >A4+ �� �
������
� ��������	�� �

�����

�� ����	� ( ��� ����$��	*�
 � �
����&���� �
����� �	��
 �� ����	� ���!� ��� �

��



>@? ����


�� �� ����
�� �
� ��
����	


���� -! �
��������� �����. ��
 ������
 �!� ��
%!� ��� �

����� 1G%# ,���	��� ��

��� �
�����
� �
	���� �� ( ����	*���
 �� ��� ��
�$! ��� ���� �
�! ���	� ��� ��
 ��
��������
� �
	���� �� �
������
� �	��
 ����� ��� �

�����#

;'��$�$ 
:-:" "���� ��� �� �� ���������� ��
 ����)��
 $&� �
������� �� �� ������
(���
� ��
 ���� �� ������� ����� ������
��*

;'��$�$ 
:-:& "���� ��� �� �� ���������� ��
 ����)��
 $&� �
������� �� �� ����������
��
 ���� �� ������� ����� ������
��*

Α Β

ΓΔ

Ε

Ζ

Θ
Η

,�!�� >A5+ �

�������� �
����	��

;'��$�$ 
:-:( B�)���� �� ���� 	%4 ��� �������� ���
�)� $&% �" ��
 ����������
������
 $&�" ��� #��� ��� $4% �	* "���� ��� �
��� ����'�
� ��� 
���)��� &" �� ����
��� �� ����*

;'��$�$ 
:-:� "���� ��� �� ��� �� �� � ���� 
!� 
��#������� ������ �
�������� ����
���������� ��� ������% 
���
 ������ ������ ������ � ��� �� 
)��
�� 
�����
� ������ ��

� �� �������� �����!���� ��
 �*

A B

X

X'

X''

δ

2δ

,�!�� >A<+ /&� ������
	�� �� �
�� ����	�

���
����0 92��� ��
 �� , ���
 �&� ����
� ������
	�� �� 1 ��
 G# 0�
� ����� ����	�
8 ��� , ��
 �� ������

�� ��� X ′ �� �
�� 1� ����� ��
 �� ������

�� X ′′ ��� X ′ ��
�
�� G# 2��
�! ��� �
	���� XX ′X ′′ ��� ���
��
��	��
 � 1G �����
 �� ���� ����
��� �
XX ′′ �� ���
 �!��� �
����
� ��� �!���� δ = |AB|� ��� �	��
 �����
� ��
 �����
���� ���
8# ,������ �� , �� ���
 ����	� X ′′ �� �������� �� ��� �� 8# 2��������������� ���
�
��
���	� �� �� X ′′ �
	������ ����	� X ′′′′ �� �������� 5� ��� �� 8� �����
� =� ��� �� 8
�#�#�## ���
��� ���
�� ���
��� � ��
 �� ����	� ���������������� ��� �
��
���	� � $�
���
�
� ��������� �� �� �
�&�� ����	� Y ���
 ���� |XY | = ν(2δ) > θ� ��� ����	��
 ��
 ����
��� , ���
�&�� �� �
�&�� ����	� ��� �� ����� �����& ���� �������� �����&��
� ���
���
�� ���
�� � ��
 �� ��� �������#



��"� �� �������	�� �
� �� �����
��	� >@B

��- &
 
��
����
 ��� �
 �	��*�"�


Α Β

ΓΔ

Ε

,�!�� >A=+ �� �
�����
�

�!���,
�� ������
 �� ��
�������
���� ��� ���� ��� �
 ���	�� �	��
 	��� -�� �.# 2��
�!
�� ��
�
��� ��� 	��� ���
�� ��� 5�F4=@� ���� �	� �
���
 �� �	��
 �
�! -�FB@.#

�! %��$ 
:):� 21�� �� ������� ��
 �������'����� ��� 
!� 
��
������ ���
��� ��
 �����
�����
 ��� ��� 
���)��� ��
 �
�
��� �� ���� ��
� ����� ��� �����! ��
�*

)��
���� �����
� ����
� �
�����
� ��� 1G%/ -1/%� /%G� %G1 ��
 G1/.# �� ��
 ��
�
	���� �� ��
�! ����
� ��� �
����
�� ���� �� 1G/ ��
 G/%� �	��
 	�� �� �	���� ����
�����
�� ��� 0
������ �#<#># ,�� �
�����
� �	��
 	�� ��
 �� ���� �
	���� ��� �����
��
�! �	� ����
� ��� �
�����	�� -��
 ��
 ��� �
����
� ���.� ���� �#�# �� 1G/ ��
 1G%#
0
�����
 �� �&� �
	���� ����� ��
�! ��� ����
� 1G� �
� ����
�� 1/ ��
 G% 	��� ��
 �
�
��

�������� ���	�� ��� 1 ��
 G �
��� �
� 	���# "��� �� 0%0'�

�!

� �	��
 ��
��� 	���
�#�#�#

� !���� 
:):� 2	�� ��������
�� ����� �����)��� ���� ��� �����% ���� �� 
���)���� ��

����� ���� ��� 
�������!���� ��� �� ������ ��� � ��
�*

Α Β

ΓΔ

Ε

,�!�� >AA+ 9J��� �
����
�
 ��
 �
������&����� ��� �� ��
�� ����	� ����

$��
����0 1�� ��� 
������ ��� �

����� ��� �
���������� �
������ �
��&���
 � 
������
��� �
����	��# �� ��
 ����� �
������&���
 ��� ����� ���� �	��
 ���
�! 
�
����� ��� ��'

�������
����� -0
����� �#<#�.# 1��	��
�$�� �� �
 �
����
�
 ���
����&
�� �	��
 	��� ��

�
������&���
 ��� �� ����	� ���!� ����� ���� �� ����	� ���!� ���� 2 �	��
 ����
� �&����
��� ��

���
 ���� �
� ��
�$�� ��� ���
����&
��# 2�
����� ���� �
����
�� �	��
 �
����
��
��� �&���� ����&� �
� �� $�	����
 ��� ��� �������
 ��
�$! ��� �
�! ���	� -0�

���
�#>#A.# 91
� ���� �
 ���	�� ��� ���
����&
�� �� �	��
 �
��� ��
 ���� �� �	��
 �
�����
��



>>@ ����


�� �� ����
�� �
� ��
����	


�#�#�#

0�%!���
� ������
 �� �
�����
� ��� ��	 ����� ���
 ���� �
� ����
�� ��� 	���#

Α Β

ΓΔ

Ε

,�!�� >A?+ ���
�����

� !���� 
:):
 �� ���� ��������� $&�" �� ������� ��
 �������'����� ��� ��� ���
��
��
 ��� �� ������ ��� � ��� 
�������� ��
 	 -�*�* 	&�. ����� ������� % �����)��� ��� 	
��� ��� ��� �����! ��
�*

Α Β

ΓΔ

Ο

α β

,�!�� >AB+ 8�
����

���� �
�����	��

� !���� 
:):� 2	�� ��������������� ����� �����)��� ���� ��� ����� ���� ���� ������
#���� �� �!���% 
���
 
������ �!���� 
���������� ��� ��� ��� �������� ���
#�� ��
*

$��
����0 1� �	��
 �
�����
� ���� -0�

��� �#B#>. �� ����	� ���!� ��� �
����	�� ���

������
 ��� �
� ��
�$�� ���� �
� ���
�$���
 �� �&���# 1��	��
�$�� �� �	��
 ��
������'
�
���� ��
 ���
�$���
 �� �&��� ���� �
 ����������
 ��� �
����	�� ��� �� ��

����� ��

�
 �&� �� ����
� ; ��� �&���� 0�

��� �#>#4# 2������� ���� �� ����	���
 �� �� ����	�
���!� ��� �
����	�� ��� ��
 �
 �
����
�
 �� �	��
 �
����
�
 ��� �&����� �#�#�#
; �&���� ��� �
	*���
 ��� ��� �
����&���� �
����� ������
 ��!����!����
�	 ��7
���	 ��� �
�����	��# %
� ��� �����
�� ��� ��
 � �&���� ����� �	��
 �����
��� -�����!
���� ����� ��� �
�
����
 ��	��� ��� �
� ��
�$�� ��� 1G%/ �� ����	*���
 �� ��� �
��'
��&����. �
��	 �� ���$��&�� ��
 ����� � �&���� ����	*���
 �� ����� ��� ��
�� ��� �
�
��
�$�� ��� �

����� 1G% ��� �	��
 �����
��� -0
����� �#>#4.� �#�#�#

;'��$�$ 
:):� "���� ��� �� ���� �����)��� � �
���� ��
 ��)��� �� ���� �������� ���
�)�
��
 ����� ������ �
�������� ��
* "���� ��� ��� ��������� ����� ��� ������
����� ��� ��

���)���� ����� ������ �
�������� ��
*



���#� �



 ����� ����
�
�����	 >>>

���/ 5�,,� 	�$� �	����,	��"�

Α Β

ΓΔ

Α Β

ΓΔ

,�!�� >?@+ �� �
���*
� ��
 �� 
�������� �
���*
�

0!���<�� ������
 �� ���
�����
� ��� ���
 �&� -����. �������
 ����
�� ��
�������# 1�
��	 ����� �
 ����� -��'��
�������. ����
�� ��� �	��
 	���� ���� �� �
���*
� ������
 6��7
�����	#

;'��$�$ 
:�/:� "���� ��� �� ��� ��������� �����'�� �� ������ ��
 ����������� �� ���
��������� ���
�� ��
 ����� ����% ��� ��������#�: �� �� ������ ��
 ����������� �� ���������
���
�� �����'��
 ����� ���� ���� �� �����'�� ����� ���������*

Α Β

ΓΔ

Ε

,�!�� >?>+ ;
 ���	�� 
�������&� �
���*	��

���
����0 92��� �� 
�������� 1G%/ �� ��
������� �
� 1G ��
 %/# 7�
� ��� �� % ��
��'
���� ��� /1 ��
 ������
�� �� �
	���� G%2# �� �
	���� ���� �	��
 
�������� �
��
 2% F
1/ F G%# 91
� �
 ���	�� %2G ��
 %G2 �	��
 	��� ��
 ������� ��
 �
 /12 ��
 %G2 �	��

	���# 1��	��
�$�� �� �
 /12 ��
 %G2 �	��
 	���� ���� $�
������ ��
������ ��� 1/ ���
�� % ��
 ������	*����� �� 	�
� �
	���� %2G �� ������ ��
 %2G F %G2 ��
 ������� ��
�
	���� �� �	��
 
�������� �
� G% F %2 F /1 ��
 �� �
���*
� �� �	��
 
��������#

;'��$�$ 
:�/:
 "���� ��� ��� �����'�� ����� ��������� ���� ��� ����� ���� ���� �� 
���
�)���� ��
 ����� ����*

���
����0 "��� ��� �
����&���� ������ �
 ���	�� ��� �
����
���
 �� �	� ��
������
����
� ��� �#�# ��� 1G �� �	��
 	���# 2$�
���� ��
��� �� 0%0 �

�!

�# �� ���	��
�$�
�����
��&���
 �� ��� 	�
� �
���#

C ���	 ������
 ��� ���
�����
� ��� ���	�� ���� �
 ����
�� �	��
 	���# 2
�
�! ��
	�����

����� �	��
 �� ���
����� ��� ���	�� ����� ��� ����
��� ��
 ���� �
 ���	�� ��� �	��
 	���
�����& ����#

�! %��$ 
:�/:� 2	�� ��������
�� ����� ���(�� ���� ��� ����� ���� �� 
���)���� ��
 �����
������� ��� 
�������!���� ��� �� ������ ��� � ��
�*



>>� ����


�� �� ����
�� �
� ��
����	


Α

Β

Γ

Δ

Ε

,�!�� >?�+ D�����

$��
����0 0
�����
� �� �� ���
�����
� 1G%/ �	��
 
������ ���� �� �
	���� ��� �����'
�	*���
 ��� �&� �
����
��� ����
�� ��� ��
 ��� �
����
� ��� ������
 �� ��
� ���� -�#�#
�� 1G%. �	��
 
��������# "��� �� 0�

��� >#?#� � �
������ G2 ��� 
�������&� �� �	��

������ ���� ���� ��� 1%# ( G2 ���� �	��
 ��!�� ��� �
����	�� G/ �$�& ��
�� ��� ��
��
 �� ����� ��� ����� �
����	�� 1%# 1��� �����
��&�
 ��� 
�
�����# 1��	��
�$�� �� �

�
����
�
 �	��
 ������
 ��
 �
������&���
 ��� �� ����	� ���!� ���� 2� ����� �$�
��*�����
�� 0%0'�

�!

� 
������� �����
��&���� �&���� ��
 ��� �� �
	���� ��� ������	*����
 ���
�	� ����
� ��
 �� 2 �	��
 	�� �����& ����# 1�� ��� 
������ ��� �

����� �
��&���
 �

������ ��� ����
�� ��� 1G%/ ��
 � �����
�� ��
 �	��
 
������ �#�#�#

;'��$�$ 
:�/:� "���� ��� �� �� ��������
�� $&�" �� ������ ��� � ��� 
�������� ��

	 �� ������� ��
 �������'����� ��� ��� ���
�� ��
 ��� �� 	 ����� ��� ������� % ���� ��
��������
�� �����  �����)���  ��������� �����'��*

���
����0 "�� �
�!� �����*���� �
 �����	��
 ���� ��� ������ ���� ��� �� 
������! ����
�
	���� �	��
 ����
� ��� ���
����&
��# 1� �� 
�������� 2/% �	�� 	��� �
� 2/ ��
 /%

α

α

α

180−2α
β

180−α

Α Β

ΓΔ

Ε

βγγδ

δ

,�!�� >?4+ 0�
	�
�� 
��������

�� ���	�� ���� ���� 2% 	��� �� �� ���� �� �
����� 
�������� 2%G ��� �� �	�� ���� ���
2% �
��
 � ���	� >?@'� �� ���!� �� !��� �����	�# 91
� �� �	�� �� ���� ��� G%# %
� ���
	�
� ���� �� 
�������� 1/2 �� �	�� �� ���� ��� 1/# 1� �� 
�������� 12G �	�� ����
��� 1G� ���� �
 2/� 21� 2G ��
 2% �� !��� 	���� �
� �� 2/% �� !��� 
������
� ��
 ��
��� �F��F�� ��
 ��N�� F >?@ �
��&���
 �� �
�
�� �
�����
� �� �F=@� �F4@� �F=@# (
��
	����� �� 
�������� 2G1 �� ���
 ���� ��� 21 �����	 ���
 ��� 	�
� �
�
�� �
�����
�#
( �
	�� ���������� �
� �� 
�������� 21G �	��
 � ���� ��� �� ����	*���
 �� ��� 2G# ,�
���!� ��� ��
	����� �� �
	���� 2/% ��
 /G1 �	��
 	�� -%0%'�

�!

�. ��
 �� 
������!
2G% ��
 2/1 ����� ���	���
�� 	��� ���	��� �
� �
 G% ��
 1/ �	��
 ��
������
 ��
 ��
1G%/ �	��
 
�������� �
���*
�# ( ������� ���! �������	 ���� �
� ��

�����
� ���� ���
��� �� �����
� 
������! �
	���� ���
 ���� �	� ����
� ��� ���
����&
��# 1� ������ ���
�� 
������! ��� ���
 ���� ����
*����� �� ����
� ��� ���
����&
��� ���� ��� �� ����� ��
�	��
 	�� �����& ���� -|EA| = |EB| = |EΓ| = |EΔ|.� ����� �
 �
����
�
 ��� 1G%/ �	��

	��� ��
 �
������&���
� �
� ���� �	��
 �
�����
� -0�

��� �#B#>.#



���#� �



 ����� ����
�
�����	 >>4

α=60

α

β=30

α

Ε

Α Β

ΓΔ

β

,�!�� >?5+ 92�� �
�
�� �
�����
�

Δ

Α

Ε

Β

Γ

,�!�� >?<+ ( ��
	����� 
�������&� �
���*	��

Α Β

ΓΔ

Ε

α β

γ

γ
γ

,�!�� >?=+ 8�
����

���� 
�����

;'��$�$ 
:�/:" "���� ��� �� �� ��������
�� $&�" �� ������ ��� � ��� 
�������� ��

	 �� ������� ��
 �������'����� ��� ��� ���
�� ��
 ��� �� 	 ����� ��� ��� �����! ��
�% ����
�� ��������
�� ����� ���(��*

,�!�� >?A+ /
�	
��� 
����� �� 	�� �
	����

���
����0 )������ ��
 ��� ��� �� �
	���� �#�# �� 21G ���
 ���	�� �� �� ��
 � ����
��
�$! 2# ���� ��
 �� ���� �� ����� �
� 	�
�� ���	��# �� ���� �	��
 ��
�� �	��
 �
 ����
���
����
� ����# 0����� ��� 2 �� �
���
 ���� �
 ���	�� �� �	��
 �# /
�$�
��
��� �� � ���	�
��� 2 ��� G2% !��� � ! �� ��� �� ���� �� !��� �����

�! ��� 21G ��
 �� ��
��� � F
�N�� ��� ����������
 �F@� �����# 91
� ���� �
 ���	�� ��� 2 �	��
 	��� ��
 �FB@# 1���
���
 ��� ������
� ���� �
 ����
�� ��� ���
����&
�� �� �	��
 	��� �����& ����� �
� ���� ��
�	��
 
�����#



>>5 ����


�� �� ����
�� �
� ��
����	


;'��$�$ 
:�/:& "���� ��� �� �
�!������ �� �� ��
 ��)��� �� ���� ��� �� ������ �
��� ���
�)� ���� �����'��
 ����� ��������� ��� ��� ���� �� ����������� ��� ������ ���
���
�)� ��
*

Α Β

ΓΔ

Μ ΝΛ

,�!�� >??+ |MN | = 1
2
(|AB|+ |ΓΔ|)

���
����0 92��� ��
 ��� �
���*
� 1G%/ �� ���&�
���� ��!�� :M �����
 �� ���� ���
�� ��
���!��� ����
�� ��� �
���*	��# 0�	
������ �� ����� C ��� �
����	�� 1% ��

�$�
��*����� �� 0�

��� �#A#> ��	������ ��
 �� �
	� ����	� :� M ��
 C �	��
 ���� 	�
�
����	� ��� �	��
 � ������
������� -0�

��� �#A#�. ��� 1G ��
 %/# 1�� �� 0�

��� �#A#>
������ ��	��� ��
 � :C �	��
 �� �
�� ��� ����� %/ ��� �

����� 1%/ ��
 � CM �	��
 ��
�
�� ��� ����� 1G ��� �

����� 1G%# 0
���������� �� �!�� ��� :C ��
 CM �
��&���

�� *���&����#

;'��$�$ 
:�/:( "���� ��� �� 
���)���� ��
 ���(�
 ����� ��� ������ �
�������� ��
* "����
������ ��� � �
���� ��
 ��)��� �� ���� ��� ������ ��� ���
�)� ��
 ��������!� �����'��

����� ������ �
�������� ��
*

Α

Β
Γ

Δ

Ε

Ζ

Θ

Η

Ν

Ξ

ΟΠ

Ι

Κ

Λ Μ

,�!�� >?B+ ���
����� ��
� ����
�� ��
�������
�����

;'��$�$ 
:�/:� ���� ���
��� ���������������
 $&�" �������
�'�
�� ��������� ����
�� ���* "���� ��� �� ������ �
�)� ��� ������)��� -������ ��� � ��� 
�������� ��
�.
�������'�
� ��� ��������� 	4�B*

;'��$�$ 
:�/:- ���� ���
��� ���������������
 $&�" �������
�'�
�� ��������� ����
��� �
�� ����� �� �� $&�"* "���� ��� �� ������ �
�)� ��� ������)��� �������'�
� ���
���������*

;'��$�$ 
:�/:) "���� ��� � 
������� ���� �����!���� ���
�� ����)��
 ����� ���������
��� ��� 
������ ���� ��������� ���
��*



����� ��
����	
� �
	�	���
 ��
����	
 >><

���� 1
,��"��� ���
���* �
,��"��

Α

Β
Γ

Δ

Ε

Α

Β
Γ

Δ

Ε

,�!�� >B@+ 0��������

0�	
������ �
����
�� ���&�
���� ��!���� 1G�G%�%/�### ��� �������&� �	� ������ �����'
����� -0�
��
�$�� >#>>. �
	*���� ���������
�# �� ���&�
���� ��!���� 1G�G%�%/�###
�������
 ����!�	 ��� ��������� ��
 �
 ���	�� ��� ������	*��� �&� �
����
��� ����
��
�������
 >�
*�	 ��� ���������# /&� ���&���� 1G%/### ��
 19G9%9/9### �������
 ;6��
���� ����� ���	���
��� ����
�� 	��� ��
 ���	���
��� ���	�� ��	��� 	���# "��� ���&�
����
��!�� ��� ���
 ��
� �&� ��
�$�� ��� ��������� ��� ��� �	��
 ��
� ��� 	�
�� ����
�� ����'
��
 @���,
��	 ��� ���������# "�
 ���� ���� ��
 ��� ���
�����
�� �
��
	����� ��!%�

Α

Β

Γ

Δ

Ε

Ζ

,�!�� >B>+ /
����
�� ���������

��
 �!'��
�� ���&����# �� ��
�� �	��
 ���� ��� ���� ����
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���
������	��+ ���������
�� �������
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� ��'
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.+ ���7� ; Gauss->AAA'>?<<. �����
�� -[Kle97, σ. 16]. ��
� ��� �����
�� ���&���� �� �
����
�� ���������*���
 �� ������ ��
 �
��!�� ���� ��
 ������ ���� �� � �	��
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ν = 2μ · δ1 · δ2...δκ,

���� �
 ���
�
�
 δ1, ..., δκ �	��
 �
�$�
��
��	 ��
 ��)��� -�����! ��� �
�

�&���
 ��
� ����
�� �� > ��
 ��� ����� ����. ��
 ���
��� ��� ��
$!� -���� �	��
 �
�$�
�
 ��� >.

δ = 2λ + 1.
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��
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 > !I��
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 �� 2μ# ; �������� �	������ $�
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���� �� �
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�� �	��
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�� ��
 ��'����������
�� �����
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. ��
 
������������ ��� ���� ��� �������
���������� ��
 Gauss* $��
����
������ ��� ���� �������� ��� 
�!����� ����� � 
�� ���������� �
�� �� ���� ���*

.+ ���7
 1�� ��� ���
��� ��� Fermat->=@>'>==<. -[Wei03, σ. 1022]. �����
��&���
 ��

�
 �
���
 �

���	 ��� ��
$!� δ = 2λ + 1� �
���
 �� ����� �� � 	�� �� �	� �&���� ��� � ��

���
�� �� �	��
 ��� ��
$!�

δ = 22
ρ

+ 1.
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 �

���	 ����	 �������
 '!����* %�� Fermat ��
 �	��
 �
���
 �
� ρ < 5 -�
���
��
 �
�
���� 4�<�>A� �<A� =<44A.� ��� �
� ρ ≥ 5 ���� ��'�
���
 ���!� ��� ��
$!� �	��
 ������	#
1�� ���� �� ���&����� ��� ������� ���������*���� �� 
������
� �
	���� -�F4� "���'
����! �#5#�.� ��
 �� ��������� -�F<� 1��!��
� 5#�#>� 5#�#�.# )��
���� ������ ������

��������!� ��� �����
��& >A'����� -[Eve63, σ. 217].� ���� ���� ����
�� ��
	������# ;
Richelot->?@?'>?A<. ������	���� ��������! ��� �<A'������ ��� � Hermes->?5='>B>�. �'
$
�
��� ���� �
��
� ��� *�!� ��� ���� ��������! ��� �����
��& =<44A'�����#

.+ ���7� �� �
������ ��� ��������!� ��� �����
��& ��������� �� � ����
�� �	��
 ���'
������ �� �� �
������ ��� ��������!� ��� ���	�� ���
�� 360
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Β Γ

Α Α∗

ΜΥ

ε

κ

,�!�� �5�+ "�������! �

����� ��� �� a, υA, μA

�� ����� ��� G%� �
� �� �	��
 ����	� ��� �&���� �-:�μA.# ,������ �� 1 �� �	��
 ����	�
���!� ��� �&� ����� ������

��� �����#

�!�����0 "��������*���� ��!�� G% �!���� a ��
 $�
����� ��
������ � �
�� ���� ��
�������� υA# "��������*���� ��	��� ��� �&��� �-:�μA.# 92�� ��� �� ����	� ���!� ���
����	�� � ��
 ��� �&���� � �
	*�
 ��� ��
�$! 1 �

����� 1G% ��� 
������
�	 �
� ���
�!��
�
��� ��������!�#

"����!����0 %
� �� ���
��
 �&�� �� �
���
 �
 �&� ����
 �� ��������
# 1��� ����	��

��
 � �������� υA ��� ����	�� ��� �� G% �� �
���
 �� �	��
 �
�
���
� ��� ���	��� μA ���
�&���� �# ,������ ������ �&�� ���� μA ≥ υA# 1����
��&���
 �&���� ��
 �� �
	���� ���
�
��&����� ��� �� �
�$�
� ����	� ���!� ��� �&� ����� �	��
 	�� �����& ����# ,�������
��� �� �������� ���������*���
 ��� ��

��� �
	����� �#�#�#

;'��$�$ 
:�&:
 "�
���� � ���� ��� �� ������� �
�
������
 �� ����� $& ��� 
!� �!�
���� �-1%�. ��� �C-9%�C.* E� �������
����� ��������������� $&�"% ��� ���
�� ��

�����
 �� ����� � $& ��� �� ���
#�� ��
 " ��� � �� ����� ������ ��� �!���� � ��� �C
����������*

Α Β

ΓΔ
Ο Ρ

κ
κ∗

Π

,�!�� �54+ 0�
�������
���� �� ����	�� ���� ��
 ��
�$�� ��	 �&����

���
����0 $���
��0 92��� ��
 �� *���&���� ��
�������
���� 1G%/ ��������������#
( ����
� ��� /% �� �	��
 ��
������� 	�� ��
 ���

��� ��� 1G� �
� �� ��
� ��� % ��
��

�����
 �� ������ ������

�� ���� ��� �
	*���
 ��� �&��� �-0�
. -91����� �#><#>.�
���
 ���� � ;0 �� �	��
 ��
������� 	�� ��
 ���

��� ��� 1G# �� % ��
��� �� �	��
 ����	�
���!� ��� �������� �&���� �L-D�
L. ��
 ��� �&���� �-0�
. ��� ���������*���
 ��� ��
��������#

�!�����0 "��������*���� ��� �&��� �-0�
. ���� ���$�
���
 ���� �������# 92��� %
��� ����	� ���!� ��� �&���� �-0�
. ��
 �L-D�
L.# 2�
	������ �� ����	� / ��	 ��� �&����
� ���
 ���� �� ;0%/ �� �	��
 ��
�������
����# ���� ��
 �� 1G%/ �	��
 ��
�������
����
��� 
������
�	 �
� ���
�!��
� ��� ��������!�#

"����!����0 )��
��
 �&�� ���� ��

��� ���� �
 �&���
 �-0�
. ��
 �L-D�
L. ��������
#
2�� �
 �&���
 ����	 ��������
 �� �&� ����	�� ���� ���
���� �&� �
�$�
��
��� �&��
�# 1� �
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�� �� ����
�� �
� ��
����	


�&���
 �$�������
� ���� ���
��
 �	� ��

��� �&��# 2�� �
 �&���
 ����	*����
 ���� ���
����
���

�� �&��
�#

;'��$�$ 
:�&:� ������ , ����(������� ��� �!���
 �� 
������� $&* � �
���� $, ������
��� ���������� ��
 $& ��� ������ �* E� (����� � ����������� ����� ��
 ����������
 ��

�!���
 1,� ���)� ��� � ����������� ����� ��
 ����������
 � �
��! ��
 ����)��
*

ΟΑ Β

Μ

Γ

Η
Κ

,�!�� �55+ %�����

��� ����� ��

����
�� ��
 �
������
��

���
����0 ; ��
	������ ��� ;:% �
�
����
 ��� �� G# 1��� $�	����
 ��� �� ��
 �
 ���	��
1G: ��
 1%; �	��
 	���� �� ������
����
��� ��� ���	�� G1%# 2������� �� ��
	����
�
" ��� �&���� -;:%. �� ��
	�����
 ��	 ��� ����������� ��� �����
����� ��!����� ;G#
�� �
������
� ( ��� ;:% ����	���
 �� ��� ���! ��� ������� ��� �� : ���� ;% ��

��� ������� ��� �� ; ���� 1%# 91
� ��� ���
�����
� ;G:( �
 �������
 ����
�� �	��

��
������� ��
 �������� ���� �	��
 ��
�������
����# ��&�� ����������
 ��
 � :( �	��

��
������� 	�� ��
 ���

��� ��� G;� �
� � ������

��� ����� ��� ( �	��
 � �&���� ��

����
� 1 ��
 ���	�� 	�� �� |AB|
2

-91����� �#><#>.#

;'��$�$ 
:�&:" ���� ���
��� OX,OY ������ XOY ���'����� ���������� ������ $ ���
&% ���� )��� |OA|+ |OB| = λ �� ����� �������* E� (����� � ����������� ����� ��
 ����

��
 �
�
������
 �� ����� $&*

Υ

ΧΟ
Α

Β
Ι Κ

Γ

Δ

Ε

Ζ

,�!�� �5<+ %�����

��� ����� �� �����
� |OA|+ |OB|
���
����0 6��
��� �� ������

�� " ��� ; �� �
�� �� ����� J ��� 1G# ,�� ���
�����
�
;1"G �
 �
����
�
 1G ��
 ;" �
������&���
 ��� ����	� J� �
� �	��
 ��
�������
����#
9;

�� ��	 ��� OX,OY ���	���
�� �� ����	� % ��
 /� ���
 ���� |OΓ| = |OΔ| = λ#
0
��&���
 ���� ����� ��
 �� �
	���� %1" ��
 "G/ �	��
 
������! ��
 �� ����	� /�" ��

% �	��
 �� ����	��# ,�������
 ��
 �� ����� J ��� 1G ��� �	��
 ��
 ����� ��� ;" ��

�����

���� ����	� 2H ��� �����
 �� ���� 2�H ��� ����
�� ��� 
�������&� %;/#

;'��$�$ 
:�&:& /���)��
 $&� 
�
���� � ���� ��� �� ������� ��� (���� &� ��� ��
� ��� μB ��� 
������
 ��
 ��� �� &* E� (����� � ����������� ����� ��� ���
# � ��
 $*
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�� �� ���
��
� �

���� ��
����� ���
����
�

��� ��6�$�� �
,����"�

:��� �� ���&�
���� ��!���� ��
 �
� ���	��� �� �
	�� ������� ��� ���
��� ���� 2����	��
�
������
	� ��� ��
����� �	��
 �� ������ ���������# �� ������� ���� ��
��& ���������
0 �	��
 ��� ���
��� �

���� ε(Π) > 0 �
� ��� ���	�� ���
��&�� �
� �������� 
�
������#

6�� %$%� �:�:� "!� ��� ���!���� ���
� ��� ��(�
�*

Α

Β

Γ Δ

Ε

Ζ
Η

,�!�� �5=+ ε-1G%H(.Nε-%/2H. F ε-1G%/2H(.

6�� %$%� �:�:
 2	�� ���!���� Π ��
 �
�������� ��� ����% ����������� �� �� ���% ���
�!���� Π,Π′,Π′′% *** ��
 
�� ������!������� ���� ��(�
�� �� �������� ��� ��(�
)� ���
���
�)���

ε(Π) = ε(Π′) + ε(Π′′) + ....

,�� �
����&���� ��!�� �� �&� ���&���� 1G%H( ��
 %/2H ����� ��
�! ����
� ��� %H
��
 ������	*��� �� ��� ���&���� 1G%/2H(#

Α

Β Γ

Δ

Κ

Ζ

Η

Θ

Ι

,�!�� �5A+ ε-1G%/. < ε-H(6J".

6�� %$%� �:�:� 2	�� ���!���� Π ��
 ���������� ���� �� ��� ���� Π′ ���� ��(�
��

ε(Π) < ε(Π′).

6�� %$%� �:�:" /� ��(�
�� ��
 ������)��
 �� ���
�� ��� ����
� � ��
� ����� ���*

.+ ���7� 9;��� �� ��&�� ��
������ �
 �����

� ����� 
�
������ ��� ���
��&�� ��� ��
������� ����
	*��� ��!
�� ��� ��
$! ��� ��
 �
� �
�����
� ��
�������
���� �����&�
���� ������ �&�� ��� �� ��$
�*��� �� �
������ ��� ����
�� ���# 2	��
 ������� � &��
�!
��� �
� ������
� ��� ��
������# %
 ���� ��� ���� ��
�� �
� �
� ′′�
�������′′ ��
 ��
 �
� ��
′′���)����′′ ��� ������&#
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.+ ���7
 ( 
�
����� 4#>#� �� ���
�&�� �� ������	 �� ������! ���� ���	���
�� �
�'
����
������ ��� ������� �
� ���&���� ��� ����	�����
 ��� �&� ���� ���� ���&����#
2�	��� � 
�
����� 4#>#4 �	��
 ������
� ��� 
�
������ 4#>#� ��
 �� ���
�&�� �� �����
���	
��� �
� ����� 
�
������# 3����� � �����
�� ��

�������
 �
���� ����� ����	�� ��� ���
�
��� ����
� ��� ���

�	�� �� ��� ������
	� ��� �	��
 ������ �� �������&� ��
�
��
�#

.+ ���7� 1�	*�
 �� ��
���
!����� �
� ���
������ ��� ��
���
�*��� �
 ���
!��
� �����
��
 �������# 0
���
��
 �
� �
�
��� ��

�����
� 4�%!�
� �����! �����
���� ���
����
�!���� ��
 ���
����
�� ��

�������� -������&� �����.� ��� ����������
 ���� ���
�!� �&'
��� �����*������ B����� �����
� �� ���
� ��� Jordan ��
 ����� ���
����
� �� ����� ��

Lebesque -[KF70, σ. 254].# �� ���
� ���� ���
������ ��� ���
!��
� ���& ����� ���������
������	�����
 ��
 ��
�
����� ��� ���
��� �
� ���&������ �������� ��� ���� ��� ��� ���'
�����&� �� ���� �� ������# 2
�
��� ��

�����
� ���� �	��
 ��
 � ����� ������
�� ��� ��
������!����� ���� ���
�����
	� -0�
��
�$�� B#<. ���� ��
 �� ������� �$�


��� ����'
����� -0�
��
�$�� B#4.# ,� ���� �
� ��

�����
� � �����
���� ���
���� ���������*���

�� ��� 	�
� �
���# 1��
��&�� ��� ����� �

������ 
�
������ ��
 �����
��&���� ��
 ����� �

���
�!��
� �����������
 ��� &��
�� ���� ��
 �����
��& �����
���& ��� �
� 
������
�	#

;'��$�$ �:�:� "���� ��� ���� ��������������� ����'���� ��� ��� 
���)��� ��
 �� 
!�
�����(�
��� �������* "���� ����������% ��� ���� �
���� ��
 
�������� ��� �� ������ ������
����������
 �� ����'�� �� 
!� �����(�
��� �� ����*

Α Β

ΓΔ

Ο
Μ

Ν

,�!�� �5?+ J�������
�� �
	����

;'��$�$ �:�:
 "���� ��� �� 
!� 
���)���� ���� ���������������
 �� ����'�
� �� �������
�����(�
��� �������*

���
����0 �� �
	���� 1;G ��
 /;%� ���� ; �� ����
� ��� ��
�������
����� 1G%/
-����	� ���!� ��� �
����	��.� �	��
 	��� �
� ����� 	�� ������# 6��
��� �� ������

��
:� M ��� ; �� �
�� �� ���� ��� G% ��
 /% ���	���
��# �� ��
�������
���� G;%:
��
 ;/M% �	��
 	��� �
� ��
 �� �
�� ���� ���� �� ������� -�&�$��� �� ��� �
����&����
������.� ��� �	��
 �� G;% ��
 /;% �� ����� 	�� ������#

;'��$�$ �:�:� "���� ��� � 
������� $" ���� ����)��
 $&� �� ����'�� �� 
!� �����(��

��� �������*

;'��$�$ �:�:" "���� ��� ���� �
���� ��
 
�������� ��� �� ������ ��� � ��� 
��������
���������������
 �� ����'�� �� 
!� ���% ��� �������� �����(�
���% �����'�� - �������.*
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Α Β

ΓΔ

Ε

ΖΗ

,�!�� �5B+ ε-12H(.F 1
μν

?���� �:
:� "�����!�� ��� 
!� �������� ���
��� ��
 ����
����
 -���
��� � ��
� 6. ���
����)��
 �� � ��� ���� ��� ��� 
!� ����� �������� ���
��� �� � ��� ���� ��� #����
��
���������� ��
 ��)��
� �������� ������� ������* �������'����� �� ���������������
������� ��� ������ ���� ��(�
�� 1

μν
*

$��
����0 0
�$���� �
��&����� �� 	�� �
�����
� ��� ���� ��� 
�
����� 4#>#> �� �����
�� 	�
� ������� 2# "��� ��� 
�
����� 4#>#� �� ������� ��� ���
������ ��� �	��
 > -J�
�����
4#>#5. �� �	��
 �� ��
�
��� ��� ������� 1 = μνE� �#�#�#

?���� �:
:
 /� ��(�
�� ε ���������
 $&�" �� ���
��� AB ��� AΔ ��
 ���
� � ���
����!� ������!� ���!��� �� �� �������� ��� ���)� ��� ���
�)� ε = |AB||AΔ|*

Α Β

ΓΔ

,�!�� �<@+ |AB| = α
β
, |AΔ| = γ

δ
⇒ ε(ABΓΔ) = |AB||AΔ|

$��
����0 )��������� ��
 �
 
���	 |AB| = α
β
, |AΔ| = γ

δ
�	��
 �������
 ��
 �
�

�&�� ��

�����
�	� ���
����� �� βδ 	�� �
�����
� ���� ��� �
����&���� �!���� ���� �� ���	�
������� ���
 ������� ε′ = 1

βδ
# 2� ��������� � ����
� 1G ��� �
�����	�� ���
�	 ��

�
�

���	 �� α �� ��!��� ��!���� �!���� 1
β

��
 � ����
� 1/ ���
�	 �� �
�

���	 �� γ

�� ��!��� ��!���� �!���� 1
δ

# 7�
������ ��
���!���� ��� �� ����	� �
�	
���� �����
��� ����
�� ������	*���� ��
��� αγ �� ��!��� 	�� �
�����
�� ������� ��� ���	�� ���

������� 1

βδ
# �� ��
�
��� ��� ������� ����� ��� �
�����	�� �	��
 αγ 1

βδ
��
 
��&��
� ����

��� 
�
����� 4#>#�� �� �� ������� ��� �
�����	��� �#�#�#

?���� �:
:� ��� ���� ������ ������ θ ��� #
���� ������ ν 
������ ����� #
����� μ - 
�� ��
��. ���� )��� �� ���!�� � ���������

|θ − μ

ν
| ≤ 1

ν
.
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0 1/ν 2/ν 3/ν

μ/ν (μ+1)/ν

θ

,�!�� �<>+ 1
�
�!��
� ��	���

$��
����0 ,��� ���	� �� �!��� ����	*���
 �� �� �������� '!+������� �5*��� -1
�
'
�!��� �?A'�>� �#8#. �
� ���&�
���� ��!���� �
�� ����	�� ��
 ���
���	*���
 ��� ��!��'251#
%
� ��� �����
�� ��������&�� ��� ��� �
�! ���� �����
����� ��!����� �!���� θ �
����
'
�� �
���!���� �!���� 1

ν
# "��� �� 1
�
�!��
� ��	���� ���
��
 ��� �
	�
�� μ ���
 ���� ��

(μ + 1) 1
ν

�� ����
���
 �� �!��� θ� �� ���� ���
� �� θ �� �
���	 ��� �
������ -�!���� 1
ν

.
�����& ��� μ

ν
��
 μ+1

ν
� �#�#�#

�! %��$ �:
:� /� ��(�
�� ε ���������
 $&�" �� ���
��� AB ��� AΔ ���!��� �� ��
�������� ��� ���)� ��� ���
�)� ε = |AB||AΔ|*

................

0 1/ν 2/ν 3/ν

μ/ν (μ+1)/ν

θ

'θ

   
  .

...
...

.

Α Β

Δ
Γ

,�!�� �<�+ 0
�����
�� �
�����	��

$��
����0 %
� ��� �����
�� ���
�&�� �� �!�� ��� ����
�� θ = |AB| ��
 θ′ = |AΔ| ��

��� -�
���� ������. ν# "��� �� �
����&���� �!��� ���
���� �&� ���	���
��
 ���
�
�
 μ
��
 μ′ ��� 
������
�&�

|θ − μ

ν
| ≤ 1

ν
και |θ′ − μ′

ν
| ≤ 1

ν
.

92��
 �� ������� ε ��� �
�����	�� �� ��

���� �� �
�����
� �� ����
�� 
���& �!���� μ
ν

��
 μ′
ν

�	��
 �����&��
� ���
μ

ν

μ′

ν
≤ ε.

1������ ����������
 �������� ��
 �� 	�
� ������� �	��
 ������
��� �
�
���
� ��� ������&
�� ����
�� 
���& �!���� μ+1

ν
��
 μ′+1

ν
� �����!

ε ≤ μ+ 1

ν

μ′ + 1

ν
.

,����
�� ��
��� �������� ��
 �
 �

���	 θθ′ ��
 ε 
������
�&� �
� 	�
�� ��
�������

μ

ν

μ′

ν
≤ θθ′ ≤ μ+ 1

ν

μ′ + 1

ν
και

μ

ν

μ′

ν
≤ ε ≤ μ+ 1

ν

μ′ + 1

ν
.
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|ε− θθ′| ≤ μ+ μ′ + 1

ν2
=

1

ν

μ

ν
+

1

ν

μ′

ν
+

1

ν2
≤ 1

ν
θ +

1

ν
θ′ +

1

ν2
≤ θ + θ′ + 1

ν
.

2��
�! � �������� ���
� ���
�	 �� �	��
 ����!���� �
�
!� �
��	 �� ��������� ������ ν�
�����
 ��
 � -�����
!. �������� �

���
� ��� ���
�	 �� �	��
 ��!�
� ���
�!� �#�#�#

� !���� �:
:� /� ��(�
�� ������)��
 �� ���
�� � ��
� α ���!��� �� α2*

α

ε=α2

,�!�� �<4+ 2������ ���
������

;'��$�$ �:
:� "������� ��� �����)� �����)� a ��� b ��)���� �� ��������� �� ���
��
� ��
� a + b ��� 
���� (���� ��� ��������� ��� ��(�
)� ��� ��
������ (a + b)2 = a2 +
b2 + 2ab*

a b

a

b b2

a2 ab

ab

,�!�� �<5+ ���
����� ��
�	������ ������

��

;'��$�$ �:
:
 3������������ ��� �
�� ����
� ��� �� 
������ ��� ��
������ (a − b)2 =
a2 + b2 − 2ab*

1 1

2

2

3 3

4

4

5

Α Β

ΓΔ

Ε

Ζ

Η

Θ Ι
Κ

Λ
Μ

,�!�� �<<+ ���
������ �
�	
���

;'��$�$ �:
:� $� 	%4%�%B ����� �� ���� ���
�)� ������)��
 $&�" 
���� ��� �� �	%
"4% $� ��� &B ���'�
� ��������� 5+I, �� ��(�
�� �� 6AM ��
 ��(�
�! ��
 $&�"*
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��*��
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�

�! %��$ �:�:� /� ��(�
�� ���������������
 $&�" ���!��� �� �� �������� ��
 ���
���
 ���� ���
��� ��
 ��� ��� �������� ��� ��� �������� �
� � ���������*

Α Β

ΓΔ

A' B'

δ

,�!�� �<=+ ε-1G%/.Fε-19G9%/.

$��
����0 92��� ��
 19 ��
 G9 �	��
 �
 �
������ ��� ��
�$�� / ��
 % ��	 ��� ����
��
1G# �� �
	���� 119/ ��
 GG9% �	��
� ���� �� 0%0'�

�!

�� 	�� �� ������ �
� ����
��
1/ ��
 G% 	���� �
� ����
�� /19 ��
 /G9 ��	��� 	��� ��
 �
� ��

�������� ���	�� 1/19
��
 G%G9 	���� �$�& �
 ����
�� ��� �������	�� �	��
 ��
�������# ,������ �� �������
��� ��
�������
����� 
��&��
 �� �� ������� ��� �
�����	�� 19G9%/� �� ���	�� ���� ��
�
����&���� ���
���� �	��
 	�� �� �� ���$�
������ �#�#�#

Δ Γ

Α Β

δ

A' B'

,�!�� �<A+ 9J�
� ���� 	�
� &���

1�� �� ���
��� ��������
 ��
 ��� �� ��
�������
���� �� �����
! ���� 1G ��
 �������

����
� %/� �
������� �� �
� ��
������ ��� ����	�� 1G� ����� �����
� ������� ε = |AB|δ�
���� � � �������� ��� ��
���!��� ����
�� 1G ��
 %/# :
� 
�
�	��
� ��
	����� �������	
�� �
�����
� 1GG919� ��� ���	�� �� ������� �	��
 ��

��� �� �
������ ��� ����� ���
����
�� ���# 0�
��!
���� ��
 ��� ��� ���� �� ��
�������
���� ����� �� 	�
� �������� �
��
	���
�� ���� �	��
 ��������! ��
 ���
�	 �� �	��
 ��� ������ �������# ( ������� ������
��
����
	*�
 ���� �� �
�����
� ��
 � ���������� ���
��
�$�
 ���!� ��� ��
��!
���#

;'��$�$ �:�:� "���� ��� ��� ��� �� ��������������� ��
 ���
� ������ (��� ��� �
�������� �
� � ���
�� ��� ��� �� ��� ��������� ��� (����% �� �����)��� ���� ��� ��������
���������*

;'��$�$ �:�:
 "!� ��������������� ��
 ���
� �� �
�� ��(�
�� ��� 
!� ���
��� �����
������ ���� ���
� ��� ���
���% �������� ��� ���� ���
�)� ��
�% �� ��� ��������*

Α

Β Γ

Δ

υα

Ε

,�!�� �<?+ ε(1G%.= 1
2
|BΓ|υα
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� !���� �:�:� /� ��(�
�� ����)��
 $&� ���!��� �� ��  ���
 ��
 ��������
 ���� ���
�
��� ��
 ��� ��� ��D �
� � !@��*

$��
����0 1� ��
������� �	� ����
� �#�# ��� G% ��
 �� ������	����� �� ��
�������
����
1G/% $�
����� ��
������� ��� �� % �
�� ��� 1G ��
 ��� �� 1 �
�� ��� G%# �� ��
��'
�����
���� ���� ���
 ��� 1% �� �
����
� ��
 �� �&� �
	���� ��� ������	*����
+ 1G% ��

1%/ �	��
 	��# "��� �� �
����&���� �� �
���
 ��
��� 2ε(1G%.= |AB|υ� �#�#�#

� !���� �:�:
 /� ��(�
�� ���������
 ����)��
 ���!��� �� ��  ���
 ��
 ��������
 ���
������� ���
�)� ��
*

� !���� �:�:� 1 ����� ��� ��(�
)� 
!� ���������������� $&�" ��� 	4�B ��

���
� �� �
�� !@�� ���� ��� (����� $& ��� 	4 ����� ���� �� ��� ���� ��� ���)� �
�)� ���

(����� |AB|
|EZ| *

Δ Γ

ΒΑ

υ

Θ

Ε Ζ

Η

,�!�� �<B+ ε(ABΓΔ)
ε(EZHΘ)

= |AB|
|EZ|

$��
����0 0
��&���
 ������ ��� �� ��
 �� ������� �	�� ���� ��	 ���	���
�� &���+ ε(ABΓΔ) =
|AB| · υ ��
 ε(EZHΘ) = |EZ| · υ# ( ���$�
��	�� ����� �
��&���
 �
�

����� �
� �
��'
��&����� 
������� ���� ����� �#�#�#

� !���� �:�:" 1 ����� ��� ��(�
)� 
!� ����)��� $&� ��� 	4� ��
 ���
� �� �
��

!@�� ���� ��� (����� $& ��� 	4 ����� ���� �� ��� ���� ��� ���)� �
�)� ��� (����� |AB|
|EZ| *

Δ Θ

Β

Η

υ

ΖΑ

Γ

Ε

,�!�� �=@+ C���� �������

$��
����0 0
��&���
 ��� �� �
����&���� ��

��� ��
 �� ������� ��
 �� �
	���� ���

������� �� !�
�� ��� ���
���	��� ��
�������
������ �#�#�#

� !���� �:�:& � 
������� $" ����)��
 $&� ����'�� �� ������� �� 
!� �����(�
���
������� $&" ��� $"�*

$��
����0 �� �&� �
	���� ����� �� 	�
� &��� � ��
 	��� ����
� |BΔ| = |ΔΓ|� �#�#�#

� !���� �:�:( /� ��(�
�� �����'��
 $&�" ���!��� �� 1
2
(a+ b)υ% ���
 a ��� b �� � ��

��� ������ ��� ���
�)� ��
 ��� υ � �����! �
�)� ��������*

$��
����0 8�

�� �� ��� �
����
� 1% �� �
���*
� �� �&� �
	���� ��
 �$�
���� �� 0�

���'
4#4#>� �
���������� �� ������� ��� �&� �

������ �#�#�#
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Α

Β ΓΔ

υ

,�!�� �=>+ /
������ ��
	*�
 �� 
�������
�� �
	����

Α Β

Γ
Δ

a

b

υ

,�!�� �=�+ 2������ �
���*	��

� !���� �:�:� � 
�������� $" ����)��
 $&� ������ ��� �������� ���
�� &� �� 
!�
�� ���� &" ��� "� ��� ������ � ����� ����� � �
��� �� ��� ���� ��� ������������ ��

�
�� ���
�)�0 |BΔ|
|ΔΓ| =

|AB|
|AΓ| .

Α

Β ΓΔ

Ε

Ζ

,�!�� �=4+ /
������� �������� �������
 ����
�

$��
����0 1� �� �
	���� �	��
 
�������� �� ���� G%� ���� �� �����
���� �
��&���

��� �� ��
 � �
������� ��� ���	�� ��� ��
�$!� ����	*���
 �� ��� ���������� ��� �����
-0�

��� >#?#�.# ( �����
�� ���� ���
�! ��
	����� �
��&���
 �&���� ������	*����� ��
������ ��� �

����� 1G/ ��
 1/% �� �&� �
�����# ��� �
��� $�
� ���
�&�� �� ����
���� ���	���
�� �
� G/ ��
 /%# 2��	�� �� &��� ���� ��� �� 1 �	��
 �� 	�
� ������ -4#4#5.

��
 � ����� ��� ������� ���� �	��
 	��� �� |BΔ|
|ΔΓ| # ��� ��&��
� $�
� ���
�&�� �� ���� ����

�
� 1G ��
 1% ���	���
��# "�
 ���
 �� &�� ���� ��� �� / �	��
 	�� -0�

��� >#><#>�.� �
�

��� �� -4#4#5. �
��&���
� ��
 � ����� ��� ������� ���� �� 
��&��
 �� |AB|
|AΓ| � �#�#�#

;'��$�$ �:�:� "���� ��� �� �
�� �
�������� �� �
�� ��
 ������
����
 ���������� ���!��
��� ��� ��� �������� 
������� ���� ����)��
% �#���� �
� ������ ��� �������� (���*
"���
 ��� � �������� 
�������� $" ��
 ����)��
 $&� ������ ��� �������� ���
�� &�

�� �� ���� �� ����� ���������!� ��� |BΔ|
|ΔΓ| =

|AB|
|AΓ| .

���
����0 9;��� ��
 �
����������� ������
�� �� ������ ��� �

����� 1G/ ��
 1%/
��
 ��� ���� ���� �� �&� �
�����# 0
��� ���
����� �� ����
� ���� �
� G/ ��
 %/ ��

�����
� ���
����� �� ����
� ���� �
� 1G ��
 1% �
�� �
� ���	�� �� &�� ��� �� / �	��
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�������� �� �
�� ��� ��
�$! 1#

;'��$�$ �:�:" "�
����� ����� �
����� 
�� ��
 �
��
 ������
 13% 1Y ��� 14* +������!�
��� ������� ��
 ���� �
��� ��� �
����� �� 
�������
�*

Α

Β Γ

Γ∗

Α∗

Β∗

Ο

Χ

Υ

Ζ Δ

,�!�� �=<+ "�������! �

����� ��� �
� �
�������� ����	��

���
����0 1�� ����� ����	� 1 ��� ;8 $�
� ������ �� ���!�� �������� ��� ;H ��� /#
0
����� �� / ���� ;Y ��� ����	� G# ����� �

�� �
� ������

��� ����	�� ��� 1G ��
�
�� �
� ;8 ��
 ;G ��� ��������
 ��� %# �� 1G% ���
 ��� ���
��&���� 
�
�����# 1
��	
�� ��	����� ��
 �� % �	��
 ��	 ��� ;H# 0
�� ��&�� ���
�&�� �� ����	� Γ′ ��� ���	� � 1%
�����
 ��� ;H� �� ����	� Γ′′ ��� ���	� � G% �����
 ��� ;H ��
 ��	������ ��
 ���� �� �&�
����	*����
 ��
 ����	����� �� �� ����	� %# 0
�����
� �� ��������!�� �
 ����	�� ;8 ��

1/ �	��
 �
������
 ��� ���	�� 1 ��� �

����� 1%L%9� ���� %L �� ����	� ���!� ��� 1G ��
��� ;H# 91
� -0�

��� 4#4#A ��
 91����� 4#4#4.

|OΓ∗|
|OΓ′| =

|ΔΓ∗|
|ΔΓ′| ⇒ |Γ′O|

|Γ′Δ| =
|Γ∗O|
|Γ∗Δ| .

0�
���
� �� ��������!�� �
 G; ��
 G/ �	��
 �
������
 ��� ���	�� G ��� �

����� %LGΓ′′�
�
� �� 
��&�
 ��
 � ������� ��� �
����������

|OΓ∗|
|OΓ′′| =

|ΔΓ∗|
|ΔΓ′′| ⇒ |Γ′′O|

|Γ′′Δ| =
|Γ∗O|
|Γ∗Δ| .
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	������
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� ��� ��!����� ;/� �
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 -0�

��� >#>A#4.#
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�� ;8 ��
 ;H �	��
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������
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����� 1G% ��
 � �
	�� ;H
��� �
�
����
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���� ��
 �� % �� �	��
 ��
 ���! �
�������
��� �

����� -0
����� �#�#4.#

;'��$�$ �:�:& "������� ��������!��
 $&�"% 
���� ��� � ����������� ����� ��� ���
����� 9 ��� �� ����� ���!��

�-9$&.L�-9�". G �-9&�.L�-9$".

����� � �
���� Newton -��
 ��)��� �� ���� 	%4 ��� 
��������. ��
 ��������!��
*

Α

Β

Γ

Δ
Ε

Ζ

Ρ

,�!�� �==+ 8�
����

���� ����	�� Newton

���
����0 ( �
�$�
� ��� ������� ε-DG%.'ε-D1G. �
�$���
 �� ��� ��!��
� ��� ���
����&'

�� D1GH ��
 DHG%� ���� H �� ����� ��� �
����	�� 1%# �� �&� ���� ���
�����
� �����
	�� ������ ��
 
��&�
+

ε-DG%.'ε-D1G. F Pε-D%GH.Nε-DGH.Q'Pε-D1GH.'ε-DGH.Q F �ε-DGH.#

1������� ���
�! ε-D1H.Fε-DH%.�

ε(PΓΔ)− ε(PAΔ) = [ε(PΓΔ) + ε(PZΓ)]− [ε(PAΔ) + ε(PAZ)]

= [ε(ZΔΓ) + ε(PZΔ)]− [ε(ZAΔ)− ε(PZΔ)]

= 2ε(PZΔ).

0
��&���
 ��
��� ��
 � ����� ε-D1G.Nε-D%/. F ε-DG%.Nε-D1/. �	��
 
���&���� �� ���

0 = ε(PBZ)− ε(PZΔ) = [ε(PZB) + ε(ZBE)]− [ε(PZΔ) + ε(ZEΔ)]

= [ε(PBE)− ε(PZE)]− [ε(PEΔ) + ε(PZE)] = −2ε(PZE).

9;��� ε-DH2.F@ ����	��
 ��
 �� D �	��
 ���� ����	� ��� 2 ��
 H#

;'��$�$ �:�:( /�������!��
 $&�" �� �������� ���
��� ��������� ��� ������ � ��� 4*
"���� ��� �� ����� 	 ��� 4� ����� ��� ��� �
����� ��
 Newton ��
 ��������!��
*
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�� �� ���
��
� �

���� ��
����� ���
����
�

Α

Β

Γ

Δ

Ζ

Η

Ε

,�!�� �=A+ 6��
��� ��� Newton

���
����0 G���
 ��� �
����&����� �������� �
��	 �� ��
���	 ��
 ε-1/2.Nε-G%2. F
ε-%/2.Nε-1G2. ! 
���&���� ε-1/2.'ε-%/2. F ε-1G2.'ε-G%2.# ( 
������ ���! �
��&'
���
 ��$
�*����� �� ������ ���� ��� �

����� 1(H� %(H� /(H ��
 G(H� �#�# ε-1/2.
F ε-12(.'ε-/2(. F ε-1H(.I� ' ε-/H(.I� ���#

;'��$�$ �:�:� ���� ���
��� $&% $� ����)��
 $&� �������
�'�
�� ��������� ���������
�� $&B4 ��� $�"	* "���� ��� � 
������� $5 ��
 $&� ����� ������� ���� ���
�� 	4 ��

$	4* "���� ������ ��� �� ������� $	4 ���� �� �
�� ��(�
�� �� �� $&�*

Α

Β Γ

Δ

Ε

Ζ

Θ

Η

Ι

Λ

Κ

Μ

,�!�� �=?+ 0��
��� �

�����

���
����0 0
�����
�� ��� G1 ���

 �
����
����& ��� ��� C# �� �
	���� 1C% �	��
 	�� ��
�� 1H2 -0%0'�

�!

�. �
��
 1H F 1C� 12 F 1% ��
 �
 ���	�� H12 F C1% �
��
 ��
 �

�&� �	��
 ��
����
����
��� ��� ���	�� G1%# C��� ��� 
������� ��� �

����� �
 ���	��
H21 ��
 1%C �	��
 	���# 1� : �	��
 �� ����	� ���!� ��� H2 ��
 %C� �� 2 ��
 % �������
�� ��!�� 1: ��� 	��� ���	��� �
� �	��
 ��	 ��� 
�	�� �&���� -0
����� �#>4#4.# ; �&����
����� �
�
����
 ��� �� 2� 1 ��
 %� �
� �	��
 � ��

���
������� ��� ���
������ 1%/2 ���
���
 �
����
� ��� 2%# ,�������
 ��
 � ���	� 2:% ��	��
 ��	 �
����
�� �
� �
 :% ��
 :2
�	��
 ������� -0�

��� �#>#A.# ,������ � %C �	��
 ���� ��
 � 1( ������ ���� 2H� �
�
����� �
 �&� �	��
 ��
�������# ,�� �
	���� G%C � 1( �
�
����
 ��� �� ����� ��� GC ��

�	��
 ��
������ �
�� ��� ����
� C%� �
� � 1( �
�
����
 ��
 ��� �� ����� ��� G%# ( 1%
�	��
 �
������ ��� CG%� ������� �� ������ ��� �

����� 1G% ��
 1%C -	�� ��� 12H.
�	��
 	�� -0�

��� 4#4#<.#
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Α Β

Γ

Δ

Ε

Θ

Ζ

Η

b
a

a-b

c

,�!�� �=B+ c2 = a2 + b2

��,!$�� �:":� -B�)���� ��
 ?
������% ������
 MN8�ONM �*3*. �� ���� �����)���
������� �� ��������� ��� 
�������
��� ���!��� �� �� �������� ��� ������)��� ��� 
!�
������� ���
�)� ��
*

$��
����0 1� ���������� ��
 c = |AB| �	��
 �� �!��� ��� �����	������ ��
 b = |AΓ| ≤ a =
|BΓ| �	��
 �� �!�� ��� �&� ������� ����
�� ��� �

�����# 2��
�! �
 ���	�� ��� �F%1G
��
 �FG1% �	��
 ������
����
���� �� �
	���� ���
�	 �� ����������	 ��
� �����

� ����
��
��� ���
������ �� ����
� G%� �� �
� �� ��!��# /��
��
��	��
 ���� ��� ����
� ��� ����
���
����� �� ����
� �!���� a − b# %
�$����� �� ������� ��� ������� ���
������ ���
��
�
��� ��� ��
��
��� ������� ������+

c2 = ε(ABΔΘ) = 4ε(ABΓ) + ε(ΓEZH).

C���������� ����� ��


ε(ABΓ) =
1

2
ab, και ε(ΓEZH) = (a− b)2 = a2 + b2 − 2ab

��
 ���
���
������� ���� 
������ ��� ������� ��	
����� ��� *���&���� 
������+

c2 = a2 + b2.

a

b
c

,�!�� �A@+ 1��	��
�$� ���
!����� 0�����
�
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���� ��
����� ���
����
�

��,!$�� �:":
 -$�������#� ���� ����� ?
������. $� �� � �� a, b ��� c ��� ���
�)�
����)��
 ���������!� ��� a2+b2 = c2 ���� �� ������� ����� �����)��� �� 
�������
�� � ��
�
c ��� ������� ���
��� � ��
� a ��� b*

$��
����0 ,�
� ����
�� �
�� �
�!� ���	�� ��������&�� ���&�
���� ��!���� �� �!�� a
��
 b# ,����	*���
 �
�����
� �
	����� �� ���	� ���� 0�����
� ���
 �����	����� �!����
a2+b2 = c2# �� ����� �
	���� ��
 �� �
	���� ��� ������������� ����� ��
��� ���	���
���
����
�� 	���� �
� ���� �� 000'�

�!

� �� �	��
 	�� ��
 �� ����� �� �	��
 �
�����
� ��
�
�! ���	� �������
 ��� ��� c� �#�#�#

;'��$�$ �:":� -� ���
���� ��
 	
����
�. "���� �� ?
�������� ��)���� ���
����!�����
��� �� ��(�
�� ��
 ������)��
 �� ���
�� ��� 
�������
�� ����� �� �������� ��� ��(�
)�
��� 
!� ������)��� �� ���
��� ���������� ��� ������� ���
��� ��
 ������)��
*

Β Γ

Α

Δ

ΕΖ Η

Θ

Ι

Κ

Λ

,�!�� �A>+ 1����
�� ��� 2����	��

���
����0 ,�� ��!��+ ε-G%(H.Fε-1%6J. N ε-G1"C.# 7�
� �� &��� ��� ��� �
�! ���	�
1 ��
 �
�����
�� ���

 �� ����	� ���!� 2 �� ��� �������
 ����
� H( ��� ���
������ G%(H
-���� �����	�����.# �� ������� ��� ���
������ 
��&��
 �� �� ��
�
��� ��� ������� ���
�&� �
�����	��+ /2(% ��
 /2HG# /�	�� ��
 �� ������ ����� ��� �
�����	�� 
��&���

���	���
�� �� �� ������ ��� ���
������ 1%6J ��
 G1"C# 0
�� ��&�� ��
��!
��� ��
 ��
�
	���� 1%( ��
 1GH ����� ������� �� �
�� ��� ������� ����� ��� �
�����	�� -	�
�
���� ��
 	�
� &���.# 0�
��!
��� ��	��� ��
 �� �
	���� ���� �	��
 	�� ���	���
�� �� �� G%6
��
 G%C -0%0'�

�!

�. �� ���	� �� ��� ��

� ���� ����� ������ �� �
�� ��� ���
������
1%6J ��
 G1"C ���	���
�� -	�
� ���� ��
 	�
� &���.#

;'��$�$ �:":
 "���� ��� �� �� 271 ��� �� �
����� �" ��� &B ��������� ��� ��� $"*

.+ ���7� 1
����
� -6��
��� 4#>@#>. �� ��&�� ��
 �� ���
��� ��� 0�����
� ���
��&�'
��
 �� ��� ��!�� ��� ��
�*�
 �� �� �
����&���� ��
 ��� ���	� �� ���
����� ���
���	�����

�� ��� ���&����#

.+ ���7
 ( �����	� ��� ���
!����� ��� 0�����
� �����������
 ��� �� ��!��� ���



���� ���
����
� �
� ��
���� ><A

�����	���� ��� ����� ����	 ���� ��

�&�# ,�� �
��	� ��� Loomis -[Loo68]. ����&����

4A@ �����	��
�� � �
��� ��� �
� ���	��� ���
�&���� � ����&���
� ���� -��� ����
�'��
0�
��
�$�� 4#A. �$�	����
 ���� Legendre#

1

1

1

11

1

1

A B

ΓΔ

Ε
Ζ

Η

Θ

Ι

,�!�� �A�+ |AΓ| = √
2, |AE| = √

3, ...

� !���� �:":� 1� ������������ ��'�� ��� ��������
√
2,
√
3, .... �������
�'����� �� ���

������ ��� ��� 
��( ��*

$��
����0 E��
���� �� ��� �
����
� 1% ��� �����
�	�� ���
������ 1G%/ ��� ���
 �!���√
2 =

√
1 + 1� ���������*���� �
�����
� 1%2 �� ������� ����
�� 1% ��
 %2 |ΓE| = 1#

( �����	����� ����& |AE|2 = |AΓ|2 + 12 = 2 + 1 ⇒ |AE| = √
3# 2�������������� ���

	�
� �
��
���	� �
��
����
����� ���� $�
� ��� ����
� ��� ������������� -
√
k. ��
 �	�

����
� �!���� > �� ������� �
� �� �
	����� ��� ������� 
	*�
√
k + 1� �#�#�#

;'��$�$ �:":� "���� ��� �� �������� :% O ��� M ����� � �� ���
�)� ���������
 ����)��
*

;'��$�$ �:":" "���� ��� ��� ���� '�!��� �������� (μ, ν) �� �������� a = |μ2 − ν2|, b =
2μν, c = μ2+ν2% �#D ���� ������ ��
� 
�� ����� ��
��% ��#��'�
� � �� ���
�)� ���������

����)��
*

;'��$�$ �:":& "���� ��� ��� ���� ������ a 
������ �����)��� ������� �� � �� ���
�)�

a, a
2
, a

√
3
2
* ?�� �
�
����� ��� ������ ������� �� �� ������
�� ��
 ���� � ��� ���
��� a;

��,!$�� �:":� -B�)���� ��
 ?����
 HF8�:M8. ���� ���
��� $& ��� $� ��
 ����)��

$&�% �������!��� �
������� ��������������� $&54 ��� $��B* ?��������� ��� ���
���
��
� 54 ��� B� ����� �� ������ ��� � ��
� "* ���� ����� ���
�� &� ��
 ����)��
 $&�%
�������!��� �� ��������������� &�,+ ���� )��� � &+ �� ����� ��������� ��� ��� ��
��� "$* /��� �� �������� ��� ��(�
)� ��� ���������������� $&54 ��� $��B ����� ���
�� �� ��(�
�� ��
 ���������������
 &�,+*

$��
����0 0
�����
�� ��� /1 ���� �� ��
	��
 �� ��
�������
���� G%:" ��� GMC" ��

MC:%# 0
�$���� ε-G%:".Fε-GMC".Nε-MC:%.# 9;��� �� �&� ���� ��
�������
����
�	��
 ���	���
�� 	�� �� ε-GMC".Fε-G2/1. ��
 ε-MC:%.Fε-1%E/. �
��
 ����� 	��� ��'
��
� ��
 �	��
 �����& ��� 
�	�� ��
���!��� ���	���
��# %
� ��� 	�
� ���� �	��
 ���� 	�� ��

�� ε-JG1H.Fε-G2/1. ��
 ε-1%(6.Fε-1%E/.� �#�#�#
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Α

Β

Δ

Ε Ξ

Θ

Η
Ι

Ζ

Κ Λ Μ

Ν Γ

,�!�� �A4+ �� ���
��� ��� 0�����

;'��$�$ �:":( "���� ��� �� ��)���� ��
 ?����
 ������!�� �� ��)���� ��
 ?
������*
"���
 % ���� �� $&� ����� �����)��� ������� ���� � $" ����� ������ ��� ��� ���� ��� &�
��� �� �������� ��� ��(�
)� ��� ������)��� ���� ������� ���
��� ���!��� �� �� ��(�
��
��
 ������)��
 ��� 
�������
���*

Β

Α

Γ

a

a

cb

b

c

a

Δ

Ε

,�!�� �A5+ 0����� ���	����� ��� 0�����
�	�� ���
!�����

���
����0 1����
�� �
� ��� ��!�����R �� 1E/ �	��
 �� ���!� ��� ��
	����� �
�����
�
�
	���� 	�� �� �� 1G%� �
� �
 G% ��
 1/ �� �	��
 	���# 2	��
 ��
 ������� �
��
 �
 ���	��
/1E ��
 21G� ���� 12 �� &��� ��� �� 1� �	��
 	��� ��
 ����� �
� ����
�� ���� 1E� 1G
���� 	�
� ����	�� �
� �	��
 ���� ��
�$!� ��
 �� /� 1� 2 �	��
 ���� 	�
� ����	�#
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����
� �
� ��
���� ><B

�! %��$ �:":� �� ���� ������� 3$& ���!��

||XA|2 − |XB|2| = 2|AB||X∗M |
���
 X∗ � ���(�� ��
 3 ���� $& ��� , �� ����� ��
 $&*

A BMX*

X

,�!�� �A<+ /
�$�
� ���
������ ����
�� �

�����

$��
����0 �� �
	���� 188L ��
 G88L �	��
 �
�����
� ��� 8L� �
� |XA|2 = |XX∗|2 +
|X∗A|2 ��
 |XB|2 = |XX∗|2 + |X∗B|2# �� *���&���� �
��&���
 �$�

����� ���� ����
�
� 
�������� �
�$����� |AX∗| = ||AM | − |MX∗||, |BX∗| = |BM | + |MX∗| ��
 ��������
�
���
�� �#�#�#

;'��$�$ �:":� "�
���� �
�!������ �� �� $&* "���� ��� � ����������� ����� ��� ���
����� 3 ��� �� ����� � 
��#��� ��� ������)��� ��� ���������� ����� �������0 |XA|2 −
|XB|2 = κ ����� �
���� ������ ��� $&*

;'��$�$ �:":- "���� ���% ��� a, b, c ����� ���������� �� � �� ��� ������� ���
�)� ���
��� 
�������
��� ���������
 ����)��
 ��� 
 �� ��� ��� 
�������
��� !@��% ����

1

υ2
=

1

a2
+

1

b2
.

;'��$�$ �:":) B�)���� �� ������ $C% &C% �C ��� ��� ���
�)� ����)��
 &�% �$% $&
����������* "���� ��� �� ������� �� �
��� ��� ���
��� ��� ���������� ������ 
��������� ���
����� ������ 1% ���� ��� �����% ���� ���!�� -[Bot07, σ. 15].

|BA∗|2 + |ΓB∗|2 + |AΓ∗|2 = |A∗Γ|2 + |B∗A|2 + |Γ∗B|2.

Α

Β Γ
Α∗

Β∗
Γ∗

Ο

,�!�� �A=+ "������ �
�
������� ��� ��
�� ����	�

;'��$�$ �:":�/ ��� ���� ��������
�� $&�" ���!�� � �����

|(|AB|2 + |ΓΔ|2)− (|BΓ|2 + |ΔA|2)| = 2|AΓ||B∗Δ∗|,
���
 &C ��� "C �� ���(���� ��� &% " ��� ��� 
�������
 $�*
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Α

Β

Γ

Δ

Β∗
Δ∗Ε

,�!�� �AA+ /
�$�
� ���
������ ����
�� ���
����&
��

���
����0 1�� �� 0�����
�
� ���
��� �����
 -��� ��
 91����� 4#5#A.

|ΔA|2 − |ΔΓ|2 = |AΔ∗|2 − |Δ∗Γ|2 = (|AΔ∗|+ |Δ∗Γ|)(|AΔ∗| − |Δ∗Γ|)
= |AΓ|(|AΔ∗| − |Δ∗Γ|),

|BΓ|2 − |BA|2 = |B∗Γ|2 − |AB∗|2 = (|B∗Γ|+ |AB∗|)(|B∗Γ| − |AB∗|)
= |AΓ|(|B∗Γ| − |AB∗|) ⇒

(|ΔA|2 + |BΓ|2) − (|ΔΓ|2 + |BA|2) = |AΓ|(|AΔ∗| − |Δ∗Γ|+ (|B∗Γ| − |AB∗|))
= |AΓ|((|AΔ∗| − |AB∗|) + (|B∗Γ| − |Δ∗Γ|))
= |AΓ|(2|B∗Δ∗|).

;
 �������� �
��� ����$��	*��� ��
 � �&��� �� 
��&�
 ��
 ���� ��
	����� ��� � �

���
!
����
� �	��
 �
���
�!#

;'��$�$ �:":�� "���� ��� �� �� �������� ������)��� 
!� �������� ���
�)� ��������!��

���!��� �� �� �������� ������)��� ��� 
!� ����� �������� ���
�)� ��
% ����0 -�. ��
��������
�� ���� �����)���� 
�������
� ��� -(. �� 
!� �
�!������ �� ���� ��
 ��)��
�
�� ���� �������� ���
�)� ��
 ����� ���*

���
�����
� �� ������� �
����
��� �������
 �!������,
��#

Ρ

Α

Β

ΓΔ

Ε

Ο

κ

Ο

Α

Δ

Ρ

Γ

Β

,�!�� �A?+ ;
�����
�� ��
���
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;'��$�$ �:":�
 "���� ���% ��� �� ���
�� $&% �" �!���
 �-1%�. ��������� ������ ���
���������A��������� ��
 �% ������ 9% ����

|PA|2 + |PB|2 + |PΓ|2 + |PΔ|2 = |AΔ|2 + |BΓ|2 = (2ρ)2.

;'��$�$ �:":�� 2	��� $&� ������� �� ��� ����� ��� $ ��� !@�� $"* "���� ��� ���!��
|AB|2
|AΓ|2 = |BΔ|

|ΓΔ| *

;'��$�$ �:":�" +������!��� ��������� ��
 �����
 �� 
!� 
��
������ ���
��� �� 
����
������ ��� 
������ ������ ��� � ���
# ��
 ���������� ���� ����� 
!� �� ����� 
���� ������*

;'��$�$ �:":�& �� 
������ �!��� �� �����#�� �����)��� ��������������� ��
 ����

������ ���������*

;'��$�$ �:":�( /���)��
 $&� � ���� ��� �� ������� ��� (���� &� ��� �� ����� ���
������ �G|BAΓ| ����
� �������* E� �
����� � ����������� ����� ��� ���(�� � ��
 ����

��� &� ���� 
������� ��� �� $*

Α

Β

Γ

Δ

Ζ

Ε

Δ

Α Β

Γ

Ε

Ν

(α) (β)

,�!�� �AB+ -�. "�������! 
�������&�� -�. ��������! ���
����&
��

;'��$�$ �:":�� +������!��� ��������� ������� $&� �� (��� $&% ��
 �����
 
�
����
�� � ��� ��
 !@�
� $	 ��� �� � ��� ��� 
������
 $E*

���
����0 1�� �� �������� ���������*���
 �� �
�����
� �
	���� 12M -��!�� 279'�.# ��
����	� ���!� ��� �
������ / �	��
 ������ ����	� ��� 1M ��
 |ΔA| = |ΔB|# 2��������
�� G ��
	�����
 �� ���! ��� �&���� �� ���	�� /1 �� ��� ����	� 2M#

;'��$�$ �:":�- +������!��� ��������
�� ��
 �����
 
�
����� �� � �� ��� 
��������
��� �� ����� ��� ����)� ��
*

���
����0 1�� �� �������� ���������*����
 �
 �&���
 -1%/. ��
 -1G%. �
��
 �� / ��

G ������� ��� ����	��� ���	�� �� ����� 1% -��!�� 279'�.# 0
�����	������ �
� G1 ��

G% �
	*���� �� ����	� ��� �&���� -1%/.+ H ��
 2# ,��� ��������������� �&��� -1'
%/. �
 ������� ���	�� H1/ ��
 2%/ �
	*��� ����������
�� �!�� |ΔZ|, |ΔE|# ,������
�� �
	���� /2H ���������*���
# �� G �
���
�
	*���
 �� ���! ��� �&���� -1G%. ��

Δ(|BΔ|).
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;����� �������
 �&� �
�����
� �
	���� �� ���	�� ����� ��� �
�!�� ����� ��
 �&� �����
���	���
��� ���	�� ���� 	��� -�
� ��
 ���� �
� ���	�� ���� ���	���
�� 	���.# ,��� ��
��
�$�
���! �
��
�������� ��
 ���! � ����� �����& �
�����	�� �

����� �	��
 
���&���� �� ���
����� '
����*�	 %�
 ����!,
 %��	# 1��� ���
 ����	��
 ��
 �� �
	� �!�� a, b, c ���
����
�� ��� ���� �

����� ��
 �� �
	� �!�� a′, b′, c′ ��� ���
���	��� ����
�� ��� �����
�

����� 
������
�&� ��� �����+

a′

a
=
b′

b
=
c′

c
.

�! %��$ �:&:� 2	��� �����)��� ������� $&� �� ��� ����� ��� $ ��� � �� ���
�)�
a = |BΓ|, b = |ΓA|, c = |AB| ��� k ������� �������* 	�� ��� ������� ����
���)� $& ���
$� ������
�� ���������� ������ " ��� 	 ���� )��� |AΔ| = kc ��� |AE| = kb* /� �������
��
 ����!���� $"	 ����� �����)���% � 
�������
�� ��
 "	 ����� ��������� ��� &� ��� ��
������� $&� ��� $"	 ���
� ���������� ���� ������*

c

b

kb

kc

Α Δ

Ε

a

ka

ΖΓ

Β

,�!�� �?@+ 9;��
� �
�����
� �
	����

$��
����0 �� �
��� �����
���� �	��
 ���������� ��� ��
 � a2 = b2 + c2 ����������
 ���
(ka)2 = (kb)2 + (kc)2# %
� �� ��&��
� �����
���� ����&���� �� ������� ��� �

�����
1/2 ��� �	��
 k2bc ��� ��
�
��� ��� ������� ���� �

����� ��
 ���� �
���*	��# 0
��
��&�� $�
���� ��
������ ��� �� % ��� �����
 ��� /2 ��� H# �� ������� ��� �
���*	��
��� �
��&���
 �	��
 -0
����� 4#4#=. ε(1/H%.F1

2
(kc+z)b� ���� z = |ΓZ|# �� ������� ���

�

����� ε(%H2.F1
2
z(k − 1)b# ( ��	���� �����& ��� ������� �	��
+

ε(AΔE) = ε(AΔZΓ) + ε(ΓZE),

� ���	� 
��������	 ��
1

2
k2bc =

1

2
(kc+ z)b+

1

2
z(k − 1)b,

��� ������
�	��
 ����
z = (k − 1)c.

2��
�! �����	��
 ��
 |BΔ| = (k − 1)c � �
����&���� 
������ ��	���
 ��
 �� G/H% �	��

��
�������
����# 1�� ���� �����
 ��
 �� �&� �
	���� 1G% ��
 1/2 ����� ���	���
��
	��� ���	��� �#�#�#
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�! %��$ �:&:
 -$�������#� ��
 ������
����
. 2	��� �����)��� ������� $&� �� ��� 
����� ��� $ ��� � �� ���
�)� a = |BΓ|, b = |ΓA|, c = |AB| ��� k ������� �������* 	��
��� ������� ���
��� $& ������
�� ������ " ���� )��� |AΔ| = kc ��� #���
�� ���������
�����
�� ��� ���� ������ ��� 	* /��� |AE| = kb ��� �� ������� $&� ��� $"	 ���
�
�������� ���
��� ���)� a, b, c ��� ka, kb, kc �����������*

$��
����0 8
��
����
�&�� ���
 �� �������	� ��!��� ���! �� $�
� �� �
�$�
��
��� �����'
��
�# 92��� ��
 |AE| = k′b# �� ��	����� ��
 k′ = k# "�
 ���
 �������� ��� ������� ���
ε(1/2.F ε(1/H%. N ε(%H2. ��	
����� ���!� ��� $�
� ��� ��	����+

1

2
kk′bc =

1

2
((k − 1)c+ kc)b+

1

2
(k − 1)c(k′ − 1)b,

��� ������
�	��
 ����
k′ = k.

1�� ���!� �
��&���
 ��
 ��
 |ΔE|2 = (kc)2 + (kb)2 = k2(b2 + c2) = (ka)2 ��
 ������� �
���$�
����� ������	� ����
��� �#�#�#

�! %��$ �:&:� "!� �����)��� ������� ��
 ���
� ��� �
��� ������ ���
� ��� ���
��� ��
�
���������� ��������* $�������#�% 
!� �����)��� ������� ��
 ���
� ��� ������� ���
���
��
� �������� ���
� ���������� ���� ������*

$��
����0 %
� �� ���& �$�
���� �� 6��
���'4#<#� ������������ �� �&� �
	���� �� �
� ��
�������	� ��!��# %
� �� ���	��
�$� �$�
���� �� 6��
���'4#<#> ������������ �� �
	����
���
 ���� ��� 	�
� �
���# �� 
�
�	��
� ��
����

��
�� ��� �
�����
� �
	���� �	��
 ��

� ������	� ��� ������� ����
�� ����������
 ����� ��
 ��� ������	� ��� �����
�������
���� ��� 0�����
�	�� ���
!�����# �#�#�#

� !���� �:&:� "!� �����)��� ������� ����� ����� ���� ��� �����% ���� ���
� ��� �
��
���� ������� ���
�)�  ���� ���
� ��� �
�� ���� ���� ������
 ���� ��� 
�������
��*

$��
����0 92��� ��
 �� �
�����
� 1G% ��
 19G9%9 ����� �
� 	�
�� ���	�� ��
� ��
�$�� ��
�� 	�
� �
������ ��
 ��� 1 ���
���
��	 �
�! ���	�# "��� ��� �
����&���� �
����� �	��


���
� ���� ��
 ����� ���� |AB|
|A′B′|F

|AΓ|
|A′Γ′| # 1��! ���� �	��
 
���&���� �� ��� |AB|

|AΓ| F
|A′B′|
|A′Γ′| # 1���

��	���
 ��� �
��� 
���

���# ; ��&��
�� �������
 ���� �
���# 0
�����
 �� ����������

��
 |AB|
|BΓ| F

|A′B′|
|B′Γ′| � ��&�� �	��
 ����������
 ���

|AB|
|AΓ| =

|AB|√|BΓ|2 − |AB|2 =
|A′B′|√|B′Γ′|2 − |A′B′|2 =

|A′B′|
|A′Γ′| ,

�#�#�#

�! %��$ �:&:" 2	��� " � ���(�� ��� ���
# � $ ���������
 ����)��
 ���� 
������
��
�� &�* /��� ���!�
� �� �!���

|AΔ|2 = |BΔ||ΓΔ|, |AΓ|2 = |ΓΔ||ΓB|, |AB|2 = |BΔ||BΓ|.
$��
����0 �� �
�����
� �
	���� 1%/ ��
 1/G ��
 1/% ���&� �
� 	�
�� ���	��� �
� ��

����� ��
 �������� ����
��+ |AΔ|
|ΓΔ| =

|BΔ|
|AΔ| ��� ��� ���	� �
��&���
 � �
��� �����# 1������

�
��&����� ��
 �
 �����
��� ����
	������� �� �
	���� 1G/ ��
 1%/ �� �� 1G%� �#�#�#
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Β Γ

Α

Δ

,�!�� �?>+ |AΔ|2 = |BΔ||ΓΔ|

%
� �
�
� �

���&� x, y ��
 z ��� 
������
�&� ��� ����� z2 = xy ���� ��
 � z �	��
 4���	
�
�����	 ��� x ��
 y# ( �
����&���� �
����� ��	���
 ��� �
��� �� ��������������
������

�� ��� ���� ������� �&� �

����#

��%������ �:&:� "������� �
�
������� �������� � ��
� x ��� y �������!��� -��
������ ��� 
��( ��. �
�!������ �� �� � ��
� z ���� )��� z2 = xy*

x y

z

A BE

Z

Z'

,�!�� �?�+ "�������! ��� ����� �������� z2 = xy

$��
����0 ���������� �� �&� ��!���� ��	 ����	�� ���� �� �	���� �
����
�� ���&�
����
��!���� ���+ 12 -|AE| = x. ��
 2G -|EB| = y.# %
��� ��� �&��� �� �
����
� 1G ��

$�
� ��� ������ ��� 1G ��� 2� �������� ��� �&��� ��� ����	� H ��
 H9# �� ���&�
����
��!���� 2H� 2H9 ����� �� ���
��&���� �!��� z# 0
�����
 ���� ��� ��� �� ����	� ����
�
	*�
 ��� �
�����
� �
	���� -0�

��� �#>#A. ��� ���	�� �� ��!���� ���� �	��
 �� &�� ���
��� �
�! ���	�# �� �����
���� �
��&���
 �$�
��*����� ��� �
����&���� �
������ �#�#�#

α

β

Ρ

Α

Β

Ο

κ

,�!�� �?4+ ,����
� �
������ |PA||PB|
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;'��$�$ �:&:� "���� ��� �� �������� |PA||PB| �������� ��� �#��������� �!���

�-1%�. ��� ������ ��
 9% �� ����� ������������ ��� 
!� ���������� �#��������� �% (
��
 �!���
% ����� �������*

�! %��$ �:&:& "!� ������� $&� ��� $&" ���
� ���� ���
�� ��� &�* /��� � �����

��� ��(�
)� ��
� ���!��� �� ��� ���� ��� �������� |HΔ|
|HA| % ���
 � �� ������ ��� � ���

�
����� &� �� ��� $"*

Α

Β

Δ

Δ
Α

Ζ ΕΖ ΓΒΓΗ ΗΕ

,�!�� �?5+ C���� �������

$��
����0 �� �&� �������	� ��!���� ���
���
��&� ��
� ��

�����
� ��� �� �
	���� �	��

�� �
�$�
��
��� ��

�� ��� G% ! ��� ��� 	�
� ��

�# ( �����
�� �	��
 � 	�
� ��
 ��
� �&�
��

�����
�# 92��� ��
 /2 ��
 1H �	��
 �� &�� ��� �
� ���	���
��� ��
�$��# ���� � �����
��� ������� �	��


ε(BΓΔ)

ε(BΓA)
=

1
2
|BΓ||ΔE|

1
2
|BΓ||AZ| =

|ΔE|
|AZ| .

�� �
�����
� �
	���� (/2 ��
 (1H �	��
 ���
�� ������� � �������	�� ����� 
��&��


��

��� �� ��� |HΔ|
|HA| � �#�#�#

;'��$�$ �:&:
 E� �������
����� ��������� ������� $&� ��
 �����
 
�
���� � �������

��������� �!���� ��� � ����� ��
 !@�
� ���� ��� (��� ��
 κ = |ΓM |
|AB| .

Α Β

Γ

Μ

Η

ΕΖ

Ν

,�!�� �?<+ "�������! 
�������&�

���
����0 ��� �
�����	�� �

����� %:G �	��
 ���� ������� � ����� ��� ������� ����'

��

|ΓM |
|MB| =

|ΓM |
(|AB|/2) = 2κ.
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2������� ���������*���
 �&���� ���
� ��� %:G �
�����
� �
	���� �� ���� ��� ����
�������� �#�# ��	
������ �� �	� �
�! ���	� |ZH| = 2κ ��
 |ZE| = 1. "����
� �� �	�
�
����
� %M ��� �������� �&���� ������	*���� ���	� M%G 	�� �� ��� H(2 ��
 ��	
�����
�� ������

�� 1 ��� G �� �
�� ��� �
����
�#

;'��$�$ �:&:� 	�� ��� ����������� ��� ���
�)� $& ��� $� ����)��
 $&� ���(�������
��� �� ���� &&C ��� ��C* "���� ��� � ����������� ����� ��� ����� , ��� ��������
&C�C ����� �
���� ���������� ��� 
�������
 ��� ������ $ ��� 
��������� ��� �� ����� E
��� &�*

Γ

Α Β
Β∗

Γ∗

Μ

ε

Ν Χ

Υ

ω
ω

,�!�� �?=+ 2���	� ��� �����
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����0 7�
� ��
������� ��
 	��� |NX| = |BB∗|, |NY | = |ΓΓ∗|# �� 8MY �	��
 
�����'
��� ��
 � M: �
������� ��� ��
�$!� ��� -��� ��
 91����� 4#B#=.#
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#�� �� ���� ��� 
@)� ��
 ����)��

$&� ���� �� ���������� !@� �� 
�������
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Α

Β ΓΔ

Ε

Ζ

Η
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�
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	���� /2H �

����� 1G%
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����0 �� ���
�����
� G/(H ���
 �������
 ���	�� ��� / ��
 H �
���� �
� �	��
 ���
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�
��# ,�������
 ��
 �
 ���	�� HG( ��
 H/( �	��
 	���# 0�
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� ��
 �
 ���	�� 2/( ��

2%( �	��
 	���# 9;��� ��
 �
 2%( ��
 HG( �	��
 	��� �
��	 �� %GH2 �	��
 ��	��� ���
��
���
�$�& �� 2 ��
 H ������� ��� G% ��� �
�! ���	�#

�� �
	���� /2H ��� 
���� ��� ���� ��� 1G% ������
 �!��� %!*��
� ��� 1G%#
1����
��&���
 -6��
��� <#>@#�. ��
� �
� ������
� 1G%� �� �
	���� ���� �	��
 �� ����	'
���� ��

���
�� �����& ���� ��� �

����� ��� ���
�$����
 ��� 1G%� �����! ����� �
�
��
�$�� ���� ��	 ��� ����
�� ��� 1G%# �� �
�
�� �
	���� ������	�� �

����� 1G% �	��

��	��� � �����
�! ���
��! �
��
� ��	�
�� ��� ��������
 �	� ��

��� $�
� �� ���� ��	����
�

���
��& ��
�
�
��� ��� ���
 �� ��!�� ��� 1G% [Ber87, σ. 213 (I)]#
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��% 3� ����"�
�	�����
 ��������	�


( �
�
 �����
���	�� 
�������	� ���
������ ��
 ������	�� ����
�� �
� �
�����
� �
	����
�����	 ����� ���� �

��� ��� %!���
���%!��,
 ��
�!%����
 �
�� ���	��# 0
��
�� ��
�� ��

�

*����� �� ���	�� ��� ��$��	*����
 �� �
�����
� �
	����� �����! ���	��#
0
�����
 ���� 8;Y �	� ���	� ���	� ��
 G ����	� ��� ����
�� ;Y �� ���	� �
���������
��� ����	� 1 ��	 ��� ;8� ���
 ���� �� ������
���	 �� �
�����
� �
	���� ;1G# "��� ��
�����
������ ��� �
���������� ��
��
�$�� �
 ����


X

Y

O
A

B

ω

,�!�� �??+ |AB|
|OB| �����
���� ����� ��� 1

s =
|AB|
|OB| , c =

|OA|
|OB| ,

��
 �������� ��
 �


t =
|AB|
|OA| =

s

c
, t′ =

|OA|
|AB| =

1

t

��� ���
�����
 ��� ��� �
�
�! ���� ��� G ��	 ��� ��
����	�� ;Y � �$�& �� �
	���� ���
�
��&����� ����� ����
�� ��������# ,������ �
 ��������� ����� ���
�����
 ������
��
��
��
 ���� ��� �� ���
� � ��� ���	�� 8;Y ��
 ������������
 ����� ���� � ���	� ���!
�������
# ;
	*����
 ������� ���	���
��� ����
�!��
� ��� ���
�� � ��� ���	��+

��(ω) = s, ���(ω) = c, �$(ω) = t, �$(ω) = t′,

�
 ���	�� �����*����
 ���	���
�� $�*%�
�� ��
$�*%�
�� �2��%���
$ ��
 ��
�2�7
�%���
$ ��� ���	�� ω# ;
 ����
�!��
� ����� ��� �	��
 �����
����� �����& ���� ����
���������
 �� ����
�� �����
�# ,�
� �&� �������	�� ���� �	��
 $���
� ��� ��� 	�
� ���
�

��� ����+

�$(ω) =
1

�$(ω)
=

��(ω)

���(ω)
.

1��� ��
 �
� �
� �&� �
���� �
��&���
 ��� �� ���
��� ��� 0�����
� -�
����&���� ��!��.
��


|AB|2 + |OA|2 = |OB|2 ⇒
( |AB|
|OB|

)2

+

( |OA|
|OB|

)2

= 1

�����!
��(ω)2 + ���(ω)2 = 1.

,��� ���	� ��
��� �	� �	��
 � �����
���� ����
���� ��
 ���
�&�� �� �
�������� ���
� ���
�
� �����

� ������� ��
 �� ��$
������ �
� ����� ����
�!��
 ���!� ��� �
�������# 92��




>=? ����


�� �� ���
��
� �

���� ��
����� ���
����
�

�#�# �� �
����� ��� ��(ω) ��� ���
�! �

�������

�! ����
����� �
 ����� ��$
�*����

���� ���!�+

���(ω) =
√
1− ��2(ω), �$(ω) =

��(ω)√
1− ��2(ω)

, �$(ω) =

√
1− ��2(ω)

��(ω)
.

;'��$�$ �:(:� "���� ��� ��� ���� ����� �� ����� 0 < ω < 90 �� ���������������
�
���� ���� ���������!� | ��(ω)| < 1 ��� | ���(ω)| < 1*

;'��$�$ �:(:
 "���� ��� �� ��������������� �
���� ���� ��#��'����� ���� ��
 ���(ω)
��� ��� �!���0

��(ω) =
√

1− ���2(ω), �$(ω) =

√
1− ���2(ω)

���(ω)
, �$(ω) =

���(ω)√
1− ���2(ω)

.

;'��$�$ �:(:� "���� ��� �� ��������������� �
���� ���� ��#��'����� ���� ��� �$(ω)
��� ��� �!���0

��(ω) =
�$(ω)√

1 + �$2(ω)
, ���(ω) =

1√
1 + �$2(ω)

, �$(ω) =
1

�$(ω)
.

;'��$�$ �:(:" "���� ��� �� ��������������� �
���� ���� ��#��'����� ���� ��� �$(ω)
��� ��� �!���0

��(ω) =
1√

1 + �$2(ω)
, ���(ω) =

�$(ω)√
1 + �$2(ω)

, �$(ω) =
1

�$(ω)
.

Α Β

Γ

α β

α+β=90

,�!�� �?B+ ,�����
����
��� ���	��

�! %��$ �:(:� �� ���� �����)��� ������� $&� �� ������ ������ � G |BAΓ| ��� ( G
|ABΓ| = 90− α, ���!�
�0

6* |BΓ| = |AB| ��(α) : � �������� ������� ���!��� �� ��� 
�������
�� ��� �� �������
��� ������*

H* |AΓ| = |AB| ���(α) : � ����������� ������� ���!��� �� ��� 
�������
�� ��� ��
�
�������� ��� ������*

:* �$(α) = |BΓ|
|AΓ| : � �#�������� ���!��� �� ��� ���� �������� ���� ����������� ������*

O* �$(α) = |AΓ|
|BΓ| : � �#�������� ���!��� �� ��� ���� ������������ ���� �������� ������*



���� �� �����	���������� ��	
�������� >=B

M* ��(α) = ���(β), ���(α) = ��(β), �$(α) = �$(β), �$(α) = �$(β)

$��
����0 9;��� �
 
�
������ �	��
 ������ ������
�� ��� �

���&# ;
 �����

� �
���� �
�'
���������
 �
� ��� ������������! ���� ��
 ����� �#�#�#

;'��$�$ �:(:& "���� ��� ��� ��� ����� ����� α ���!�
� �� �!���0

��(α) = 2 ��
(
α
2

) · ���
(
α
2

)
, ���(α) = ���2

(
α
2

)− ��2
(
α
2

)
,

�$(α) =
2 ��(α

2 )
1−��2(α

2 )
, �$(α) =

��2(α
2 )−1

��(α
2 )

.

Γ Β

Α

Δ

Ε

α

α/2
d

,�!�� �B@+ �

�������

��	 �

���	 �
����
�� ���	��

���
����0 6��
��� ��� 
��������� �� ���	� ��
�$!� � ��
 ����� �!���� d ��
 ������
��
�� ������� ��� �� �&� �
�����#

ε(ABΓ) =
1

2
|BΓ| · |AΔ| = |BΔ| · |AΔ| =

(
d · ��

(α
2

))(
d · ���

(α
2

))
= d2 · ��

(α
2

)
· ���

(α
2

)
.

ε(ABΓ) =
1

2
|AB| · |ΓE| = 1

2
d · (d · sin(α)) = 1

2
d2 · ��(α).

( �
��� 
������ �
��&���
 ��
�������� �
� �&� ��
������
� �
� �� 	�
� �������# ( ��&��
�

������ �
��&���
 ��� ��� �
��� ��
 �
� ���
��� 
�
������ ��� �

�������

��� ����
�!'
����+

���(α) =
√

1− ��(α)2 =

√
1−

(
2 ��

(α
2

)
· ���

(α
2

))2
=

√
1−

(
4 ��

(α
2

)2
· ���

(α
2

)2)
=

√
1−

(
4 ��

(α
2

)2
·
(
1− ��

(α
2

)2))

=

√
1− 4 ��

(α
2

)2
+ 4 ��

(α
2

)4
=

√(
1− 2 ��

(α
2

)2)2

= 1− 2 ��
(α
2

)2
=

(
1− ��

(α
2

)2)
− ��

(α
2

)2
= ���

(α
2

)2
− ��

(α
2

)2
.
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�� �� ���
��
� �

���� ��
����� ���
����
�

;
 �����
��� 
������� �
��&����� ����� ��� �
� �
����&������ �
�

����� ��� ���� ����#

;'��$�$ �:(:( "���� ��� ��� ��� ����� ����� α ���!�
� �� �!���0

��2
(
α
2

)
= 1−���(α)

2
, ���2

(
α
2

)
= 1+���(α)

2
,

�$
(
α
2

)
= ��(α)

1+���(α)
, �$

(
α
2

)
= 1+���(α)

��(α)
.

.+ ���7� 1�� ��� 	�
� ��� �

��� ���� �
��&���
 �
� ���
�$�
���� ����� �����& ���
�

�������

��� ����
�!���� ��
 ��� �����
�	�� �&���� -�&���� �� ���	�� ��� ������
���
����.# 1� ��� �� ����
� ��� �����
�	�� �&���� $�
���� �&� ������� �����& ����
����	�� ;/ ��
 ;H� ���� ���� ����	� 1 ��� ����� /H �
	*�
 �	� ��	����
� ���	� α = ΔOA
����� ��
 �� �
�����
� �
	���� ;1G� ���� G � �
����! ��� 1 ���� ;/# ;
 �

���	
���(α), ��(α), �$(α), �$(α) ��$
�*����
 ���� �� �!�� ��� ����
�� ��� �

����� ;1G ��

��� ���	�� ����& ;/2 ��
 ;H(� ��� �
��&����� ��������� ��� ;1 �� �
� �$���������
��� / ��
 H ���	���
��#

εφ(α)

σφ(α)

ρ=1

Ο

Α

Β

Γ

Δ

Ε
Ζ Η

α

ημ(α)

συν(α)

,�!�� �B>+ �

�������

��� �&����

���(α) = |OB|, ��(α) = |AB|, �$(α) = |ΔE|, �$(α) = |ZH|.

"��� ��� �

��� ���� ���� ����� �#�# �� ��	���� ��(α) = |AB|
|OA| F |AB|� �
��
 |OA| = 1#

1������ ��
 �
 ����
 �

�������

��	 �

���	 �
��&����� ��� ���� ������ �� ���� ���	���
�
	*����
 ��
 �� ������� ��
 ���� ������

���� ��
$! ���� � ��
�������!� �	��
 ># /��
�� �������� ��

�����
� �� ���� �� *!����# �� �	�� ����� ��� �� �
�����
����� ��

�
��� ���$! �� ��� �������� 0!���
���%!�� ������ ��� �	��
 ��

��� � �����
�	��
�&���� ��� �	���� ��
 � ��

�
�$! ��� ����	�� ��� ���� *����� �

����

(x = ���(α), y = ��(α)).

.+ ���7
 ;
 �

�������

��� ����
�!��
� ��(x), ���(x), ... ��*	 �� �
� ���
��
���
� ��'
��
�!��
� x, x2, x3, ... ��� �������� ��� x ����������
 �� ���� ������ �
� �$�
����� ���
�������
���# 92���� ��
��� 
�
�	��
� �����	� ��
� ���� �	���� ��� ��� �

��� ����� �



���� �� �����	���������� ��	
�������� >A>

&��
�! ���� �	��
 ����� ������
� ��� 0�����
�	�� ���
!�����# 9;��� �
 ���
��� ���

'
��� �����
� ��� ���
� �	���� ��� �
�����
� �
	����� ���
 ��
 ���
����
� ���� �
 �����
�
�����& ����� ��
 ���
�� �������� ��� 2����	��
�� ������
	�� -��� � �

�������
	�. �'
�������
 ��� 0�����
�
� ���
���# ( �&���! ��� �$
��	*�
 ���!� ��� ������
	� ��
 ����
�����
��&���
 �	��
 
���&���� �� �� ��	��� ��� ��
���!���# ��&�� ����	��
 ��
 �
�������
��� �� ���� ��
����� ��
 ��������
 ��
 ���� �
�����
� �
	���� 
������
�	 ��� ����� ���
����
�� a2 = b2+c2 ���
�&�� �� �����	����� �� ��	��� ��� ��
���!��� �� ���
���# :
�
�����
������ ��
 �������
!� ������ ��� �

�������

��� ����
�!���� ��� ��� ����
�
��� ���

���
��& ���
���& ��

�����
 ��� �
��	� ��� Spivak P,�	@5� ���# �<<Q#

;'��$�$ �:(:� "���� ��� ���! ��
 �������
 ������% ��
 
�
�� ��� ����� ��� ����������
����)� �
���� ���� ��� ��� ���#�������� ���� ��)�� �� �� ��
 ������*

���	� �� ��� �$ �$
@ @ > @ ±∞
30◦ 1

2

√
3
2

√
3
3

√
3

45◦
√
2
2

√
2
2

> >

60◦
√
3
2

1
2

√
3

√
3
3

90◦ > @ ±∞ @

;'��$�$ �:(:- "���� ��� ��� ���� �������� ���!���� �� � ���
��� � ����� ��� �������
σ ��
 ������������
 �!���
 ��
 ���� ��� ������ ρ ��
 ��������������
 ���!��� ��

σ

ρ
= ���

(
180

ν

)
.

ω
ρσ = ρσυν(ω) σ

,�!�� �B�+ 1��	�� ��

���
������� ��
 �����
������� �&����

;'��$�$ �:(:) 2	��� �
��� ��������
�� $&�" ��� 	%4%�%B �� ���� ��� ���
�)� ��
*
"���� ��� �� ��(�
�� ��
 ���������������
 	4�B ����� �� ���� ��
 ��������!��
 ���
���!��� ��

ε(EZHΘ) =
1

4
|AΓ||BΔ| ��(ω),

���
 � ����� � ����� ��� 
�������� ��
 ��������!��
*
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�� �� ���
��
� �

���� ��
����� ���
����
�

Α

Β Γ

Δ
ωΕ

Ζ

Η

Θ

Ο

,�!�� �B4+ 2������ ���
����&
��

;'��$�$ �:(:�/ 2	��� �
��� ��������
�� $&�" ������������ �� �!��� ������� �*
"���� ��� �� ��(�
�� ��
 ���!��� ��

ε(ABΓΔ) = 2ρ2 ��(Â) ��(B̂) ��(ω),

���
 � ����� � ����� ��� 
�������� ��
 ��������!��
*

;'��$�$ �:(:�� 2	��� �
��� ��������
�� $&�" �� � �� 
��
����)� ���
�)� a =
|AB|, b = |BΓ|, c = |ΓΔ|, d = |ΔA| ��� � �� 
�������� x = |AΓ|, y = |BΔ|. "����
���

ε(ABΓΔ) =
1

4

√
4x2y2 − (a2 + c2 − b2 − d2)2.

Α

Β

Γ

Δ

Β∗
Δ∗Ε

a b

c
d

x

y

ω

,�!�� �B5+ 2������ ���
����&
�� JJ

���
����0 1� � �	��
 �� ���
� ��� ���	�� ��� �
����	�� ��� ���
����&
��� ����� ���� ���
91����� 4#=#B� �� ������� ε = ε(ABΓΔ) 
��&��
 ��

ε2 =
1

4
x2y2 ��(ω)2 =

1

4
x2y2(1− ���(ω)2)

=
1

4
(x2y2 − (xy ���(ω))2.

9;���� ���� ��� 91����� 4#5#>@ �� �������	� �
������ 
��&��
 ��

xy ���(ω) = |AΓ||B∗Δ∗| = 1

2
|a2 + c2 − b2 − d2|,

���� GL ��
 /L �
 �
������ ��� G ��
 / ���	���
�� ��	 ��� 1%# ; �&��� �
��&���

���
���
������� ��� �������	� ���� �
����&���� ���#



�� � �� �������
 ��� �

�� >A4

��' &
 �	����� �
� 7�,�

�� ���
��� ��� 6��! -=�5'<5A �#8#. �����*�
 ��� ����� ��� ����� �����
����� �����'
��� ;1 ��
 ;G ��� �
	*����
 ��
� ����
�� �
�� ���	�� 8;Y ��� �	� ����	� ��� �����
�!��

��
��������� ��
������ �
�� �	� �����
! ����	� �# �� ���
��� ���
 ��
 ���
��
 �
� ���'

A

B

A'

O X

Y

ε

B'

,�!�� �B<+ |OB| = κ · |OA|

��
� � ���
 ���� |OB| = κ · |OA| �
� ���� ���� ��� 1 ��	 ��� ;8#

��,!$�� �:�:� "�
���� ����� 31Y ��� �
���� ε �����
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���!���#

a

b

c

Α

Β

Γ

Δ

,�!�� 4@B+ C���
 ���������� ��� ��
���!���

|AB|
|BΓ| =

a

b
,

|BΓ|
|ΓΔ| =

b

c
, ....

��%������ �:-:� E� 
�������� �
�!������ �� �� $& �� � ��� ����*

. . . . . .

Α
Α1

Α2

Α3

Α4

Β

Ε1 Ε2 Ε3 Ε4 Γ

,�!�� 4>@+ /
�	
��� �� � 	�� ��
�

+������
 0 ,�� ��
� 1 ��� �����
����� ��!����� �������&��� ����	
��� ���&�
����
��!��AE1 ��
 �����
� �

�� ��	 ��� ����	��AE1 �� 
��������� ����	�E2, E3, ..., Eν−1, Eν =
Γ �� ���	� �
�

�&� �� 1% �� � 	�� ��
�# 7�
� ��� %G ��
 �����
� ��
������� �
�� ���!�
E1A1, E2A2, ... ��� �
	*��� ��	 ��� G% �� ����	� A1, A2, ..., Aν = B# "��� ��� �������	�

�
����� �
 ����
 |AA1|
|A1A2| ,

|A1A2|
|A2A3| , ... �� �	��
 ���	���
�� 	��
 �� ���� |AE1|

|E1E2| ,
|E1E2|
|E2E3| , ... ��� ��

��������!� �	��
 ���
 	��
 �� ���� �#�#�#



��!� ������� �������	 >?>

( ��&��
� �����! ��� ���
!����� ��� 6��! �$�
� �� ��!���� ��� �
	*����
 ��	 ���
����
�� ��
������� ������ ����� ���! �������
 ��� �
� ����	�� �
�� ����
��!� ������#

�! %��$ �:-:
 ,�� ������� 
���� �
���)� �����
�� ���������� �����! ��
� �
�����
ε, ε1, ε2, ..., ���'�� �
�!������ �� ���� ��D �
�)�0 $&% &�% �"% ***% A1B1, B1Γ1,Γ1Δ1, ...,
���� )��� �� ����� 
!� ����
 ���� �� ��� |AB|, |BΓ|, |ΓΔ|, ... ����� ���� �� ��
� ����
� ���
����������� �������� �� ��� |A1B1|, |B1Γ1|, |Γ1Δ1|, ....

O

Α
Β

Γ

Δ

Α1

Β1

Γ1

Δ1

Α2

Β2

Γ2

Δ2

ε

ε1

ε2

,�!�� 4>>+ ,���
��! ����� �
���	������ ��	 ��
���!���

$��
����0 ( �����
�� �
��&���
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 ��
������� �
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� |B1Γ

∗| = |B1Γ1|� ��� ����	��
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��� 4#A+ |PN |
|PM | = |NΔ|

|MB| � ����� ��
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�����
� ���� ���
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��� �
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������� �
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 1989 ��
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 ��
 ���� ������� �� ��� 	�
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�� 	��� ���	��
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� ����
�� ��� ���������#
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!� ������ ���
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ε(Π)

ε(Π′)
= κ2,

���
 κ � ����� ���������� ��� 
!� ���
�)���*

���
����0 7�
� ��� �	� ��
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 ��� ���	���
�! ��� ��� 09 �
� �
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��
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	���� ��
 ���	���
�� �� 09 �� �
	���� ���
� ���	���
�� �
�� �� �
����&����
-91����� 4#>@#5.# �� ������ ��� ��������� �
�$����
 �� ��
�
��� ��� ������� ���
�

����� ����� ε(Π) = ε(t1) + ε(t2) + ... ��
 ���	���
�� ε(Π′) = ε(t′1) + ε(t′2) + ...# ��
���	���
�� �
	���� �	��
 ���
� �
� -0
����� 4#B#5. ε(t′1) = κ2ε(t1), ε(t

′
2) = κ2ε(t2), ... ��


�� *���&���� �
��&���
 �
��
����
����� ����� �
� �����
� ��
� �
����&����� 
������� �
�
�� ������+

ε(Π′) = ε(t′1) + ε(t′2) + ...

= κ2ε(t1) + κ2ε(t2) + ...

= κ2 · (ε(t1) + ε(t2) + ...)

= κ2ε(Π).
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�������
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ε(Π1)

ε(Π)
=
a2

d2
,

ε(Π2)

ε(Π)
=
b2

d2
,

ε(Π3)

ε(Π)
=
c2

d2
.
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���� �
��&���
 ����� �&������ �� �
�� a2, b2, c2 �
� �
����&����� ��
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���
'
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|HΔ|
|BΘ| =

|AH|
|AB| ,

|ZE|
|ΓI| =

|AZ|
|AΓ| .
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 ��
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|AB| � �����
 ��
 |ΔE|

|ΘI| = |HΔ|
|BΘ| # 1�� ���!� �
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����� ��
 $�
������ �
� 16 ��
 1J �
	*���� �� /2 ��	 ��� G% ��
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|IN |
|BZ| =

|ΘI|
|HB| =

|IK|
|BΓ| .
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 ���
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|IK|
|BΓ| =

|AI|
|AB| = κ.
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 ����

|ZB|
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|ΘB|
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# 9;��� |ΘB|

|HB| =
|AI|
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|KB| ��
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|ΛΔ| =
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��
�$� �� ��&�� ��

��� ����� ��

�����
� ����
�� �&'
���# ,���� �&���� ��� �� ���������� ���
��
�����
 ��
 �
 �

�������

��� ����
�!��
�
��(φ), ���(φ)� ���� �
�� �� ��
��� ������ �
	��
 -0�
��
�$�� 4#=. ���� �
� ���	�� ���	��
-���	�� ��� ��$��	*����
 �� �
�����
� �
	����.# 2�� ��� �
�
�*����
 �
 ��������
� ����
-��� ���������
 ���� ���

���
�� ���
��� P,�	@5� ���# �<<Q. �
� ���	�� $ ��� �
������
0 ≤ φ ≤ 180 �
� �
� ���	�� 
��&��� �
 �����
�+

��(0) = 0 ���(0) = 1
��(90) = 1 ���(90) = 0
��(180) = 0 ���(180) = −1
��(φ) = ��(180− φ) ���(φ) = −���(180− φ)

Γ

α

Α

Β
γβ a

α

γ

Α

Γ
β

Β
a

c b
c

bυΑυΑ

,�!�� 45?+ �� &��� ����$
������ ���� ����
��

�! %��$ �:��:� /� � ��� ��
 !@�
� υA = |AΔ| ��� ��� ���
# ����)��
 $&� ��#���
'���� ���� ��� ���)� ��� ���
�)� b = |AΓ|, c = |AB|0

υA = b ��(γ) = c ��(β).

$��
����0 %
� ������
� �
	���� � �����
�� �
��&���
 ����� ��� ��� �

��� ��� �

��'
�����

��� ����
�!���� -/�� ��
 0
����� 4#=#>.# %
� ��������
� �
	���� ��
 ���	��
���� �
� �
� ���	�� �� 	���� ��� &���� ��
	�����
 ����� ��� �������
 ����� ������	*���

���
 �
�����
� �
	���� ��
 
��&�
 υA = c ��(180− β) = c ��(β)� ���� ��� �
����������

�
��!���� �#�#�#

�! %��$ �:��:
 -B�)���� ��������. �� ���� ������� �� � �� ���
�)� a, b, c ��� ���
��������� �������� ������ �% (% �% ���!��

a

��(α)
=

b

��(β)
=

c

��(γ)
.

$��
����0 ( �������	� 
������ �
��&���
 ��� ��� 
������ ��� �
����&����� �
������
�
�

����� ���!� ���� ���� �� �� �
������ ��(β) ��(γ)# ( �
��� 
������ �
��&���
 ��
������� �
��� ��� ��� ���	���
�� 
������ �
� �� &��� ��� �� %+ υΓ = b ��(α) = a ��(β)�
�#�#�#
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�� �� ���
��
� �

���� ��
����� ���
����
�

�! %��$ �:��:� -B�)���� ��������. �� ���� ������� �� � �� ���
�)� a, b, c ��� ���
��������� �������� ������ �% (% �% ���!��

a

��(α)
=

b

��(β)
=

c

��(γ)
= 2R,

���
 R � ������ ��
 ��������������
 �!���
 ��
 ����)��
*

Α Β

Γ

a

R

O

OR

Β

a

Α

Γ

Δ

Δ

c

b

α

α

α

180−α

,�!�� 45B+ 6��
��� ��
����� �
� �
	����

$��
����0 %
� ��� ���	� �� ��
� �� ���
�
����

�� ����	� / ��� % ���� ��

���
������
�&��� ��� �

����� 1G%# ( ���	� G/% ���
 |BΔΓ| = α ! |BΔΓ| = 180 − α �������
�� �� �� �	��
 ���	� ! �����	� -0
����� �#>4#4.# 2�	��� �� �
	���� G%/ �	��
 �
�����
�
��� G� �$�& � ���	� /G% ��	��
 ��	 �
����
�� ��� �&���� -0�

��� �#>#A.# 1�� �
�
�

�������

��� �����
� �
� �� �
�����
� �
	���� -0
����� 4#=#>. �
��&���
 � |ΓB| =
|ΓΔ| · ��(α) ��� �	��
 � *���&���� ����� �
� ��� ���	� �# 1������ �
��&����� ��
 �

������ �#�#�#

Α Β

Γ

Δ

υ
a

c

b

,�!�� 4<@+ υ = a ��(β) = b ��(α)

� !���� �:��:� �� ���� ������� �� � �� ���
�)� a, b, c% ��(�
�� 	 ��� ������ �����
����������
 �!���
 R ���!��0

a · b · c = 4 · R · E ⇔ E =
a · b · c
4 · R .



����� �������
�
 ������	�� �
� ��	������	�� �@<

$��
����0 "��� ��� �
����&���� �
������ �� �
������ ��� ����� a·b·c = a·(2R ��(β))·c#
9;��� υ = a · ��(β) �	��
 �� &��� ��� �

����� ��	 ��� 1G �!���� |AB| = c# 91
�
a · b · c = (2E)(2R), �#�#�#

�! %��$ �:��:" -B�)���� �
��������
. �� ���� ������� �� � �� ���
�)� a, b, c ���
����������� �������� ������ �% (% �% ���!��

a2 = b2 + c2 − 2b · c · ���(α).

c

γ

b

Β
β

Α

a

α

Γ
γ

b

Β
β

Α

a

α

Γ

Δ

Δ

c

,�!�� 4<>+ 6��
��� �����
�����

$��
����0 )������ �
��� ��
 � ���	� � �	��
 ���	�# ���� �� &��� G/ ��

�����
 � ���!�
��� ���	� ��
 �$�
��*����� �� 0�����
�
� ���
��� ��� �
�����
� 1/G ������+

|ΓΔ| = |ΓA| − |ΔA| ⇒
|ΓΔ|2 = |ΓA|2 + |ΔA|2 − 2 · |ΓA| · |ΔA| ⇒

a2 − |BΔ|2 = b2 + |ΔA|2 − 2 · b · |ΔA| ⇒
a2 = b2 + |ΔA|2 + |BΔ|2 − 2 · b · |ΔA| ⇒
a2 = b2 + c2 − 2 · b · |ΔA| ⇒
a2 = b2 + c2 − 2 · b · c · ���(α).

1� � � �	��
 �����	�� ���� �� &��� G/ �	��
 ��� �����

�� ��� ���	�� � ��


|ΓΔ| = |ΓA|+ |AΔ|.
"������� ��� 	�
� �
��
���	� �� ��� �
����&���� �
	������ ��� �&��

a2 = b2 + c2 + 2 · b · c · ���(180− α),

� ���	�� ���� ��� ���(180 − α) = −���(α) �	��
 ��� ���
�	� ��
$! ��� �&��� ��� ����'
�
����� �	�� � ���	� � �	��
 ���	� �	�� �	��
 �����	�� �#�#�#

.+ ���7� 7��
�� 
��&��� �
 �������
 �&��
 ��
 �
� �
� ����� ���	�� ��� �

�����+

b2 = c2 + a2 − 2c · a · ���(β),

c2 = a2 + b2 − 2a · b · ���(γ)

.+ ���7
 ; �&��� ��� �����
����� ���
��&�
 �� ���
��� ��� 0�����
�# 0
�����
 �
�
�FB@� ���(a) = 0 ��
 � �&��� �	����
 a2 = b2 + c2#
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�� �� ���
��
� �

���� ��
����� ���
����
�

;'��$�$ �:��:� 2$� �� ������� $&� ��� $2&2�2 ���
� ��� ������ ��
� ��� $ ��� $2
���������� ����  ����������������% ���� � ����� ��� ��(�
)� ��
� �����0

ε(ABΓ)

ε(A′B′Γ′)
=

|AB||AΓ|
|A′B′||A′Γ′| .

���
����0 2$�
���� ��� �&�� �
� �� ������� ��� 0
������ 4#>>#> �� �
�� �� &��� ���
�� 1 ��
 19 ���
���	���+ ε(ABΓ) = 1

2
|AB||AΓ| ��(α), ε(A′B′Γ′) = 1

2
|A′B′||A′Γ′| ��(α′)#

9;��� �� ��������� �����	��
 �� �	��
 ! �9F� ! �9F>?@'� ��
 ������� ��(α′) = ��(α) ��

�� *���&���� �
��&���
 �
�

����� ���� ���� �
� �
����&����� 
�������#

�! %��$ �:��:& ��� 
!� ������!� � ��� ( �� 0 ≤ α + β ≤ 180 ���!�
� �� �!���

��(α + β) = ��(α) ���(β) + ���(α) ��(β),

���(α + β) = ���(α) ���(β)− ��(α) ��(β).

$��
����0 9( ��
	����� �
� ��� ���	� α+ β = 0 ! α+ β = 180 �������
 ��
� 
������� ���
�
�!� ��� ��
��
�$��# )������ ��
��� ��
 α + β < 180 ��
 �������&��� �
	���� 1G%
�� ����
� ����	
���� �!���� |AB| = c ��
 �
����	����� ���	�� � ��
 � -0
����� >#><#�.#
%
�$����� �� ��	���� ��
 �����	���� ����
 ��� �&��� 0
������ 4#>>#� ��
 0
������ 4#>>#5

a

b

c

Γ

α

γ

Α
β

Β

,�!�� 4<�+ �&��
 �
� �� ��
�
��� ���
��

������+

��(α) ���(β) + ���(α) ��(β) =
( a

2R

)
·
(
a2 + c2 − b2

2ac

)
+

(
b

2R

)
·
(
b2 + c2 − a2

2bc

)
=

1

4Rc
· (a2 + c2 − b2 + b2 + c2 − a2)

=
2c2

4Rc
=

c

2R
= ��(γ) = ��(180− (α+ β)) = ��(α+ β).

;
 
������� ����� �����
��&��� ��� �
��� �&��# ; ��&��
�� �����
��&���
 �� ��� ��!��
�
��� �
���������� �&��� ��
 �
� ���
��� 
�
������ ��� �

�������

��� ����
�!����+

���(α + β) = ���(180− γ) = −���(γ) = −a
2 + b2 − c2

2ab

=
(2R ��(γ))2 − (2R ��(α))2 − (2R ��(β))2

2(2R ��(α))(2R ��(β))
=

��(γ)2 − ��(α)2 − ��(β)2

2 ��(α) ��(β)



����� �������
�
 ������	�� �
� ��	������	�� �@A

,��� �������	� ��
������ ���
���
���&�� �� ��(γ) �� ��� �&�� ��� ��	���� !��

��(γ)2 = ��(180− (α + β))2 = ��(α+ β)2 = (��(α) ���(β + ��(β) ���(α))2,

����� ��	��� ��
 �� ��(α)2, ��(β)2 �� ���� �&����

��(α)2 = ��(α)2 · 1 = ��(α)2(���(β)2 + ��(β)2) = ��(α)2 ���(β)2 + ��(α)2 ��(β)2,

��(β)2 = ��(β)2 · 1 = ��(β)2(���(α)2 + ��(α)2) = ��(β)2 ���(α)2 + ��(β)2 ��(α)2.

:��� ��� ����� �
���
� �
��&���
 ��


���(α + β) =
��(γ)2 − ��(α)2 − ��(β)2

2 ��(α) ��(β)

=
2 ��(α) ���(α) ��(β) ���(β)− 2 ��(α)2 ��(β)2

2 ��(α) ��(β)

= ���(α) ���(β)− ��(α) ��(β), o.ε.δ.

;'��$�$ �:��:
 "���� ��� ��� 
!� ������!� � ��� ( �� 0 ≤ α+β ≤ 180 ���!�
� �� �!���

�$(α+ β) =
�$(α) + �$(β)

1− �$(α) �$(β)
, �$(α + β) =

�$(α) �$(β)− 1

�$(α) + �$(β)
.

���
����0 %
� ��� �
��� �
�	
��� ��� �
��� ��� �
� �
����&����� �� ���(α) ���(β)# 1'
������ �
��&���
 ��
 � ��&��
�#

.+ ���7� 1�������� �&���� ���
�&�� �� ��
���� ������ ��
 �
� ��� �
�$�
� �'� �&�
���
��� �
��
����
����� �� �
����&���� ��
 �
�$����� ��� ���	�

α = (α− β) + β.

2$�
��*����� ���� �
����&������ �&���� �
	������ �
� �&� ��
����
�+

��(α) = ���(β) ��(α− β) + ��(β) ���(α− β),

���(α) = − ��(β) ��(α− β) + ���(β) ���(α− β).

0��������
�*����� ��� �
��� �� ���(β) ��
 ��� ��&��
� �� − ��(β) ��
 �
����������
�
	������� ����������� ����� ��
 ��(β)2 + ���(β)2 = 1+

��(α− β) = ��(α) ���(β)− ���(α) ��(β).

0��������
�*����� ��� �
��� �� �� ��(β) ��
 ��� ��&��
� �� �� ���(β) ��
 �
����������
�
	������ ���

���(α− β) = ���(α) ���(β) + ��(α) ��(β).

.+ ���7" ;
 �&��
 ��� 0
������ 4#>>#< �$�
��*�����
 �
� β = α �	���� ����

��(2α) = 2 ��(α) ���(α),

���(2α) = ���(α)2 − ��(α)2,

��� �	��
 
���&����
 �� ���� �&���� ��� �����	���� ���� 91����� 4#=#<#
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��
� �

���� ��
����� ���
����
�

.+ ���7& ( �����
�� ��� 0
������ 4#>>#< ���
�	 �� ����	 ��
 ������

�� ��$
�*��'
��� ���� �

�������

��&� �

���&� �� �!�� ����
�� �
�����	�� �

����� -��� ,���
�'>
���� ��
��
�$� 4#=.# �� ������� ��!�� ��	���
 ���� �
��� �� ��� ���	� ���� ���
�	
�� �	��
 �
��
����
����� ��� �&��� ���	��� > ��
 ������	*����� �
� ���	�� � ��
 � ��
��	����
�� ��
 �
����
��� α = EOΓ, β = ΓOA# ,�� ��!�� �� ��(α + β) = |OZ|# ��
�!��� ���� ���� �	��
 |OZ| = |AΔ| + |ΓE|# �� �
	���� 1%/ �	��
 ���
� ��� ;2% ��

|AΔ| = |AΓ| ���(α)# 9;��� |AΓ| = ��(β) ��
 �������� ���
���������
� �
	������ ���
�&�� ��(α + β) = ��(α) ���(β) + ��(β) ���(α). 1������� ��� ��� |OB| = |OE| − |BE|
�
��&���
 ��
 � �&��� �
� �� �����	���� ���(α + β) = ���(α) ���(β)− ��(α) ��(β).

α

β

ρ=1

ημ(α+β)

συν(α+β)

ημ(β)

συν(β)

συν(β)συν(α)

ημ(β)ημ(α)

συν(β)ημ(α)

ημ(β)συν(α)

Α

Β

ΓΔ

Ε

Ζ

α

Ο

,�!�� 4<4+ �

�������

��	 �&��
 ��
�	������ ���
��

;'��$�$ �:��:� "���� ��� ��� ���� ����� � ���!��

��(3α) = 3 ��(α)− 4 ��3(α),

���(3α) = −3 ���(α) + 4 ���3(α).

.+ ���7( ;
 ��
����
� ����� ��	*��� ��� ����

�� 
��� �� �	� �&����� �����
�� ��� ��

� �

�������� �
�� ���	�� �� ������ ��
 �
��!�� �	��
� �� ����
� ��&���� -[Bol82, σ. 33]�
[Doe65, σ. 177]� [Kaz70, σ. 54].#

;'��$�$ �:��:" 2	��� 	 �� ������ ��� � ��� 
�������� $� ��� &" ��
 �����@���
 ��
�!��� ��������!��
 $&�"* "���� ��� ���!��

|AE|
|EΓ| =

|AB||AΔ|
|ΓB||ΓΔ| .
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���� Stewart� $�*�	�
�� $�)
���
�� �8�

�� ���
��� ��� Stewart ������
 ��� �������� ���� ����	�� / ���� ���� G% �

�����
1G% �� �� �!�� ��� �������� G/ ��
 /%#

Α

Β ΓΔ Δ '

c b

a

d

θ
η=180−θ

,�!�� 4<5+ 6��
��� ��� Stewart

?���� �:�
:� 2	��� " ������ ���� ���
�� &� - ��� �������� ���. ����)��
 $&�
��� d = |AΔ|* /��� ���!�� � �����

c2 − d2 − |BΔ|2
b2 − d2 − |ΔΓ|2 = ∓|BΔ|

|ΔΓ| ,

���
 �� ������� ����� �������� ��� ������ " ��������� ��
 &� ��� ������ ��� ������
��������� ��
 &�*

$��
����0 1� �� / �	��
 �����

�� ��� G%� ���� �
 ���	�� �FG/1 ��
 �F%/1 �	��

��
����
����
��� ��
 ���(θ) = −���(η)# 1� �� / �	��
 �����

�� ��� G% ���� �
 ���	��
�F�# C���������� ����� ���!� ��� ��
��!
��� �$�
��*���� �� ���
��� ��� �����
�����
��� �&� �
	���� 1G/ ��
 1/%+

c2 = d2 + |BΔ|2 − 2d|BΔ| ���(θ) ⇔ c2 − d2 − |BΔ|2 = −2d|BΔ| ���(θ),

b2 = d2 + |ΔΓ|2 − 2d|ΔΓ| ���(η) ⇔ b2 − d2 − |ΔΓ|2 = −2d|ΔΓ| ���(η).

�� �����
���� �
��&���
 �
�

����� �
� 
������� ���� ����� �#�#�#

�! %��$ �:�
:� -/!��� ��
 Stewart 6N6N�6N7M -�.) $� �� ������ " ����� ��� ���
���
&� ��
 ����)��
 $&� ��� ����'�� �� �� ���� |BΔ| = κ · a% |ΔΓ| = λ · a% ���� ���!��

d2 = b2κ+ c2λ− a2κ · λ.
$��
����0 "�� �
�!� ����	��� ��
 �� �
������ �� |BΔ|, |ΔΓ| �� ��� �
��� ��� ���
 �
��$������ ���� κ + λ = 1 �$�& |BΔ| + |ΔΓ| = |BΓ| ⇔ κa + λa = a# ( ������� ��

�� / �	��
 ����� ��� G% ����������
 ��
 ���� �&�� ��� �
���������� �!������ �
���
 ��
��
���� �� �
���
�� �
�����# 2�	��� �
���
 �� ������� ����� ��
 |BΔ| + |ΔΓ| = a# (
����� ��� �!������ ��
��� �	����


(c2 − d2 − |BΔ|2)|ΔΓ|+ (b2 − d2 − |ΔΓ|2)|BΔ| = 0 ⇔
c2|ΔΓ|+ b2|BΔ| − d2(|ΔΓ|+ |BΔ|)− |BΔ||ΔΓ|(|ΔΓ|+ |BΔ|) = 0 ⇔

c2(aλ) + b2(aκ)− d2a− a3κλ = 0

; *���&����� �&��� �
��&���
 �
�

����� ��� �������	� ����� �� �� a� �#�#�#
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�� �� ���
��
� �

���� ��
����� ���
����
�

� !���� �:�
:� /� � ��� ��� 
������
 $" ����)��
 $&� ���!��� ��

|AΔ|2 = 1

2
(b2 + c2)− 1

4
a2 ⇔ b2 + c2 = 2(|AΔ|2 + |BΔ|2).

Α

c b
d

Γ
a

Β Δ

,�!�� 4<<+ �� �!��� ��� �
������

$��
����0 2$�
���! ��� �
����&����� �&��� �� κ = λ = 1
2

� �#�#�#

� !���� �:�
:
 ,� ��
� �
�(������!� ��
 ������
����
 �� ����� ���!��0

|AΔ| > 1

2
(b+ c− a).

$��
����0 ,��������� ��� �
����&����� �&��� ��
 ��� 1
2
(b2 + c2) > 1

4
(b+ c)2� �#�#�#

� !���� �:�
:� /� �������� ��� ������)��� ��� �������� ���
�)� ��������!��
 ��
��!��� �� �� �������� ��� ������)��� ��� 
�������� ��
 �
� �� ����������� ��
 �� �����
��
 �
�
��� �� ���� ��� 
�������� ��
*

Α

Β

Γ

Δ

ΕΖ

,�!�� 4<=+ |AB|2 + |BΓ|2 + |ΓΔ|2 + |ΔA|2 = |AΓ|2 + |BΔ|2 + 4|EZ|2

$��
����0 �� ��!��� �� ������!���� !�� ���� 91����� �#A#5# 1� 1G%/ �� ���
�����
�
��
 H� 2 �� ���� ��� �
����	�� 1% ��
 G/ �$�
��*���� �
�
� $�
�� �� ���
��� ���
�
������� ��� �
	���� 1G/� G%/ ��
 1%2#

|AE|2 =
1

2
(|AB|2 + |AΔ|2)− 1

4
|BD|2

|ΓE|2 =
1

2
(|ΓB|2 + |ΓΔ|2)− 1

4
|BD|2

|ZE|2 =
1

2
(|AE|2 + |ΓE|2)− 1

4
|AΓ|2.
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�� �����
���� �
��&���
 ���
���
������� �
� ��$
���
� ��� |AE|, |ΓE| ��� �&� �
����
�&��� ���� �
	��� �#�#�#

� !���� �:�
:" /� �������� ��� ������)��� ��� �������� ���
�)� ��
 ����������
������
 ���!��� �� �� �������� ��� ������)��� ��� 
�������� ��
*

Α

Β Γ

Δ

Ε

a

b

a

b

,�!�� 4<A+ 2(a2 + b2) = |AΓ|2 + |BΔ|2

$��
����0 0
��&���
 ��� �� �
����&���� ��

��� ��
 �� ��
 ��� ��
�������
���� �� ����
��� �
����	�� ����	������ �
� |EZ| = 0� �#�#�#

;'��$�$ �:�
:� "���� ��� �� � ��� δA ��� �������� � 
�������
 ��� ������ $ ��

����)��
 $&� �����

δ2A = b · c ·
(
1− a2

(b+ c)2

)
.

a

c

ΓΒ

Α

bδΑ

Δ

ca/(b+c) ba/(b+c)

,�!�� 4<?+ �� �!��� ��� �
�������

���
����0 1�� �� 0�

��� 4#4#A ��
���� ��
 |BΔ|
|ΔΓ| F c

b
# 91� ��
���� |BΔ| = κa, |ΔΓ| = λa

��
	������ κ
λ
= c

b
��
 a = κa + λa⇒ κ+ λ = 1# 91�� ����� �
��&���
 ������ ��


κ =
c

b+ c
, λ =

b

b+ c
.

; �&��� �
��&���
 ������ ���
���
������� ���� �� �� � ���� �&�� ��� Stewart#

�! %��$ �:�
:
 -/!��� ��
 Stewart -(.) $� �� ������ " ��� ��� ����������� ���
���
��� &� ��
 ����)��
 $&� ��� ����'�� �� �� ���� |BΔ| = κ · a% |ΔΓ| = λ · a% ����
���!��

d2 = c2
λ

λ− κ
− b2

κ

λ− κ
+ a2κ · λ.
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$��
����0 "�� �
�!� ����	��� ��
 �� �
������ �� |BΔ|, |ΔΓ| �� ��� �
��� ��� ���
 �
��$������ ���� κ−λ = ±1 �$�& |BΔ|− |ΔΓ| = ±a = aκ−aλ# �� ��� 
��&�
 ���� κ > λ
�����! �� % ��
 / �	��
 ���� 	�
� ��� �
� �&� ��
����	�� ��� �
	*�
 �� G# 1��	���
�� ��
��	�� 
��&�
 ���� �� /�% �	��
 �� �
�$�
��
��� ��
����	�� ��� G# ( �����
�� �
��&���
 ��
��� 	�
� ��

��� �
��� ��� �
������ ��
 � 0
����� 4#>�#>� �#�#�#

.+ ��� �� λ − κ �� �� ���	� �
�

�&�� ���� �������	� �&�� �	��
 ±1 ��
 ��
�
���
 ��
������� ���� �&�� ����� ���
�	� ��
$!# /
�$�
��
�� �� ��
��� �� �
������ �&� �&����#
C���������� ����� ��
 ��
 ���� ��
	����� ��� 0
������ 4#>�#> 
��&�
 κ+λ = 1 ���
�&��
�� �����
!����� ���� �&���� ��� Stewart �� ����� ����� ������� �� ��� ���� ��� / ��
�
���
 �� ��������� ��� ����! �����!+

d2 = c2
λ

λ± κ
± b2

κ

λ± κ
∓ a2κλ.

�� ���� �
����� ��
������� ���� �� / �	��
 ����� ��� G% ��
 �� ���� ���� �	��
 �����#
92����� ��� �
� ��
	����� ��� � -����.��

�

���� ��� �� ���
�&�� ������ ������
��
��
���
��&� ���
��
��	 ������	�� ���� ��

�
�$! �
�� ������ �� ���
�	� �
���# �� ���
���
Stewart ��!��
 ��� ��$���
� ��� ������������� ����� -0�
��
�$�� <#>�. ��
 �	��

��

��� �
�� ������ �����& �����
�� ����	�� �
�� ����	�� -91����� <#>�#B.# �� ���
���
������ ���
 ������ ��
 ���
�$�
����� �$�
����� ��
 ��

�� ����
�� �� �� ��&�� ��� ��
�#
92��
� ��

�

*�����
 ����� ���
��&� ������ -�����.� �
���
 �� �
������� �� �� ����	� /
�	��
 �����

�� ! �����

�� ��� G%� ���� �� �$�
��*���� ��� ����� �&��#

;'��$�$ �:�
:
 "���� ��� �� � ��� δA ��� �������� � 
�������
 ��� ������ $ ����
����)��
 $&� ��
 �����
 �� ������������ ���� $ ���
��� 
�� ����� ����% 
�
���� ��� ���
�!��

δ2A = b · c ·
(

a2

(b− c)2
− 1

)
.

Α

Β ΓΔ

Ε

Ζ

a

bc

,�!�� 4<B+ �� �!��� ��� �����

�!� �
�������

���
����0 /�� �
��� ��
 κ = c
b−c , λ = b

b−c , λ − κ = 1� �$���� b > c ��
 �$�
���� ���
0
����� 4#>�#�# ( ���	���� �
� �! 	��� ����
�� �
����	����� ���� ���	� 1 �	��
 ������	�
�
� ��� &��
�� ��� /� �
�$�
��
�� � 1/ �	��
 ��
������ ��� G%#
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�! %��$ �:�
:� /� ��������� ��
 � ��
� ��
 !@�
� υA ��� ������ $ ��
�����
 ����
�)��
 $&� �����

υ2A =
1

4a2
(a+ b+ c)(b+ c− a)(c+ a− b)(a + b− c).

Α

c b

a
ΓΒ

a aκ λ

υΑ

Δ

,�!�� 4=@+ �� �!��� ��� &����

$��
����0 "�� �
�!� ������	*���� �� � ��
 � ��� ��$
�*��� �� ��!���� |BΔ| = κ · a ��

|ΔΓ| = λ · a� ��� ���	� �� &��� 1/ ��
	*�
 ��� �������
 ����
� G% ��� �

����� 1G%#
3� ���!��� � κ · a + λ · a = a �	��
 κ + λ = 1# :
� ��&��
� ��	���� ��	
����� ��� ��
�
�����
� �
	���� 1G/ ��
 1/%+

υ2A = c2 − (κa)2 = b2 − (λa)2 ⇒ κ− λ =
c2 − b2

a2
.

C&������ �
� ��� ��
����
� �� �
�� � ��
 � �
	������+

κ =
1

2

(
1 +

c2 − b2

a2

)
, λ =

1

2

(
1− c2 − b2

a2

)
.

1��
���
������� ���� �&�� ��� Stewart -0
����� 4#>�#>. ���� �� � ��
 � �
	������+

υ2A = b2κ+ c2λ− a2κλ

=
b2

2

(
1 +

c2 − b2

a2

)
+
c2

2

(
1− c2 − b2

a2

)
− a2

4

(
1 +

c2 − b2

a2

)(
1− c2 − b2

a2

)
:
� �
�
! ��

����
� ��
� �
���
� �����	 ���
�� ���� P"��A=� ���# >�?Q

υ2A =
1

4a2
(2a2b2 + 2b2c2 + 2c2a2 − a4 − b4 − c4).

( ��
������ ��
��������
�	��
 ��
 ��	
��
 ��� ��
$! ��� ������� P"��B=� ��� 1� ���#4BQ

2a2b2 + 2b2c2 + 2c2a2 − a4 − b4 − c4 = (a+ b+ c)(b+ c− a)(c+ a− b)(a + b− c).

1��� �� �����
 ����	� ��������
� ����	������ ��� �� ���
� �
�� �� �

���
�+

(a + b+ c)(b+ c− a)(c + a− b)(a+ b− c)

= ((b+ c)2 − a2)(a2 − (b− c)2)

= (b+ c)2a2 − a4 − (b+ c)2(b− c)2 + a2(b− c)2

= (b2a2 + 2bca2 + c2a2)− a4 − (b2 − c2)2 + (a2b2 − 2a2bc + a2c2)

= (b2a2 + 2bca2 + c2a2)− a4 − (b4 − 2b2c2 + c4) + (a2b2 − 2a2bc + a2c2)

= 2a2b2 + 2b2c2 + 2c2a2 − a4 − b4 − c4, �#�#�#
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�

;'��$�$ �:�
:� "���� ��� � �!��� ��� �� !@�� $" ����)��
 ���!�� ��� ���� �� ����� ��

" ����� ����� ��� &�% 
���
 � ����� ��� & ����� ��(����*

���
����0 )�����
�� �
��� �� �� � ��
 ��� ��
 �	��


κ =
1

2

(
b2 − c2

a2
− 1

)
, λ =

1

2

(
b2 − c2

a2
+ 1

)
.

1��
��������� �����
� ���� �� �� � ���� 0
����� 4#>�#� ��
 ��� ��
 �
��&���
 ���
 �

Α

c
b

a

ΓΒ

a

a

κ

λ

υΑ

Δ

,�!�� 4=>+ υ2A = 1
4a2

(a+ b+ c)(b+ c− a)(c+ a− b)(a + b− c)

��
������
1

4a2
(2a2b2 + 2b2c2 + 2c2a2 − a4 − b4 − c4),

��� ��
��������
�	��
 ���� ��
 ���� 0
����� 4#>�#4#

;'��$�$ �:�
:" -B�)���� Steiner-Lehmus. "���� ��� �� �� ��� ������� �� 
!� ������
����� 
�������� ����� ���� ���� �� ������� ����� ���������*

���
����0 )�����
��
��� �$�
��*����� ��� 91����� 4#>�#> -��� ��
 ��
������� �
� ���'
���

�! �����
�� ��� ����
�'4 ��� 0�
��
�$�� >#B.# 2�� δA, δB ��
 σ �	��
 ���	���
�� �

�
������
 ��
 � ��
	���
��� ���� -91����� 4#>�#>.+

δA − δB = b · c ·
(
1− a2

(b+ c)2

)
− c · a ·

(
1− b2

(c+ a)2

)
= c(b− a)− cab

(
a

(σ − a)2
− b

(σ − b)2

)
= c(b− a)− cab(a− b)

σ2 − ab

(σ − a)2(σ − b)2

= c(b− a)

(
1 + ab

σ2 − ab

(σ − a)2(σ − b)2

)
.

( ��
������ �	��
 ����� ���
�!� �
� �
� �� �����	*���
 � ��
������ �� �
���
 (b− a) = 0#

;'��$�$ �:�
:& 2	��� " �� ����
��������� ��
 $ �� ���� ��� �����
��� ��
 ����)��

$&�* &���� ��
 �� ����� 362 
���� ���

c = b���(α) + c′ ��(α), b = c ���(α) + b′ ��(α).
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Α

Β Γ

Δ

Ε

Ζ

Η

α

bc

c'b'

,�!�� 4=�+ �&��
 �
� ���
�
����

�� ��
�$!�

;'��$�$ �:�
:( 2	��� ��� �� ������ " ���� (��� &� ��
 ��
�����
 ����)��
 $&�
���'�� ��� $"% ���� )��� α1 = |BAΔ|, α2 = |ΔAΓ|* "���� ���

|AΔ| = bc

a
· ��(β) ��(α1) + ��(γ) ��(α2)

��(β) ��(γ) + ��(α1) ��(α2)
.

α1

α2

Α

Β ΓΔ
β γ

,�!�� 4=4+ �&��� ��� Stewart �� ���	��

���
����0 1�� ��� �&�� ��� ��
����� �
��&���
 ��


|AΔ|
��(β)

=
|BΔ|

��(α1)
⇒ |BΔ| = |AΔ|��(α1)

��(β)
,

|AΔ|
��(γ)

=
|ΓΔ|

��(α2)
⇒ |ΓΔ| = |AΔ|��(α2)

��(γ)
.

�� �����
���� �
��&���
 ���
���
������� ���� �&�� ��� Stewart -0
����� 4#>�#>. ��

����������� ����� ��� �&�� ��� ��
����� �
� �� �
	���� 1G%#

;'��$�$ �:�
:� 2	��� 	 �� ����
��������� ��
 $ �� ���� �� ���������� 1 ��
 ��
�����

����)��
 $&� ��� " �� ������ ��� ����� � $	 ������ ��� &�* "���� ���

|AΔ|
|EΔ| = �$(β) �$(γ),

|BΔ|
|ΔΓ| =

��(2β)

��(2γ)
.

���
����0 "��� ��� 91����� 4#>�#= �� 
��&�
 -��!�� 364.

|AΔ| = bc

a
· ��(β) ��(α1) + ��(γ) ��(α2)

��(β) ��(γ) + ��(α1) ��(α2)
, |EΔ| = b′c′

a
· ��(α2) ��(γ) + ��(α1) ��(β)

��(α1) ��(α2) + ��(β) ��(γ)
.
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Α

Β Γ

Ε

Δ

α

bc

c'b'

α1 α2

β γ

γ β

α1
α2

Ο

,�!�� 4=5+ %
������ ����$���������

/
�

����� �
� 
������� ���� ���� ��	
����� ��� ��	����

|AΔ|
|EΔ| =

bc

b′c′
=

(
b

c′

)( c
b′

)
= �$(β) �$(γ).

%
� ��� ��&��
� �
��
����
�&�� ���
 ��� �
����&���� ������ ��� ����������
 ��


|BΔ|
|ΔΓ| =

��(α1)
��(β)

��(α2)
��(γ)

=

���(γ)
��(β)

���(β)
��(γ)

=
��(2γ)

��(2β)
.

;'��$�$ �:�
:- $�� ������ $ ��� ���
��� 13 ������ XOY �� ����� �
�!������
�� �� $� ���� )��� �� ����� ��
 �� ���������� �� 
������ �
���� 14 ��� ��������� ���
������ 31Y *

X

Y

Z
O

A

B

Γ

,�!�� 4=<+ ��!���� �
������&���� ��� ����	�

;'��$�$ �:�
:) "������� �
�
������
 �� ����� $&% 
���� ��� � ����������� �����
��� ������� 3 ��� �� ����� �� �������� |XA|2 + |XB|2 = κ ����� �������% ����� �!����
�� ������ ��� ����� ��
 $&*

;'��$�$ �:�
:�/ +������!��� ������� ��
 �����
 
�
���� � ���
�� a = |BΓ| �� !@��
υA ��� �� $ ��� �� �������� |AB|2 + |AΓ|2*
;'��$�$ �:�
:�� +������!��� ������� ��
 �����
 
�
���� � ���
�� a = |BΓ| � �����
α = |BAΓ| ��� � 
��#��� |AB|2 − |AΓ|2*
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�
����� ��� �&���� ��� ����	*���
 �� ��� ���
����� �	��
 ���! ��� @�
�7
�$	 �$��*�� �	 �!�	 �����# ( 
�
����� ���! ���
	*���
 ��� ������� ���
���#

��,!$�� ":�:� "������� �!���
 � ��� ������
 3 ���� ��� �
���� 
�� ��
 3 ������ ���
�!��� ��� ������ $ ��� &* /��� �� �������� |XA||XB| ����� ���������� ��� ����!�
����
��� �
����� ��� ��������� ����� ��� ��� ���� ��
 ������
 �� ���� ��� �!���*

Α

Β

Γ

Δ

Χ

Χ

Α

Β

Γ

Δ

κ κ

,�!�� 4==+ /&���� ����	�� �� �
�� �&��� |XA||XB|
$��
����0 6��
��� �&� �
�$�
��
��� ����	�� ��� �
�
�����
 ��� �� 8 ��
 ������� ���
�&��� � ��� ����	� -1�G. ��
 -%�/. ���	���
��# �� �
	���� ��� ������	*����
 81% ��

8/G �	��
 ���
� -0�

��� �#>5#>.# ,������ ����� ����
�� ��������+

|XA|
|XΓ| =

|XΔ|
|XB| ⇒ |XA||XB| = |XΓ||XΔ|,

�#�#�#

��� �

��� p(X) = |XA||XB| �� �� ����	� �	��
 �����

��� p(X) = −|XA||XB| �� �� ��'
��	� �	��
 �����

�� ��
 p(X) = 0 �� �� 8 �	��
 ��	 ��� �&���� �����*���� @�
��$ %��
�$��*�� 3 �	 �!�	 %�
 ����� �# ,��� ��
	����� ��� �� 8 �	��
 �����

�� ����	�
������ �&� �
�
��� ����
� ��� ����	��� �
� �$��������� ��� �� 8# :��
�&�� �� ���
!���'
�� ��� ���� ���! �

��!� ���� ��� ���	� �� 1 ��
 G ����	�����# "�
 ���
 ������	*����


Χ

Α

Γ

Δ

κ

,�!�� 4=A+ /&���� ��
 �$�������� |XA|2 = |XΓ||XΔ|
���
� �
	���� 81% ��
 8/1� ���� ��� ��
 � �����
������ ���	� 8/1 �	��
 	�� �� ���
%18 ��� ������	*���
 ��� ��� ��
�! %1 ��
 ��� �$�������� ��� ��
� ��� 1 -0
�����

�#>4#5.# 92��
 �
��&���
 ��
 |XA|
|XΓ| F

|XΔ|
|XA| � ��� ����������
 ��
 p(X) = |XΓ||XΔ| = |XA|2#

1����	���� ��
��� �� ������� ��

���#



���� ���	
�� �� ���� ����
� �>B

� !���� ":�:� ��� ���� ������ 3 ��������� ��
 �!���
 � � 
!���� p(X) ���!��� �� ��
��������� ��� �#��������� ��
 � ��� �� 3*

:
� �
	�� ��$
��� ��� �&����� p(X) �
	������ $�
������ ��� 8; ��� ������
 �� ����	�
8 �� �� ����
� ; ��� �&���� �# 1� 1 �	��
 �� ����	� ���$!� ��� �$��������� 81 ���
�� 8� ���� ��� �� �
�����
� �
	���� ;18 ������ p(X) = |XA|2 = |XO|2 − ρ2� ���� ρ
� ���	�� ��� �&����# %
� ����	� 8 �����

�� ��� �&���� ��� ���
���� �$��������� �
��

κ Χ

Α

ρ

Ο

,�!�� 4=?+ p(X) = |XA|2 = |XO|2 − ρ2

�����# 3����� ! �
����&���� ��$
���� ���! �� $�
� �� ���	���� �
������ �	��
 ���
 ���
�&���� ��� ����	��# 1��� $�	����
 $�
������ ��� ��
�! ��� �&���� ��� �
�
����
 ��� ��
8 ��
 �	��
 ������ ���� 8;# ; �

���� ��� �&����� ��� 8 ��
 �� �
�����
� �
	���� ;82

κ

Ο Χ

ρ

Ε

Ζ

Α Β

,�!�� 4=B+ p(X) = |XO|2 − ρ2

�����&� ����+ −p(X) = |XA||XB| = |XE|2 = ρ2 − |OX|2# C���������� ����� ��
 �
�
����	� ��� �&���� p(X) = ρ2 − |XO|2 = 0 ������ ��� ������� �
�����#

�! %��$ ":�:� "������� �!���
 �-1%�. ������
 1 ��� ������� �% � 
!���� �����

 ����
������
 3 ��
 �����
�
 �� ���� ��� �!��� � 
�
���� ��� ��� �!��

p(X) = |OX|2 − ρ2.

�! %��$ ":�:
 "������� 
!� ���������� �
���)� 13 ��� 1Y �� ������ $% & ��� ���
13 ��� �% " ��� ��� 1Y ����� ����
����� ���� ��� ����� ���� |OA||OB| = |OΓ||OΔ|*
$��
����0 9;��� �	����� ���� �� 1� G� % ��
 / �	��
 ���� 	�
� �&��� -�������
��. ����

��&�
 � 
������# 1��	��
�$�� ���� ��
 
��&�
 � 
������ ��
 � �	��
 � �&���� ��� �
�
����

��� �� �
	� ����	�+ 1� G ��
 % -0
����� �#>#4.# 92��� /9 �� ��&��
� ����	� ���!� ����&
��� �&���� �� ��� ;Y # ���� ���� �� 6��
��� 5#>#> |OA||OB| = |OΓ||OΔ′|# 1��� ��
��������� ������ ��
 ��
 |OA||OB| = |OΓ||OΔ| ��
 �������� |OΔ′| = |OΔ| ��
 �� / ��

/9 ����	*����
� �#�#�#
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,�!�� 4A@+ "
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� �������
�������

�! %��$ ":�:� "�
����� ���� �� �
��
������ ������% $ ���� �
���� 13 ��� &%� ����
�
���� 1Y * 1 �!���� -$&�. �#������� ��� 13 ��� $ ���� ��� �����% ����

|OA|2 = |OB||OΓ|.

Ο
Β

Γ

Α

Χ

Υ

,�!�� 4A>+ "&���� -1G%. �$��������� ��� ;8 ��� 1

$��
����0 1� � ;1 �	��
 �$�������� ���� -1G%. ��� 1� ���� � ����� 
��&�
 ���� ��
0�

��� 5#>#># 1��	��
�$�� �� 
��&�
 � ����� ��
 ���������� ��
 � ;8 �����
 ��� -1G%.
��� ����	� 1 ��
 19� ����� ���� ��� 0
����� 5#>#� �� 
��&�
 |OA||OA′| = |OB||OΓ|# 9;���
�� ��������� 
��&�
 ��
 |OA|2 = |OB||OΓ|� � ���	� ������*����� �� ��� �
����&����
�	��
 |OA| = |OA′|� ��� ����	��
 ��
 �� 1 ��
 19 ����	*����
� �#�#�#

�! %��$ ":�:" /� �
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������ ������ $%&% ��� X, Y ����� �������� �
'
� ���� ���
�����% ����

p(Y ) + p(X) = |XY |2,
���
 p(X), p(Y ) �� 

������ ��� ������� �� ���� ��� �!��� �� 
������� $&*

A BY X

Γ

,�!�� 4A�+ 8�
����
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�!� ���
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p(Y ) = |Y A||Y B| = |Y Γ|2, −p(X) = |XA||XB| = |XΓ|2,

���� Y Γ � �$�������� ��� �&���� ��� �� Y � ����
������ ����� ��� �&����� �#�#�#

;'��$�$ ":�:� +������!��� �!��� � ���� )��� �� 
�������� ��� 
!� 
������ ������ $
��� & ��� �� �#������� 
������� �
����� ε*
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Γ
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Ε Ε'
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Ε

Α Β

ε

,�!�� 4A4+ "&���� �
� ��� 1�G ��
 �$��������� ����	��

���
����0 92��� ��
 � *���&����� �&���� ��������������# 92��� % �� ����	� ���!�
��� 1G �� ��� ����	�� ����	� � ��
 2 �� ����	� ���$!� ��� �&���� �� ��� �# �� %
�
���
�
	*���
 ��� �� �������� ��� �
���!����� ��
 � �&���! ��� �� �
�� ��� �&���
�� �	��
 p(Γ) = |ΓA||ΓB| = |ΓE|2# 91
� �� �!��� |ΓE| ��
 �������� � ���� ��� 2
�
���
�
	*���
 ��	��� ��� �� ��������# ,������ �
���
�
	*���
 ��
 ��� ����� ����	� -2.
��� �� ���	� �� �
�
����
 � �&����# 2� ����
 ���
���� �&� �&��
� ��� ���
���
��&� ��
�&� ����
� ��� 2 ������

��� �� �
�� �� %# ,���	��� ��
 �� �
������ ��� ���
 �&�� ����
�� ����	� 1 ��
 G ��
	������
 �� �
�$�
��
��� ��

�� ��� �# ,���	��� ��	��� ��
 ����
��
	����� ��� ��� ���
��
 �� %� �����! � ����	� 1G �	��
 ��
������ ��� �� �� �
������
���
 �	� ���� �&�� ��
 �� 2 �
���
�
	*���
 ��������� ��� ���������� ��� 1G �� ��� �#

;'��$�$ ":�:
 � 
������� $, 
������� ����)��
 $&� ������ ��� �����
��� ��
 ����)�
��
 ��� "* "���� ���

|AM ||AΔ| = 1

2
(|AB|2 + |AΓ|2).

;'��$�$ ":�:� E� �������
����� �����)��� ������� ��
 �����
 
�
���� � 
�������
��
��� � 
������� ���� ��� ������ ���
��*

;'��$�$ ":�:" "�
����� ������ $ ��� & ���������� �
����� ε ��� ������ 3 ����!����
��D �
� �* E� �
����� � ���� ��
 3 ��� ��� ����� �� |XA|2 + |XB|2 ���������� ��������*

;'��$�$ ":�:& � ���
 �" ����� ��������� ��� 
�������
 $& ��
 �!���
 �* "���� ���
��� ���� ������ 3 ��� 
�������
 $& ���!�� |XΓ|2 + |XΔ|2 = |XA|2 + |XB|2.

;'��$�$ ":�:( "�
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 $& �!���
 �* E� �������
����� ���
 
�" ��������� ��� $& ���� )��� � ����� �3" �� ����� ��� *
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|AB|
|AΓ| =

|AΓ|
|BΓ| ⇔ |AΓ|2 = |AB||ΓB|.

-1 ����� ��������
 ���� �� ������ ���!��� �� ��� ���� ��
 ������
 ���� �� ����� �� ��*.

Μ Β

Ε

Α Γ

Δ
δ/2

Ζ

x

δ

,�!�� 4A5+ 8
��! ���!

$��
����0 ,�����
�� �
�����
� �
	���� 1G2 �� |BE| = δ
2
, ���� δ = |AB|# 2�	 ���

�����	������ 21 ��
� ����	� /+ |EΔ| = |EB|# ; �&���� � �� ����
� 1 ��
 ���	�� 1/
�����
 ��� 1G ��� *���&���� ����	� %# 1��� �
��&���
 ��� ��� �&���� ��� 1 �� �
�� ���
�&��� �#

|AB|2 = |AΔ||AZ| ⇔ δ2 = x(x+ δ),

���� x = |AΔ| = |AΓ|# 0�	
����� ��
��� ��� ��	���� �� �
�� x+

x2 + xδ − δ2 = 0,

��� ���
 �	� �&�� �
���
�! ��
 ���


���� ��
 �	� ���
�!

x =

√
5− 1

2
δ = (0, 61803398874989484820...) · δ,

�
� ��� ���	� �
��
�������� ��
 
������
�	 ��� *���&���� ����!��

δ

x
=

x

δ − x
⇔ |AB|

|AΓ| =
|AΓ|
|BΓ| ,

�#�#�#

.+ ���7� ; ���
��� �

���� x =
√
5−1
2

� ��� �	��
 
	*� ��� ��	�����

x2 + x− 1 = 0 ⇔ 1

x
= 1 + x
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,�!�� 4A<+ ;
�����
� �
��!� ���!�

�
	*�
 ��� �����*����� ? �� %$	 +!���	 %���	# 1���� ���
�	��
 ��
 �	��
 �� �
�
����	����� �
�����
�� ��� �	��
 �� �
�����
� ��
�������
���� ��� ���	�� � �
�
! �
��
��� ������ ����
� ���
 ���� ��

��� x# �� �
�����
� ���� ���
 �
��
����
���	 ��

���� ��������! ��� 0�
������# :
� ���� �
!�� ��� �	��
 ���! ��� 
�������&� �� ���	�
��
�$!� 4= ��

��� ��� �����	 ���� ��������! ��� �����
��& ����������#

��%������ ":
:
 E� �������
����� ��������� �� ����� ���
# � :; ����)�*

Α

Β Γ

36

72 36
36

72

δ

x

Δ

36

36

ΕΖ

,�!�� 4A=+ J�������� �� ���	� ��
�$!� 4= ��

��

$��
����0 1�� �� ��
 �
 ����� �&� ���	�� �� ����� ��
�
��� >?@'4=F>55� �����
 ��
 �

�&� ���
��� ���	�� ��� 
�������&� �� �	��
 A� ��	
��� ��� �	��
 �
����
� ��� 4=# ,������
� �
������� %/ �� �
	*�
 ��	��� 
�������� %/G ���
� ��� 1G%# 2�	��� �� �	��
 |ΔA| =
|ΔΓ| = |BΓ|# 1�� �
� ������	�� ��� ���	�� �

����� ��
��� �����
�	������ ��������
|AΓ| = δ ��
 |BΓ| = x+

|BΓ|
|AΓ| =

|BΔ|
|BΓ| ⇔ x

δ
=
δ − x

x
⇔ x2 + δx− δ2 = 0,

��� ����	��
 ��
 �� ����	� / �
�

�	 �� 1G �� ���� ��
 ��
� ���� -"�������! 5#�#>.# 2��'
������ �������� ��� �!���� δ = |AB| �� �!��� ��� |BΓ| ��
	�����
 ��� ��� �
����&����
��������! ��
 �� 
�������� ���������*���
 �� �
	���� ��� ���	�� �	��
 ������ �� �!��
��� ����
��� �#�#�#

;'��$�$ ":
:� 2	��� $&� ��������� �� ����� ���
# � $ �����
 :; ����)�* "���� ���
#�������� ��� ��� ���
#�� ��
 �
����� �� ����� :; ����)� ���� �� ����� ��
 -�� ���:N;.%
�������'���� �������� ���������*
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:
 +������!��� �������� ��������� �� � ��� ���
��� �*

;'��$�$ ":
:� <����)���� �� ��� ������ ���� �
���� � �
�!������ �� �� A1B1 ���
�����!��� 
!� ���� A2B2, A3B3% ��
 ������ ���
��� ���� ���� ��
 ����
* "���� ��� ��

������ A1, A2, A3 ���'�
� ��� ���� ��� ��
� � ��� � |A2A3|
|A1A2| =

√
5−1
2

-[Nie11].*

A1 A2
A3

B1

B3

B2

ε

,�!�� 4AA+ 1��! ��������! �
��!� ���!�

;'��$�$ ":
:" "���� ��� ��� ��� 
���)���� ��
 ��������! 
����)��
 ���� ��� �������

�� �� ���!�
� �� �!��� -x =
√
5−1
2

.0

|AB|
|AZ| =

x

2
,

|AΓ|
|AE| = x,

|AΔ|
|AZ| =

1 + x

2
.

Α

Β

ΓΔ

Ε

Ζ

Η

Θ Ι

Κ

,�!�� 4A?+ 8
��! ���! ��� ��������
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� x < y ������ �� ��������
�� ��� ��������� � �� ���
�� � ��
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|XO|2 − ρ2 = |XP |2 − σ2 ⇔
|XO|2 − |XP |2 = ρ2 − σ2 ⇔
|OA|2 − |AP |2 = ρ2 − σ2.
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pκ(X)− pλ(X) = (|XO|2 − ρ2)− (|XP |2 − σ2)

= (|XO|2 − |XP |2)− (ρ2 − σ2)

= (|OY |2 − |PY |2)− (ρ2 − σ2)

= (|OY |2 − |PY |2)− ((|OA|2 − pκ(A))− (|PA|2 − pλ(A)))

= (|OY |2 − |PY |2)− (|OA|2 − |PA|2)
= |OP |(|OY | − |PY |)− |OP |(|OA| − |PA|)
= |OP |(|OY | − |OA|+ |PA| − |PY |) = ±2|OP | · δ.
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���
�)� ��
 ? ����� ���
#�� ��
 ���
�)��
 ?2% ��
 ����� �������������� ��
 �!���
 � ���
�� ���
��� ��
 �#�������� ��
 � ���� ���
#�� ��
 ?*

;'��$�$ ":):& "���� ��� ��� ���� �������� ���!���� ? ������������ �� �!��� �% �� ���
��� ��� ���
�)� ��
 ? ����� ���
#�� ��
 ��������! ���
�)��
 ?2% ��
 ����� ��������������
��
 �!���
 � ��� �� ���
��� ��
 �#�������� ��
 � ���� ���
#�� ��
 ?*

;'��$�$ ":):( "���� ��� �� ������� �� ���� �!��� � ���)� �
��
�����)� ������� �����
�
����� 
���������� 
�� ��
 �
��
 ������
* 	����� �� ����� �� ���� �!��� � ���)� �
���)�%
��
 �
������
� �� ��� ������% ����� ���� �
��
������ ������*

;'��$�$ ":):� "������� �
����� ε ��� ������
 $ ����� �
� � �������!��� �!��� � ����
)��� � ����� ��
 $ �� ���� ��� � �� ����� � �* "���� ��� ���� �� �!���� ��
 �!��
� �
��
�� ���(���� �������!� ��� �� ��������� 
����*

ε

ΑΒ ΧΥ

,�!�� 5<<+ "&���
 �� �
�� ���� ���	��� � � �	��
 ���
�! ��� 1

���
����0 92��� G � �
����! ��� 1 ���� �# %
� ���� ����	� 8 ��� �����

�� ��� 1G ��

�� �
���
�� ��*���� ��� Y �� �
�� 1�G� � �&���� � �� �
����
� 8Y ���
 ��� ���
��&����

�
�����# ;
 �&���
 ���� � � ����	*����
 �� ���� �&����� ��� �� ���������� ������ ��
���
�� -�

���. ����	� �� 1 ��
 G#

;'��$�$ ":):- �� ��
�)��� ������� $&� �������!��� ��
� �!���
� �-$%�.% �-&%σ.%
�-�%�. ��
 ����� �����)���� ���������� ���
� �!���
� νA, νB, νΓ ��
 ���
� ���������� 
���
�����
� ��� ���
��� ��
 ����)��
 &�% �$ ��� $&* "���� ��� �� �!���� �% �% � ���
� ��
��'���!� ������ �� !@� ��
 ����)��
 $&�* "���� ��� ��� �� �!���� νA, νB, νΓ ���
� ��� �
���
�
����� �� ��'���!� ������* /���� 
���� ��� � ����� ��
 ����������
 � ��
 ����)��
 $&�
�� ���� ��� � ����� � �
���� &� ��� ����������� �
������� ��� ��
� � ��� �*
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#�� 1��	��	�������
� ��� ���	����

��!�����!����
�� ������ ��� �

����� 1G% �������
 �
 �&���
 ��� �	��
 �����
��� �

����� ��
 �$�������
 ��� ����
�� ���# �� ����
� ���� �������
 ;����
%!� %��
%!��,
�� ! ��!���
%!� %�� %!��,
��# ( &��
�! ��� �&���� ����� ���
	*���

���� ������� �
����� ��� �	��
 ������� ���!� �
� ��� &��
�� ��� �����
������� �&����
-0
����� �#�#4.#

�! %��$ &:�:� � �������� 
�������� ���� ������ ��
 ����)��
 ��� �� ���������� 
����
����� ��� 
!� ����� ����)� ��
 
��������� ��� �� �
�� ������*

Α

Β Γ

Ι

ΙΑ

ΙΒ

ΙΓ

Δ

Ε

Ζ

rB

,�!�� 5<=+ ;
 ��
�����
������
 �&���
 �

�����

$��
����0 6� ��	����� ��
 � �����

�! �
������� ��� G ��
 �
 �����

��� ��� 1 ��
 %
��������
 ��� 	�
� ����	� ��� ������	*���� �� IB# 1������ �� 
��&��� ��
 �
� �
� �����
���	�� ��
 �� �
	*����
 �� ����	� IA ��
 IΓ# ( �����
�� ����$�
���
 �������	 ��� ���
�
����&���� �
�����# 92��� IB �� ����	� ���!� �&� �� ��� �

�� �
������� ��� �

�����
��
 ������

���� ��� �����

��� �
������� ��� ���
�� 1 ��
 %# 6� ��	����� ��
 ��
 �
�����

�! �
������� ��� ���	�� G �
�
����
 ��� �� IB# 0
�����
� ���� ��� 0
�����
>#><#>�� �
 ��������
� ��� IB ��� �
� ����
�� ��� ���	�� 1 �	��
 	��� |IBZ| = |IBE|#
0�
���
� ��
 �
 ��������
� ��� IB ��� �
� ����
�� ��� ���	�� % �	��
 	��� |IBE| = |IBΔ|#
,������ �
 �
�
� ��������
� �� �	��
 	��� �����& ���� |IBZ| = |IBE| = |IBΔ|� �
� ��
�	��
 ���	��� ��� �&���� �� ����
� IB ��
 ���	�� rB = |IBΔ|# ( 
������ ��� ����������
|IBZ| = |IBΔ| ��� �
� ����
�� �
� ���	�� G ��	����� ��
 �� IB ��
	�����
 ��
 ��	 ���
�
������� ��� ���	�� G -0
����� >#><#>�.# ( ���������� ��� ����
�� ��� ��
� ���



���� �
�������
����	�� �
� �����	��
 �A>

���	��� ����� ��� �&���� ��	���
 -�#�#�. ��
 � �&���� �$������
 ��
 ��
� �
�
� ����
�� ���
�

������ �#�#�#

;'��$�$ &:�:� 2	��� ��� I, IA, IB, IΓ ����� �� �������� ��� �� ������ ��� ������������
����� �!���� ��
 ����)��
 $&�* "���� ���

6* +��� ��� ��� ��� ����
�� (A, I, IA), (B, I, IB), (Γ, I, IΓ) ����������� ��� �
��
������
������*

H* 1� �
����� ��
 ���'����� ��� ���� ��� ����
� ��� ��� ������!����� ����� !@� ��

����)��
 IAIBIΓ*

:* /� 5 ����� �� ���������� ��
 ������
����
 ����)��
*

�! %��$ &:�:
 /� � ��� ��� �#��������� BΔ ��� ��� ���
# & ���� ��� ����������
��������������� �!��� �� ������ IB ����� ��� �� ��� ������������ ��
 ����)��
 $&�

|BΔ| = 1

2
(a+ b+ c).

$��
����0 2��� �� ���!���� �� a, b ��
 c ������	*���� �� �!�� ��� ����
�� ��� �

�����#
( �����
�� �
��&���
 ������ ��� ��� 
������ ��� �$��������� ��� �� G+ |BZ| = |BΔ|�
����� ��
 ��� �� 1 ��
 %+ |AZ| = |AE|, |ΓE| = |ΓΔ|# ( ��
	���
�� �
�$���
 ��
���

a+ b+ c = (|BΓ|+ |ΓE|) + (|AE|+ |BA|)
= (|BΓ|+ |ΓΔ|) + (|BA|+ |AZ|)
= 2(|BΓ|+ |ΓΔ|),

�#�#�#

τ−

τ−

Δ

Α

ΓΗ

Ι

Β

τ−
Ζ

a

b

c

,�!�� 5<A+ ;
 �$��������� ��� �����
�������

�! %��$ &:�:� � �#�������� $" ��� ��� ���
# ����)��
 $&� ���� ��� ���������
���� �!��� ��
 ���� � ���

|AΔ| = τ − a,

���
 τ = 1
2
(a + b+ c) � ������������� ��
 ����)��
*
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$��
����0 9;��� ��
 � �����
�� ��� �
����&����� �
������� ���
 ��
 ���! ��� ���
	*�'
��
 ���� 
������ ��� �$��������� ��� ��� ����	� �
�� �&���+ |AΔ| = |AZ|, |BΔ| =
|BH|, |ΓH| = |ΓZ|# 1
��	 �� �
������ ��
��� ��� ��
	���
�

a+ b+ c = 2τ = 2(|AΔ|+ |BH|+ |HΓ|) = 2(|AΔ|+ a),

��� ��� ���	� �
��&���
 ������ �� *���&����� �#�#�#

ΓΒ

Α

Ι

Ζ
Δ

Η

r

rB

rA

Γ

Θ

Κ

Λ

Μ

Ν

Ξ

Ο

Π

ΙΒ

ΙΑ

ΙΓ

Ρ

,�!�� 5<?+ ��!���� ��	 ��� ����
��

�! %��$ &:�:" 1 �������� ������� 
���� �� ������ ��
 ������������
 ��� ��� ������
����������� �!���� ����)��
 $&� ���)� ��� ��� ����������� ���(���� ��
� ���� ���
���
$&% &� ��� �$ -�� ��0 OM7.*

$& &� �$
5 " � 4
IA , B E
IB ? < 1
IΓ + I 9



���� �
�������
����	�� �
� �����	��
 �A4

5��!�
� �� �������0

τ − a = |AΔ| = |AZ| = |ΓΞ| = |ΓO| = |BΛ| = |BK|
τ − b = |BΔ| = |BH| = |ΓΘ| = |ΓN | = |AK| = |AP |
τ − c = |ΓZ| = |ΓH| = |AΠ| = |AZ| = |BM | = |BΘ|
|HΘ| = |c− b|
|OZ| = |a− c|
|KΔ| = |b− a|.

$��
����0 �� ��
 τ−a = |AΔ| = |AZ| �� �	���� ���� �
����&���� �
�����# %
� �
� �����

������� ���� 	�
� �
���! �
���

|ΓΞ| = |BΞ| − |BΓ| = τ − a.

1������ �
��&����� ��
 �
 
������� ���� ��&��
� ��
 �
	�� �
���!# ( |HΘ| = |c − b|
�
��&���
 ��� �
� �
����&�����

|HΘ| = |BΓ| − |BΘ| − |ΓH| = a− (τ − c)− (τ − c) = c− b.

1������ �
��&����� ��
 �
 �&� �������	�� 
�������� �#�#�#

;'��$�$ &:�:
 &���� ��
 �� �����0 458 
���� ���

6* |ΛΘ| = |KM | = b, |ΘΞ| = |ON | = c, |OP | = |ΠK| = a.

H* |ΔM | = |ZN | = a, |HΞ| = |ΔΠ| = b, |ZP | = |HΛ| = c.

:* |PN | = a+ c, |ΛΞ| = b+ c, |MΠ| = a+ b.

;'��$�$ &:�:� "���� ��� �� �� �������� ��
 ����)��
 $&� �
������� �� �� ������ (��
��
� ��
 -������ ��� � ��� 
�������. ���� �� ������� ����� ������
��*

;'��$�$ &:�:" "���� ��� �� �� �������� ��
 ����)��
 $&� �
������� �� �� ����������
-������ ��� � ��� 
@)�. ���� �� ������� ����� ������
��*

Γ

Α Β

r
rA

a

Δ Ε
α

Ι

ΙΑ

,�!�� 5<B+ 1�r, a ' ��������! �

�����

;'��$�$ &:�:& +������!��� ������� $&� ��� ��� ����� ��
 α = |BAΓ|% ��� ���
��
a = |BΓ| ��� ��� ������ r(rA) ��
 ������������
 -?��������������
. �!���
*
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���
����0 92��� / �� ����	� ���$!� ��� �����
������� �&���� J-r. �� ��� ����
� 1G#
�� �
�����
� �
	���� 1/J ���������*���
 �
��
 ��
���� ��� ������ J/ �!���� r ��

��� ���	� |ΔAI| = α

2
# 0
�����
�� ��� 1/ ���� a ���

 �� 2# �� 2 �	��
 ����	� ���$!�

��� 1G �� ��� ��
�����
������ �&��� IA(rA) -91����� -�. <#>#�.# 2������� ��
 �����
���������*���
 $�
������ ������ ���� 1G ��� 2 ��
 ��
	������� �� ����	� ���!� ��� IA
�� ��� 1J# 7�
� �����
� ��� ��
�! �$�������� G% ��� �&� �&���� -"�������! �#5#>@.#
�� 1G% �	��
 �� *���&����#

;'��$�$ &:�:( 2	��� " �� �
�������� ��� ���
# � $ ����)��
 $&� �� ���� ��� ���
��
&�* /� ��������
�� $&"� ����� �
�������� �� ���� &�* /� ������ ��� � 	 ��� 
�������

��� ������ $ �� ��� &� ���'�� �� ������ �!���
 � ��
 �#������� ��� ��� �������� ���
�)�
��
 ��������!��
 $&"�*

Α

Β Γ

Δ

Ε

Η

Ζ Χ

Υ

,�!�� 5=@+ "&���� �����
������� �� ���
�����
�

���
����0 2$�
���� ��� 91����� >#>=#5 ��
 ��	�� ��� ������
	� ��� 1G/%# �� 2 
������

��� �
� ������� ����
�� -|EZ| = |EH|.# ; �&���� �� ����
� 2 ��
 ���	�� 2H �$������

��� ����
�� 1G ��
 1%� ��� �	��
 ������� ��� ��
� ��� ���	��� 2H ��
 2( ����& ���
�&����# "��� ��� ������
	� �� �
�� G% � �&���� ���
 ���� ����� ��� -0�

��� �#>#5.
��
 �� ���
�����
� ��	���# �� ����	� ���$!� �&���� ��
 ���
����&
�� ���� ���
 �� ����	�
���$!�#

Β Γ

Α

Δ

Η Ζ

Ε

Θ

,�!�� 5=>+ "&���
 �������$��������


;'��$�$ &:�:� "���� ��� �� ���� ������
�� ������� �����#����� ����� �!����% �������
�#��������� ��� 
!� ����� ��������� ��� ��
������� �#��������� 
!� ���
�)� ��
 ����
�)��
*



���� �
�������
����	�� �
� �����	��
 �A<

���
����0 92��� / �� ����
� ��
��� ��� �

����� ��
 2� H� ( �� ���� ��� ����
�� G%�
%1 ��
 1G ���	���
��# �� ���
�����
� 1(/H� H/2%� 2/(G �	��
 ������

�� �� �
�� �
�
���	���
��� �
����
��� 12� %( ��
 GH# 2$�
���� ��� �
����&���� ������ ��
 �������&'
��� �
�
� �&����� �����
�������� ��� �
	� ���� ���
�����
� ���	���
��# �� ���
�����
�
�	��
 ������

�� �� �
�� �
� ��
��� ����
�� ����� �
� �
 �&���
 �	��
 	��
 ��
 �$�������

���� ���
��	 � ��$�����#

.+ ���7� ( �������	� ������ �	��
 �
�
�! ��
	����� ��� �
���!����� ��� Malfatti (1731-
1807) ��� *��� �� �	��
 � 	�
� ��������! ���� �� ���
��!���� �
	����# ( �&�� ��� ���
'
����
�� �
���!����� �	��
 �
���� ��
	����� -[Doe65, σ. 147]� [Coo16, σ. 174].#

;'��$�$ &:�:- "�
���� ����� 31Y ��� ������ $ ��� ��������� ���* B����!�� ���
�
����� �� ��������% �� $ �� ������� ��� #���� ��� ��� $& ������ #���� �� & ���
��(�������� ���� 13* � ������ $& ��������� ���� &�% �
� ���� �"% �
� ���� "	
�*�*�* "���� ���0
-6. ���� �� �
����� &� 
��������� ��� ������� ������ 4%
-H. ���� �� �
����� �" 
��������� ��� ������� ������ �%
-:. ���� �� �
����� "	 
��������� ��� ������� ������ B%
-O. �� ������ ��� � 9 ��� �
���)� &� ��� "	 �� ��� ���� �!��� -14B.%
-M. � �!���� �
��� 
�������� ��� �� ������ ��� � 5 ��� 1Y �� ��� �B*

Α

Ο
Χ

Υ

Β

Γ

Δ

Ε

Ζ

Η

Θ
Ρ

Ι

,�!�� 5=�+ 1���������� ����	��

���
����0 �� H �	��
 �� ������

�� ��� 1 �� �
�� ;8# �� ( �	��
 �� ������

�� ��� H
�� �
�� ;Y # �� 6 �	��
 �� ������

�� ��� ( �� �
�� ;8# ( ���	� 6DH �	��
 �
����
�
��� �����
!� ���	�� 8;Y # ( ���	� HJ6 �	��
 ��
 ���! �
����
� ��� 8;Y #

;'��$�$ &:�:) +������!��� ������� $&� ��
 �����
 
�
����� �� ������� ��
 ���������
����
 r% ���������������
 rA ��� � 
��#��� ��� ���
�)� |b− c|*
.+ ���7
 ( ��
��
�$�� ���! �	��
 �
� ��&�� ��� �&��� �����*������ >����%!*�	
%�� %!��,
��� ���� ���	� �����*����
 �
�$�
� ���
��	� ��� �

����� ��
 �
 �����& ����
�����
� -P"��B=Q� [Lal52]� [Gal13].#
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#�� .��,

 �
� Euler

; �&���� ��� Euler (1707 − 1783) �	��
 ����� ��� ��
�� ��� �� �
	� ���� ��� ����
��
�

�����# ( 
�
�
��
����� ��� �	��
 ��
 ��
�� ��
 ��� ���� ��
 ��
�����	��� ����	� ���
�

������ �
 ���� ����� �����*���
 �����	 %�
 �

�� �$��*�
 ��� �

�����#

Α

Β Γ
κ

λ

Δ

Ε

Ζ

Η

Μ

Ν

Ο
Π

Ρ

Ξ

Σ
Τ

ρ

,�!�� 5=4+ ; �&���� � ��� Euler

�! %��$ &:
:� 1 �!���� � ��
 
�������� ��� �� ���� ,%E%< ��� ���
�)� ����)��

$&� ���� ��� �� � �
�������

6* 1 �!���� � 
�������� ��� ��� �� ���� "%	%4 ��� 
@)� ��
 ����)��
*

H* 1 �!���� � 
�������� ��� ��� �� ���� 9%�%/ ��� �
�
������� �������� ��
 ��)��
�
��� ���
#�� �� �� ���������� � ��
 ����)��
*

:* /� ������ ? ��
 �!���
 � ����� �� ����� ��
 �� ����� ��
 ��)��� �� ���������� �
�� �� ���������� 1 ��
 ����)��
*

O* � ������ ?9 ��
 �!���
 � ����� �� ���� ��� ������� ρ = |OA| ��
 ��������������

�!���
 � ��
 ����)��
*

$��
����0 ( �����
�� ���
	*���
 ���� &��
�� �

�� �
�����	�� ��
�������
����� ���
����� ��� �&� ��
�! �
����
�# �� ��
�������
���� �	��
 �� ,�ME� ,:MD ��
 DE:�#
0
��� �� ��&�� ��
 ������	*����
 ���� �� �
�����
�# /�	��� ��
 �� ,�ME �	��
 �
����'
�
�# ( �����
�� �
� �� ,:MD ��
 DE:� �	��
 ��
���
�#

,�� ,�ME� ��
���� � ,E �����
 �� ���� ����
�� ��� �

����� G(1 �
� �	��
 ��
��'
���� ��
 �� �
�� ��� (1# 0�
���
� � �M �����
 �� ���� ����
�� ��� �

����� 1(%� �
�
�	��
 ��
������ ��
 �� �
�� ��� (1# ,������ �
 ,E ��
 �M �� ��
������� ��
 	��� �
	*���



���� ����
�� ��� EULER �AA

��
�������
���� ,�ME# 9;�
 ���� �	��
 �
�����
� �
��&���
 ��� �� ��
 ��
 � ,� �����

���� ����
�� ��� �

����� (G%� �
� �	��
 ��
������ ��
 �� �
�� ��� G%# 1$�& �� 1/
��
 G% �	��
 ������ �����& ���� �� 	�
� �� �����	��
 ��
 �� �� ��
������ ����� E, ��

,�#

�� �
	� �
�����
� ����� ��� �&� �	� ��
�! �
����
� ��� �	��
 �
����
�� ��� ��

��'
�
������� �&���� ����# 1��� ����������
 ��
 �
 �
�
� ��

���
������
 �&���
 ����� ���
�
�����	�� ����	�����# 1��� ������
���
 ��� �����
�� ��� �&� �
���� 
���

���� ���
�
������#

%
� ��� �����
�� ��� �����
��� �&� 
���

���� ��� �
������� �
��	 �� ��
���
!�����
��
 ��� �
	���� (;1 �� ��!�� 0D �����
 �� ���� ����
�� ��� �

����� (;1 �
� �	��

��
������ ��
 �� �
�� ��� ;1# 9;��� �� ;1 �	��
 ���	�� ��� ��

���
������� �&���� �
��
 �� 0D �	��
 ���	�� ��� �&���� �� �#�#�#

;'��$�$ &:
:� E� (����!� �� ������ ���������� ��
 ��������������
 ��� ��
 �!���

��
 Euler ��
 ����)��
*

Η

Α

Β Γ

,�!�� 5=5+ "�
��� �&���� ��� Euler

;'��$�$ &:
:
 "���� ��� ��� ���� ������� $&� �� ���������� �% �� �!���� ��
 Euler
��� ����)��� $&�% $&�% &��% �$� �
������
�* �
������� ��� �� ������� �
�� �������
���
� ��������������
� �!���
� �� ���� �������*

;'��$�$ &:
:� +������!��� ������� $&� ��
 �����
 
�
���� � ���� ��� ���
# � $% �
���� ��
 ����������
 � ��� � ���� ��
 ������
 ? ��
 �!���
 ��
 Euler*

;'��$�$ &:
:" +������!��� ������� $&� ��
 �����
 
�
���� � ���� ��� ���
# � $% �
���� ��� ���(�� � " ��
 $ ���� �������� ���
�� &� ��� � ���� ��
 ������
 ? ��
 �!���

��
 Euler*

;'��$�$ &:
:& +������!��� ������� $&� ��
 �����
 
�
����� �� � �� a = |BΓ|, b+c =
|AΓ|+ |AB| ��� � ������ r ��
 ������������
 �!���
*

���
����0 ���� �� ���!� ��� ��
 ���� ������� �� �	��
 �
!�� ��� 0
������ <#>#5#

;'��$�$ &:
:( +������!��� ������� $&� ��
 �����
 
�
����� �� � �� a = |BΓ|, b−c =
|AΓ| − |AB| ��� � ������ r ��
 ������������
 �!���
*
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#�� 7	����� �
� Feuerbach

��,!$�� &:�:� -Feuerbach (1800-1834). �� ���� ������� � �!���� ��
 Euler �#�������
��
 ������������
 ���)� ��� ��� ���)� ���������������� �!���� ��
*

Μ

Γ

Α

Θ

Β

Λ

Ι

Ν

Β

Α

ΓΚ

Β 

Γ

Β∗

Γ∗

'

'
'

' '

' '

Ξ

κ

λ

μ

,�!�� 5=<+ 6��
��� ��� Feuerbach

$��
����0 ,��� �����
�� ���! -[Aud02, σ. 110]� [CG67, σ. 117]� [Joh60, σ. 190]� �
� ��&��
�
�����
�� �	����
 ���� 91����� <#A#<. ��� 
��� ���
�	 ��	*�
 � �&���� �� �
����
� "C� ����
"� C �
 �
������ ��� ������
�� J ��
 ��� ������
�� 6 ��� ���	�� 1 ��� �

�����# 6��'

�&�� ��	��� ��� ������

�! %LGL ��� ����� G% �� �
�� ��� �
������ 1J# �� ���
�����
�
GGL%%L� �	��
 �� ��������!� ������

�� �� �
�� ��� �
������ J6 ��
 �� G�GL�%�%L ���'
���� �� J6 ��� �
�! ���	�� �
� ��

������
 ���� �&��� �� �
����
� J6# �� �!�� ��� G"�
"C� C% ����� ������
���	 ���� 0
����� <#>#5 ��
 �	��


|BK| = τ − b, |KΛ| = |b− c|, |ΛΓ| = τ − b.

1� 19�G9 ��
 %9 �	��
 �� ���� ��� ����
�� ��� �

����� ��
 : �� ����� ��� %%L� ����
� 19G9� �� ��
������ �
�� ��� ���� 1%L ��� 1%L% �
�
����
 ��� �� ����� : ��� %%L#
1��� ��	���	 ��
 � �&���� � �� �
����
� "C ���
 ���	��

|AM ′| = |b− c|
2

.



���� �������
 ��� FEUERBACH �AB

92�� �������	� �
!�
�� ���
��	� �	��
 �� ���
�����
� %9%′′G′′G9� ��� ������	*���
 ��� �
�
����� G′′� %′′ ��� %LGL ���	���
�� �� �
� 19G9 ��
 19%9# �� ���
�����
� ���� �	��
 ���
��
��
�� �&���# ��&�� $�	����
 ������ ��� ��� 
������ ��� ���
��

γ = |A′Γ′B′| = |Γ∗B′′A′| = |BΓ∗Γ′′|.
,�������
 ��
��� ��
 �� �
������

|A′Γ′′||A′Γ′| = |A′B′′||A′B′|.
�� �
��� ��� ���� �� �
������ ������	*���
 �&����� �
��
 |A′Γ′| = b

2
��
 �� 19%′′ ������	'

*���
 ��� �� ���
� �
	���� E19%′′ ��
 E%GL# 2�� �
�
�*���
 ���� �
�
�� ����

����� ���
�����	*���
 ��
� 
�������+

|ΞB|
|ΞΓ| =

c

b
⇒ |ΞB| = ac

b+ c
, |ΞΓ| = ab

b+ c
⇒ |ΞA′|

|ΞΓ| =
b− c

2b
.

1���� ����������
 ���

|A′Γ′′||A′Γ′| = |A′B′′||A′B′| = (b− c)2

4
,

��� ����	��
 ��
 �� -%9�%′′. ��
 -G9�G′′. �	��
 *�&�� ���
��
�$�� ����	�� �� �
�� ��� �&���
���
��
�$!� � �� �
����
� "C� � ���	��� ����
������ �	��
 �
�����
�� �
�� ��� ����'
�
������ �&��� � ��� �

�����# :��� ��� ���!� ��� �
����
���	� ��
��� ���
�&�� ���
���
��
�$! �� �
�� ��� �&��� �# ,� ���!� �� ���	��
�$� ��� �����
������� �	��
 � �'
����� ��� -0�

��� 5#?#>. ��
 �� ���	��
�$� ��� ����	�� G′′%′′ �	��
 � �&���� ��� ��
���

��� �� ����	� G9� %9 ��
 19� �����! � �&���� ��� Euler -0
����� 5#?#4.# 2��
�! � ����	�
G′′%′′ �$������
 ��� �����
�������� �����
 ��
 ��
 � �&���� ��� Euler �� �$������
 ���
�����
������� -0
����� 5#?#<.#

�� 	�
� ��
��	
��� �$�
��*���
 ��
 ���� ��
�����
������ �&��� � �� ����
� 6# "�

����� �	��
 �
�����
�� �
�� ��� � ��
 ���
 ��� G′′%′′ �$��������# 91
� �� ���	��
�$� ����&
��� �&���� �	��
 � ������ ��� ��
 �� ���	��
�$� ��� ����	�� G′′%′′� ��� �	��
 � �&���� ���
Euler �� �$������
 �� �����#

�� ��� �	���� �����
��&��� ��
��� ��
 � �&���� ��� Euler �$������
 ������
��� ���
�����
������� ��
 ��
�����
������� ��� ���	�� 1# 1������ �����
��&���� ��
 � �&����
Euler �$������
 ��
 ��� ��
�����
������� ��� ����� ���
��� �#�#�#

�� ����	� ���$!� ��� �����
������� �&���� ��
 ��� �&���� ��� Euler ������
 .$��*�
%�� Feuerbach ��� �

�����#

;'��$�$ &:�:� E� �������
����� ������� $&� ��
 �����
 
�
���� � ���� ��
 ��������

-5.% � ���� ��
 ������
 ��
 Feuerbach -Fe.% ���)� ��� � ���� ��
 ����
 $2 ��� ���
���
&�*

;'��$�$ &:�:
 E� 
������ ��� � �!���� ��
 Euler ��
��'���� �� ��� ������������ ����
��� �����% ���� �� ������� ����� ������
��*

;'��$�$ &:�:� E� ��������� �� �� �� ��
 Feuerbach ���� ��������� ��
 ��������!�
��� ��
 ������!��
 ����)��
*
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#� 7	����� �
� Euler

��,!$�� &:":� -B�)���� ��
 Euler. �� ���� ������� � ������ R ��
 ��������������

�!���
 ��
% � ������ r ��
 ������������
 �!���
 ��
 ��� � �������� OI ��� �������
�
�)� ��� �!���� �
�
������ ���� ��
 �!��


|OI|2 = R(R− 2r).

Α

Β Γ

Ο

Ι

Δ

Ν

Ε

,�!�� 5==+ 6��
��� ��� Euler

$��
����0 ; �&��� ���	*�
 ��� �&���� p(I) = |OI|2−R2 ��� ������
�� J -����
�� ��� ��'
���
������� �&����. �� �
�� ��� ��

���
������� 
�
�	��
� �� ��� �
������ |OI|2−R2 =
−2rR# 1
��	 ��
��� �� ��	����� ��
 � �&���� ��� ������
�� J �� �
�� ��� ��

���
������
�	��
 −2rR# /&� �	��
 �
 ���
��� ��
���
!��
� ��� �����&� ���� �����
��# 0
��� ��
 �
�
������� ��� �
������� 1J �
�
����
 ��� �� ����� / ��� ����� G% -91����� �#>4#>. ��

�� ���&�
���� ��!���� /G� /J� /% �	��
 	��# �� /G ��
 /% �	��
 ����
� 	�� �$�& ��
/ �	��
 �� ����� ��� ����� G%# �� �
	���� G/J �	��
 ���� 
�������� �
��
 � ���	� ���
��� G �	��
 ��
�
��� α+β

2
��
 �� 	�
� �����	��
 �� ��� ���	� ��� ��� J� �� �����

�! ���

�

����� GJ1# ( �&���� ��� J ��
��� �	��
 |AI||IΔ| = |AI||ΔΓ|# ( ��&��
� ��
��!
���
�	��
 ��
 �� �
�����
� �
	���� 1JM ��
 2/% �	��
 ���
�# 2�� M �	��
 � �
����! ��� J
���� 1%� �
� �� �!��� ��� |IN | = r# �� 2 �	��
 �� ���
�
����

�� ��� /# 0
�$���� ��
�
	���� �	��
 ���
� �
��
 ����� �
� ���	�� ���	�� ��� 1 ��
 2 	���# ���� �
 ����
�� ����
�	��
 ��������+

|AI|
|IN | =

|EΔ|
|ΔΓ| ⇒ |AI||ΔΓ| = |IN ||EΔ|,

���� �� ��� �	����� ����$
�*���
 ��� �����
����+

−p(I) = |AI||IΔ| = |AI||ΔΓ| = |IN ||EΔ| = r(2R), �#�#�#

��,!$�� &:":
 	�� ��� 
!� �!���
� κ(I, r) ��� λ(O,R) ���!�� � ����� |OI|2 = R(R−
2r)% ���� ��� ���� ������ $ ��
 � 
������ ������� $&� ������������ ���� � ��� �������
�������� ��
 �*

$��
����0 "�� �
�!� � � �	��
 ����� ��� �&���� �# 1��� $�	����
 ��	
������ ����	� 8
��� � ��
 ������	*����� ��� �
�$�
�

|XO|2 < (|XI|+ |IO|)2 < |XI|2 + |IO|2 = r2 +R2 − 2Rr = (R − r)2,



���� �������
 ��� EULER �?>

Α

Β Γ

ΟΙ

Ε

Ν

Δ

ω

,�!�� 5=A+ �
	���� �� ��� 	�
� ��
	����� ��
 �����
������

���� ���� �
��������	� 
������ �
��
����
!���� ��� 
��&���� 
������# 7�
����� ��
���
��� ����� ����	� 1 ��� � �
� �$��������� ���� �� �
 ���	�� ���� ��
 ������� ���� ���
� ��� G ��
 %# 1
��	 �� ��	����� ��
 � G% �$������
 ��� �# 0
�� ��&�� $�
���� ���
�
������ ��� G1% ��� �����
 ��� �&��� � ��� ����� / ��� ����� G%# 92��� ���
 2 ��
���
�
����

�� ��� / ��
 M � �
����! ��� J ���� 1%# �� �
�����
� �
	���� 1JM ��
 2/%
����� �
� ���	�� ���	�� ��� 1 ��
 2 	��� �
� �	��
 ���
�# ,������

|AI|
|IN | =

|EΔ|
|ΔΓ| ⇒ |AI||ΔΓ| = |IN ||EΔ| = r(2R),

9;��� �� ��������� ��
 � �&���� ��� J �� �
�� � �	��
 −p(I) = |AI||IΔ| = R2 − |OI|2 =
2Rr# 91
�

|AI||IΔ| = |AI||ΔΓ| ⇒ |IΔ| = |ΔΓ|.
,�����	*����
 ��
��� �&� 
������! �
	����� �� G/J ��
 /J%# 92��� � F |IBA|# C����'
������ ����� ��
 �
 /G% ��
 /1G �	��
 	��� �� �I�� ���� α = |BAΓ| ������

|BIΔ| = ω +
α

2
= |IBΔ| = |IBΓ|+ α

2
⇒ |IBΓ| = ω.

1��� ����	��
 ��
 � GJ �	��
 �
������� ��� ���	�� 1G%� �#�#�#

;'��$�$ &:":� "���� ��� �� ���� ������� � ������ R ��
 ��������������
 �!���
 ��� �
������ r ��
 ������������
 ���������!� ��� ��������� R ≥ 2r, ��� � ������� ���!�� ����
����()�% ���� �� ������� ����� ������
��*

;'��$�$ &:":
 +������!��� ������� $&�% ��
 �����
 
�
���� � ���� ��� ���
# � $% �
���� ��
 ��������
 5 ��� � ���� ��
 ����������
 1*

;'��$�$ &:":� 	�� � ����� �� ���������� ��
 ����)��
 $&� ��� $$2%&&2%��2 �� !@�
��
 
���� ��� ���!�� |AH||HA′| = |BH||HB′| = |ΓH||ΓH ′|.
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� ���
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�� �����
���� ��� � ��
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���
�

*����� ��� �� ��������# ,������� ��� �
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� ����	� ���!� ��� ����
�� %, �� ��� �� ���� ��
 �� �
������

|ΓΣ||ΓT | = |ΓX||ΓY | = ξ,
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� �� ��*�'
�!����� �
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�
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 ���� � ��
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���� ��� ��!�� 473# ,� ���� ��
	����� ��� �
� ���� �������� �� �
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�
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->. 1��
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�
���
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���
�	 �� �
��&��
 �� �$�
���! ��� �&��� ��� Stewart -0
����� 4#>�#>.# 0�
����� �	��
���!� ��� �����
��� ����� ��
 ��� ���& �������
� ��� ����	����
 [Dan55, σ. 160] ����
	�
� ��� 9(
���#

Β Δ

Α

Γ

υα

,�!�� 5AB+ υ2A = 1
4a2

(a+ b+ c)(b+ c− a)(c+ a− b)(a + b− c)

��,!$�� &:(:� -/!��� ��
 2�����. 2	��� τ = 1
2
(a+b+c) � ������������� ��
 ����)��


$&�% ���� �� ��(�
�� ��
 	 ���!��� ��

E =
√
τ(τ − a)(τ − b)(τ − c).

$��
����0 2$�
��*���� ��� �&�� �
� �� &��� υ2A = 1
4a2

(a+b+c)(b+c−a)(c+a−b)(a+b−c)
-0
����� 4#>�#4.� � ���	�� 
��&�
 ����� ��
 �
� ��������
� �
	����� �
��	 �� ��
���� ��
&��� ��� ��� �����	� ���	� ��� -����������� ��� ��� 1. ���� �� / �� ����
 ����� ���
G%# ���� �
 ��
������� ��� ��$��	*����
 ���� �
����&���� �
����� �
�$����


(a + b+ c) = 2τ

(b+ c− a) = (b+ c+ a− 2a) = 2(τ − a)

(c+ a− b) = (c+ a+ b− 2b) = 2(τ − b)

(a+ b− c) = (a+ b+ c− 2c) = 2(τ − c)

; �&��� ��� 9(
��� �
��&���
 ��� ��� ������ �&�� ��� ������& E = 1
2
υA · a� �#�#�#

( ��&��
� �����
�� ��� �&��� ��� 9(
��� ��
�� ���� ��� ��� ������
��� ��� ���	���
��� �����
������� ��
 ��
�����
������� �&���� ��� �

����� -0�
��
�$�� <#>.#

�! %��$ &:(:� � ������ r ��
 ������������
 ��� rA ��
 ���������������
 �!���

��
 ����)��
 $&� 
�
���� ���������� ��� ��
� �!��
�

r2 =
(τ − a)(τ − b)(τ − c)

τ
r2A =

τ(τ − b)(τ − c)

τ − a
.

$��
����0 �� ��!�� �	��
 ���

��# �� ������!���� ���� 0�
��
�$� <#># 1��
���	*����
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� � �����
������� I(r) ��
 � ��
�����
������� IA(ra)# ( �����
�� �
��
����
�	
�
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� ��� �
����$�
�!��� ��
��
�$�� ��
 ��� ���
����� �&� *����� �

�����# ��
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�
��� *�&��� �	��
 ��� �

����� -1/J� 12IA.# �� ��&��
� *�&��� �	��
 �� -/JG� 2GIA.#
"�
 �� �&� *�&�� �������&���
 ��� �
�����
� ��
 ������+

|ΔI|
|EIA| =

|AΔ|
|AE| ⇔ r

rA
=
τ − a

τ
,

|ΔI|
|ΔB| =

|EB|
|EIA| ⇔ r

τ − b
=
τ − c

rA
.

C&������ ��� ��&��
� �� �
�� rA ��
 ���
���
������� ���� �
��� �&�� �
	������ ��� �&��
�
� �� r2# ���
����	*����� ��� �
��� �&�� ��
 ���
���
������� �� �� r2 ��� �
!����
�����
��&���� ��
 ��� ��&��
� �&��� �#�#�#
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,�!�� 5?>+ ( �����
�� ��� 9(
���

�! %��$ &:(:
 $� r � ������ ��
 ������������
 �!���
 ��� τ � ������������� ��

����)��
 $&�% ���� �� ��(�
�� ��
 ���!��� ��

ε(ABΓ) = τr.
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$��
����0 /
� ��� ��!�����# 1� J �� ������
�� ���� $�
������ �
� 1J� GJ ��
 %J ��
	*����
�� �
	���� �� �
	� ���� ��� ����� �� 	�
� &��� r ��
 ����
� �
� ����
�� ��� �

�����# 92��

�� ������� ������	*���


ε(ABΓ) = ε(ABI) + ε(BΓI) + ε(ΓAI) =
1

2
cr +

1

2
ar +

1

2
br = τr,

�#�#�#
( ��&��
� �����
�� ��� �&��� ��� 9(
��� �
��&���
 ���
���
������� ���� �������	� �&��
�
� �� ������� ��� ��	�� r ���� ��� �&��� ��� 0
������ <#=#>#

;'��$�$ &:(:� "���� ���% �
���� $" 
��������� ��� ��� ���
# ����)��
 $&� ���
�����
�� ��� �������� ���
�� ��� " ��� ��� �����
��� ��� 	 ����� 
�������� ��� ������
&$� ���� ��� �����% ���� ���!�� |EΔ||EA| = |EB|2 = |EΓ|2.
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Β Γ
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Δ

,�!�� 5?�+ ,���� �� �
������

���
����0 �� 2 �	��
 �� ����� ��� ����� G% ��
 �� �
	���� 1G2 ��
 G/2 �	��
 ���
�#

;'��$�$ &:(:
 E� �������
����� ������� ��� �� �������� ��
 α = |BAΓ|, a = |BΓ| ���
δA = |AΔ|% ���
 $" � 
�������� ��� ������ $*

���
����0 1�� �� �&� �
��� ���
��	� ���������*���
 � ��
	������ ��� *��������� 1G%
��
 �
���
�
	*���
 � ���� ��� G�% �� �����# 8
��
����
����� �� ��!�� 482� �� �����
����
��� �
����&����� ������� ��
 �������� x = |EA| ������

x(x− δA) = |BE|2,

��� ��� ���	� �
���
�
	*���
 �� |EA|# :� ����
� 2 ��
 ���	�� |EA| �
�$���� �&��� ���
�����
 ��� �
���������� ��������������� ��
	����� ��� 1#
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 -7M�6;M �*3*.. ��� ���� �
��� ������������
�� �!��� ��������
�� $&�" �� �������� ��� 
�������� ��
 ���!��� �� �� �������� ���
��������� ��� �������� ���
�)� ��
0

|AΓ||BΔ| = |AB||ΓΔ|+ |BΓ||ΔA|.

Α

Β

Γ

Δ

Ε

,�!�� 5?4+ 6��
��� ��� 0������	��

$��
����0 7�
� ��� /2 ���
 ���� � ���	� ��� ������	*���
 |EΔΓ| = |AΔB|. ���� ��
�
	���� /2% ��
 /1G �	��
 ���
� �� ������ 	��� ���	�� ��� / ��
 ��� G� % ���	���
��#
1�� ��� ���
����� ���! �
��&���
 ��


|AB|
|EΓ| =

|BΔ|
|ΔΓ| ⇔ |AB||ΔΓ| = |BΔ||EΓ|.

2�	��� �� �
	���� /12 ��
 /G% �	��
 ���
� �� ������ 	��� ���	�� ��� / ��
 ��� 1 ��

G ���	���
��# 1�� ��� ���
����� ���! �
��&���
 ��


|AE|
|BΓ| =

|AΔ|
|BΔ| ⇔ |AΔ||BΓ| = |BΔ||AE|.

0
���������� �
� �&� ��
����
� ���� ���� ������ �� *���&����

|AB||ΔΓ|+ |AΔ||BΓ| = |BΔ||EΓ|+ |BΔ||AE| = |BΔ|(|EΓ|+ |AE|) = |BΔ||AΓ|,
-1����
�� �$�
������ ���� 0������	�[Dan55, σ. 173]#.�#�#�#

��,!$�� &:�:
 ��� ���� ��������
�� $&�" ���!�� � ���������

|AB||ΓΔ|+ |BΓ||ΔA| ≥ |AΓ||BΔ|.
� ������� ���!�� ���� ��� �����% ���� �� ��������
�� ����� �����@��� �� �!���*
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�� ����&� ��� ���
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����&
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� ��� �&��� � ��� �
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�
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���
��� ��
�$�� 1 ��
 %# 6��
�&�� ��	��� �� ���	��
�$� ��� � �� �
�� ��� ��
��� �	��
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����� 5#?#4.# �� ���	��
�$� ��� 1� % ��
 / �	��
 �� ����	� 19� %9
��
 /9# 2� ��� ���	�� �� �&� �
��� �	��
 ���� ����	� �� ��� �� �
	�� /9 �	��
 ���� ��
 ����
���� ���� ����	� �� ���� �� / �	��
 ��	 ��� �&���� �� �����! �� 1G%/ �	��
 ���
��
��#
J��&�
 ��
��� � �

���
�! ��
������

|A′Δ′|+ |Δ′Γ′| ≥ |A′Γ′|,

���� � 
������ 
��&�
 ���� ��

���� ���� �� 1G%/ �	��
 ���
��
��# ( �������	� ��
������
����� ����
 ��� 91������ 5#?#4 �	��
 
���&���� �� ���

|AΔ| · ρ2

|BA||BΔ| + |ΔΓ| · ρ2

|BΔ||BΓ| ≥ |AΓ| · ρ2

|BA||BΓ| ,

� ���	� ������
�	��
 ���� �
�� �����
�� ��
������� �#�#�#

��,!$�� &:�:� ��� ���� �
��� ������������ �� �!��� ��������
�� $&�" � �����
��� 
�������� ��
 ���!��� ��

|AΓ|
|BΔ| =

|AB||ΔA|+ |BΓ||ΓΔ|
|AB||BΓ|+ |ΓΔ||ΔA| .
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ε(ABΓ) =
|AB||BΓ||ΓA|

4ρ
,

ε(AΓΔ) =
|AΓ||ΓΔ||ΔA|

4ρ
,

ε(ABΔ) =
|AB||BΔ||ΔA|

4ρ
,

ε(BΓΔ) =
|BΓ||ΓΔ||ΔB|

4ρ
.
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ε(ABΓ) + ε(AΓΔ) = ε(ABΔ) + ε(BΓΔ)
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!� �����*

���
����0 )������ ��
 �� DG �	��
 �� �����&��
� ��!�� ��� �� �
	� ��
 �$�
���� ��
���
��� ��� 0������	�� ��� ���
�����
� 1G%D+ |AΓ||PB| = |PΓ||AB|+ |PA||BΓ|, ���
���� ��� 
������� ��� ����
�� ������
�	��
 ��
 �	��
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|PA|+ |PB|+ |PΔ| = |PΓ|+ |PE|.

���
����0 92��� σ ��
 � �� �!�� ����
�� ��
 �
����	�� ��� ����������# 2$�
���� ��
���
��� ��� 0������	�� ��� �
	� ���
�����
� 1DG/� D2/% ��
 1G%2+

σ|PΔ| = δ|PA|+ δ|PB| ⇒ |PA|+ |PB| = σ

δ
|PΔ|,

δ|PΔ| = σ|PE|+ σ|PΓ| ⇒ |PE|+ |PΓ| = δ

σ
|PΔ|,

δ2 = σδ + σ2 ⇒ δ

σ
= 1 +

σ

δ
.

�� *���&���� �
��&���
 ������*����� �
� �
�
� �������	�� ��
����
� [Eve63, σ. 42]#
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�)� -|PE||PZ| = |PH||PΘ|.*
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��+ |PE|
|PH| =

|PΘ|
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 � �����
���� �
�� �
����
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��� ���	�� 
# ;
 ��&��
�� ����
�� ���� ������� ��� �&��� �� ����	� 1 ��
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������	*����� �� �����
������ ��
�� ���
�����
� 1G%/# 1�� ��� �&�� ��� ��
�����
������

|AΓ|
��(α + β)

= |BΔ| ⇒ |AΓ||BΔ| = |BΔ|2 ��(α+ β).

1�� �� �
�����
� �
	���� 1G/ ��
 G%/ ������

|BΓ||AΔ| = (|BΔ| ���(β))(|BΔ| ��(α)) = |BΔ|2 ��(α) ���(β)

|AB||ΓΔ| = (|BΔ| ���(α))(|BΔ| ��(β)) = |BΔ|2 ���(α) ��(β).

1�� �� ���
��� ��� 0������	�� -0�
��
�$�� <#A. |AΓ||BΔ| = |AB||ΓΔ| + |BΓ||AΔ|
�
��&���
 �� *���&����#

�! %��$ &:�:� $�� ��� ���
#�� ����)��
 $&� ������� �#��������� $3% BY % �4 ����
�!��� �* 	�� ��� ��� �� �������� |AX||BΓ|, |BY ||ΓA|, |ΓZ||AB| ���!��� �� �� ��������
��� 
!� ����� ���� � �!���� � �#������� ��
 �����!���
 � ��
 $&�*



�� � �������
�
 ���
��
���� �
� BRAHMAGUPTA �BA

Α

Β

Γ

ΧΥ

Ζ

Δ
κ λ

,�!�� 5B@+ "

�!

� �$�������
�������

$��
����0 -[Lac93, σ. 206]. 1� ���������� ��
 
��&�


|AX||BΓ| = |BY ||ΓA|+ |ΓZ||AB|.

9;

�� ��	 ��� ����� G% �� ����	� /� ���
 ����

|ΔΓ|
|ΔB| =

|ΓZ|
|BY | ⇒ |BY |

|BΔ| =
|ΓZ|
|ΓΔ| = ξ.

1�� ��� ����
������ ����� ��
 �� ���
��� ��� 0������	�� �
��&���
 ���� ��


|AX||BΓ| = ξ|BΔ||ΓA|+ ξ|ΓΔ||AB| = ξ(|BΔ||ΓA|+ |ΓΔ||AB|)
= ξ · |BΓ||AΔ| ⇒ |AX|

|AΔ| =
|BY |
|BΔ| =

|ΓZ|
|ΓΔ| .

�� �����
���� �
��&���
 ��� �� 0�

��� 5#<#=� ���� �� ���	�� ���� 
��&��� �
 �������	��
�����
�� ���� � � ��!��
 ���� ����� ��� ��

���
 ��� �&��� � ��
 �� �

��� ����	� /#
2��
�! �� / ��!��
 ���� �� � ����� �	��
 �$�������� ��
 �
 �&� �&���
 �$�������
 ��� /�
�#�#�#

;'��$�$ &:�:& -B�)���� ��
 Feuerbach. 3���������)���� ��� ������!���� �������%

���� ��� � �!���� ��
 Euler ���� ����)��
 �#������� ��
 ������������
 ���)� ��� ���
���������������� �!���� ��
*

Α

Β

Γ

Χ

Υ

Ζ

Α∗Γ∗

Β∗

λ

κ

,�!�� 5B>+ Feuerbach ���� ������ ��
 0������	��



�B? ����


�� �� 
��� �
 �

����
 �������
�


���
����0 0
���
��
 ��� �
� �
� �����
�� ��� ���
!����� ��� Feuerbach -<#4#>.� ���
$���
���
� ���	*�� ����� ���&��
� ��� ���! ���# 92��� 1LGL%L �� �
	����� 1G% ��
�
	���� ��� ����� ��� ����
�� ���� � � �����
������� ��� 1LGL%L ��
 � � �&���� ���
Euler ��� 1LGL%L� ��� ����	���
 �� ��� ��

���
������ ��� 1G%# 2�� 8� Y ��
 H �	��
 ��
����	� ���$!� ��� �����
������� �� �
� ����
�� ��� 1LGL%L� ���� 
��&�
 -0
����� <#>#5.

|AX| = 1

2
|c− b|, |BY | = 1

2
|a− c|, |ΓZ| = 1

2
|b− a|,

���� a = |B∗Γ∗|, b = |Γ∗A∗|, c = |A∗B∗| �� �!�� ��� ����
�� ��� 1LGL%L# 0
��&���


|AX||BΓ| = 1

4
|c− b|a, |BY ||ΓA| = 1

4
|a− c|b, |ΓZ||AB| = 1

4
|b− a|c.

C���������� ����� ��� �
����� ��� ����� ��� ����
��� ���� �� ��������&�� ��� �
�
�������� �
���� �#�# ���� ��� ��!�� 491� ��� ���	� a < b < c� �
��
�������� ��


|BY ||ΓA| = |AX||BΓ|+ |ΓZ||AB| ⇔ (c− a)b = (c− b)a + (b− a)c.

2$�
��*����� ��� 0
����� <#A#> �������� ��
 � �&���� � ��� Euler ��� 1LGL%L� �$������

��� �����
������� � ��� 1LGL%L# 1������ �	��
 � �����
�� ��
 �
� ���� ��
�����
����'
���� �&����� ��� 1LGL%L#

��,!$�� &:�:" -B�)���� ��
 Brahmagupta 598-668. 2	��� ��������
�� $&�"% ���
���@��� �� �!���% �� � �� 
��
����)� ���
�)� a = |AB|, b = |BΓ|, c = |ΓΔ|, d = |ΔA|
��� ��������� 2τ = a + b+ c+ d. /��� �� ��(�
�� ��
 
�
���� ��� ��� �!��

ε(ABΓΔ) =
√

(τ − a)(τ − b)(τ − c)(τ − d).

$��
����0 "��� ��� 91����� 4#=#>>� �� ������� ���
����&
�� �	����
 ��� ��� �&��

ε(ABΓΔ) =
1

4

√
4x2y2 − (a2 + c2 − b2 − d2)2,

���� x = |AΓ|, y = |BΔ| �� �!�� ��� �
����	��� �� ���	� 
������
�&� ��	��� -6��
���
<#A#>. ���

xy = ac+ bd.

1��
���
������� �� xy ���� �
��������	� 
������ ��
 ��
��������
����� �
	������ ���
*���&���� �&��� �#�#�#

.+ ���7� ,���	��� ��
 ��*����� a = 0 ���� �
����&���� �&��� ��	
����� ��� �&��
��& 9(
��� �
� �� ������� �

����� -6��
��� <#=#>.#

;'��$�$ &:�:( E� �������
����� ��������
�� ��
 �����
 
�
����� �� � �� ��� ��������
���
�)� ���)� ��� �� � ��� ��
 �
�
������
 �� ����� ��
 ��)��� �� ���� 
!� ��������
���
�)� ��
*

;'��$�$ &:�:� E� �������
����� ��������
�� ��
 �����
 
�
����� �� ����� 
!� ��������
����)� ��
% �� � �� ��� 
�������� ��
 ��� �� ����� ��� ������ ��
�*
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Δ

Α

Ε

Β

Ζ

Γ

Η

κ

,�!�� 5B�+ "�������! ���
��	��� ���
����&
��

;'��$�$ &:�:- E� �������
����� ��������
�� �����@��� �� �!��� ��
 �����
 
�
�����
�� � �� ��� �������� ���
�)�*

���
����0 92��� ��
 �������������� �� *���&���� ���
�����
�# ,��� ����
� G% ����'
���&��� �
	���� %H2 	�� ��� %/1 ��
 �
�����
�� ��� %2 ���

 ��� ���! ��� ( �� ���

1G# �� �!��� |BH| ����� ��
 � ����� �F |ΓA|
|ΓH| �
���
�
	*����
 ��� �� �������� ���� ���

���	�� �

����� %H2 ��
 %G(+

|BH|
|ZE| =

|ΓZ|
|ΓB| ⇒ |BH| = |ZE| |ΓZ||ΓB| = |AΔ| |ΓΔ|

|ΓB| , λ =
|ΓA|
|ΓH| =

|ΓE|
|ΓH| =

|ΓZ|
|ΓB| .

"����
� �� % �
���
�
	*���
 �� ���! ��� �&���� �� ����
� G ��
 ���	�� |BΓ| ��
 ���
1������
�� �&���� ��� ��!����� 1( �� �
�� ��� ���� �# 1�� �� 1�G ��
 % �
���
�
	*���

� ��

���
������� �&���� � ��� ���
����&
�� ��
 �����
� � ��
�$! / �� ����&#

;'��$�$ &:�:) E� �����#�� �� 
������ �!��� � ��������
�� $&�" ��
 �����
 �� ����
����� ���
��� $& ��� �" ��������� ������ �� ������ ������ 1 ��� � ���
�� &� 
��������
��� ������ ������ 	*

A
O

B
Δ

Γ

E

Z
Η

Θ

Ι

Κ

κ

λ

μ

ν

,�!�� 5B4+ "�������! ���
��	��� ���
����&
��

���
����0 �� 1�G ��
 %�/ �	��
 *�&�� ���
��
�$�� ����	�� �� �
�� ��� �&��� � �� ����
�
; ��
 �
�����
� ���� �# �� ���	��
�$� J ��� ����	�� 2� �� �
�� �� ���������*���
 ��

� �&���� �� �
����
� /1 -�� ����
� ���. �
���
�
	*���
 ��� �� ��������� �� ���! ���
����������� ��� ;J ��
 ��� �&���� ��� 91������ 5#=#?#
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#�+ ( 	��	�� �
� Simson

( ����	� ��� Simson (1687− 1768) ������&$���� ���� �
�����
������ ��� ��� Wallace
(1768 − 1843) -[Joh16, σ. 61].� �
 ���� ��
 ����� ���$�
���
 �� ����	� ��� Wallace −
Simson# 1$�
� �� �
� 
�
����� ��� ����	�� ��� ��

���
������� �&���� ��� �

�����
��
 �
� �
������ ��� ��
� �
�
� ����
�� ��� �

�����#

Α Β

Γ

Δ
Β∗

Α∗

Γ∗

,�!�� 5B5+ ( ����	� Wallace− Simson

�! %��$ &:-:� ��� ���� ������ " ��
 �����!���
 ����)��
 $&� �� ���(���� ��
 $C%
&C% �C ���� ���
��� ��
 ����)��
 ����������� �� ��� �
����*

$��
����0 ( 
��� ��� �����
��� �	��
 �� �
��
����
!����� �
	� ��� �� �����
������ ��'
�
�����
� ��� ���
��
��&���
 ��� �� /+ �� 1G/% ��
 �&� ��� �� /1L%GL� /G%L1L�
/GL1%L� ������� �� ��� ���� ��� / ��� ���� G%� %1 ��
 1G# ,��� ��
	����� ��� �� /
�	��
 ��� ���� G% �
��
����
�&�� �� /GL%1L ��
 /1L%LG# :� ��� ��!��
� ���� ��	������
��
 �
 ���	�� GL1L/ ��
 /1L%L �	��
 ��
����
����
���� �
� �� �
	� ����	� 1L� GL ��
 %L
�	��
 �� ����	�# �� 1G/% �	��
 ���
��
�� �� �

���&# �� ���� �&� �
��
 �� ��� /1L%GL
���
 �&� �������
 ���	�� �
��� -��� 1L� GL.� �� �� /G%L1L �
��
 �&� �
����
��� ��
�$��
��� -1L�%L. ������� �	� ����
� ��� -/G. ��� �
�! ���	�# 1�� �� ���
��
�� /1L%GL
�
��&���
 ��
 � /1LGL �	��
 	�� �� ��� /%GL# 1�� �� ���
��
�� /G%L1L �
��&���
 ��

� /1L%L �	��
 ��
����
����
�! ��� /G%L# ����� ��� �� ���
��
�� 1G/% �
��&���
 ��

� /G%L �	��
 	�� �� ��� /%GL# 1������ �	��
 � �����
�� ��
 ��
� ����� ��

�����
�� ����
�� / �	��
 ��� ���� %1 ��
 1G� �#�#�#

;'��$�$ &:-:� 2	��� " ������ ������ ��
 �����!���
 ��
 ����)��
 $&� ��� 	 � ����
(�� ��
 ��� ��� &�* 2	��� ������ B �� 
�!���� ������ ��� � ��� "	 �� ��� �����
���*
"���� ��� � �
���� $B ����� ��������� ��� �
����� ��
 Simson ��
 ������
 "*

���
����0 �� ���
�����
� 1/%6 �	��
 ���
��
��� �
� |AΘΔ| = |AΓΔ|. �� ���
�����
�
/2H%� ���� H � �
����! ��� / ���� 1%� �	��
 ��	��� ���
��
��� �
� |ZΓΔ| = |ΘEZ|.
,������ �
 ����	�� 16 ��
 2H ������	*��� �� ��� 62 ����� ��
 ������� 	��� ���	��#



��!� � ������
 ��� SIMSON 4@>

Α

Β Γ

Δ

Ε
Ζ

Η

Θ

,�!�� 5B<+ ( ����&����� ��� ����	�� Simson

;'��$�$ &:-:
 E� (����� ������ " ��
 �����!���
 ����)��
 $&�% ��
 �����
 � �����
������ �
���� ��
 Simson �� ���� 
������ ����!�
���*

���
����0 G���
 ��� �
����&����� ������� -��!�� 495. $�
� ��� �� 1 ��
������ �
��
��� ����	�� ����&����� ��� �����
 ��� ��
	����� ��� ����	� 6# 1�� �� 6 $�
� ������
���� G% ��� �����
 ��� ��
	����� ��� /# �� / �	��
 �� *���&���� ����	�#

;'��$�$ &:-:� E� (����!� �� ������ ��� �
����� ��
 Simson ��� ��
��� ������ ��
 �����
�!���
 ��
 ����)��
 $&�% ����0 -�. �� ���
#�� ��
 ����)��
% -(. �� ����� ��� 
@)� ��
��� �����
���% -�. �� ����� ��� 
�������� �� ��� �����
���% -
. �� ����
��������� ������
��� ������
�����*

Α

Β Γ

Ρ

,�!�� 5B=+ /�����
���� ��

�������� ��� ����
�� Simson

.+ ��� 2	��
 ��
�����	��� ��� ��� ���� $�
������ �����&����� ����
�� �
!��
�� ��
�
� ���&������ �����# :
� ����
� ��
	����� ��
���
�*���
 �� �� @��%�����	 ��� �	��

�
� ����&�� ����� ����������� �� �
� ����	�� Simson -��!�� 496.# ( ����&�� ���! ��'

����
	*���
 ��� �� ��
 ���
 �� �$��������� ��� ���� �
� ����	�� Simson ���� �

�����
-�
� ���	���
��� ����	�� �
� ��� �� ����	� ��� ��

���
������� �&���� ��� �

�����.# ;
�&���� ��� Euler �	��
 ��	��� �$��������� ���!� ��� ����&��� [Doe65, σ. 226]� [Ste71,
σ. 641 (II)]#
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#�- 0��	�� �
� Miquel

�! %��$ &:):� -������ ��
 Miquel. ��� �����
 ���� ������ &C% $C% �C ���������� ����
���
��� $&% &� ��� �$ ��
 ����)��
 $&�  ��� ����������� �
�)� �� ����� �!���� -$&C�C.%
-&�C$C.% -�$C&C. ��������� �� ��� ������ ,*Miquel

Α

Β Γ

Μ

Α∗

Β∗

Γ∗

,�!�� 5BA+ ,���	� Miquel ��� �

����� 1G% �� �
�� 1L�GL�%L

$��
����0 92��� : �� ����	� ���!� ��� �&� �
���� �&���� -1GL%L. ��
 -G%L1L. ���
�	��
 �
�$�
��
�� ��� %L# �� ���
�����
� ��� ������	*����
+ 1GL:%L ��
 G1L:%L� �	��

���
��
�� ��
 �
 ���	�� ���� ��� : �	��
 ���	���
�� >?@'� ��
 >?@'�# 91
� � ���	� 1L:GL
�� �	��
 360 − ((180− α) + (180− β)) = α + β� �����! ��
����
����
�! ��� �# 91
� ��

�� ���
�����
� %1L:GL �� �	��
 ���
��
�� -0
����� �#>5#>.� �#�#�#

�! %��$ &:):
 /������� �
����� �� ����� ���� -
���
 % ��
 ��� ����� �������'�
�
�������. �������'�
� ������� �������% ��� ������ �� ��������������� �!���� 
���������
��� ����� ������ , -������ Miquel ��� �������� �
���)�.*

Α

Β

Γ

Γ∗
Β∗

Α∗

Μ

,�!�� 5B?+ ,���	� Miquel 5 ����
�� �� ���
�! ����



��"� ������
 ��� MIQUEL 4@4

$��
����0 %
� ��� �����
�� �$�
��*���� ��� �
����&���� �
������ � ���	� 
��&�
 ��

�
� ����	� 1L�GL�%L ��� ��

������
 �� �	� ����	� -�	��
 �������
���.# %
� ��� �����
��
��
���� ����
	*���� �
�
� ��� �
� �����

� ����	��# 92��� �
� 1G� G%� %1 ��
 ���
�&��
��
 � ����
�� �����
 �
� ����
�� -!I��
 �
�������
� ����. ��� �

����� 1G% ��� 1L� GL�
%L ��	 ��� G%� %1 ��
 1G ���	���
��# 2$�
��*����� ��� 0
����� <#B#> �����
�	����� ��

�
 �&���
 -1GL%L.� -G%L1L.� -%1LGL. �
�
�����
 ��� ��
�� ����	� :# E���
	*���� ��
�
�
�
� ����� ����	��� �#�# �
� %1L� 1LGL ��
 GL% ��
 ���
�&�� ���
 ��
 � ����
�� �����

�
� ����
�� ��� �

����� %1LGL ��� ����	� G� %L ��
 1# "�
 ���
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 ���	���
�� �
 ��� ��
 �� ����� ��
 ��
 �
 ����
�� ���
�������� �	��
 �

������
 ����� ��� ���
��#
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 ��� MORLEY 4@B

0
�����
� � 1L/ �	��
 �
������� ��� ���	�� ��� 1L ��
 � ���	� ��� / �	��
 	�� ��

|BΔΓ| = |B∗ΔΓ∗| = 60 + y + z = 60 + (60− β

3
) + (60− γ

3
) = 120 +

α

3
.

91
�� ���� ��� ->.

|BΔΓ| = 120 +
α

3
= 90 +

60 + 2
3
α

2
= 90 +

|BA∗Γ|
2

. -4.

1��� ����	��
 ��
 �� / �	��
 ����	� ���!� ��� �
������� ��� �

����� 1LG% -91�����
�#�#>.# 1������ �
��&���
 ��
 ��
 � GH �	��
 �
������� ��� ���	�� ��� G ��� �

�����
G%L1� ������� ��
 �
 G/ ��
 GH �	��
 �

������
 ��� ���	�� %G1# 92��� �&����� �����'
�
���� ��	���
 ��	��� ��
 � ���	� ��� G �	��
 ��

��� � ��
 ������� �
 ���	�� ��� 1 ��
 %
�	��
 ���	���
�� � ��
 �# ,������ �� 1G% ��� ������������� ���
 �
� 	�
�� ���	�� �����
�� �� ������ �
� �	��
 ���
� ����&# 2��
�! �� �
	���� ��� ������������� 
������
�	 ��
���
��� ��
 � ���
����� �
���
�	 �
� ���	�� ��
 ���� ������ ������ ��
 �� �
�
�� �
	����
�� 
������
�	 �� ���
���� �#�#�#

Α

Β Γ

,�!�� <@A+ J������
� ��� �����

���I�����

��� �

��������

.+ ��� 1������ �����
������ �� ���� ��� �
���������� ���
!����� 
��&��� ��
 �
�
����	� ���!� ��� �

������� ��� �����

��� ���
�� ��� �

����� ����� ��
 ����� �����'


��� �� �����

��� �

��������# 0
��&����� �����
�� ����� 
������
� �
	���� -[sH94,
σ. 103].#
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#��� 1�
��������

 ,��

 ��� ��������

; �!��$�����
�	 ? ��	 �	��
 �
� ���$
� ��
�����! ��� ����& -���
��&. �����
�&� �����
����� �������� ��� 	�
�� ����	��� ���� ���	�� ����� ��� ����� ��� ��������
���������	*���� ��
 ��� �������������� ����#

XA

XB
= ±|XA|

|XB|

1���� ����	*���
 �� ��� �����
����� ���� ��� ���������� |XA|
|XB| ���� �� 81 ��
 8G

�	��
 ���

���� ��� �
� ���	

��� 81 ��
 8G 
��&��
 �� − |XA|
|XB| # 2� �

���&� ��
���� �

�
����������� ��
 � ����� ��� ���������� ���������
 ���� ��� �&��� -�
����! ����
�
�$�
��
�! �����	� ��� �������� ��� �������� �
�!� ��
� �&� ����
�� ��� 
�������.+∣∣∣∣XAXB

∣∣∣∣ = |XA|
|XB| .

( ������� �
����� ��	���
 ��� �
�$�
� ��� �
����������� ��� ��� ���!�� -���
��. ����#

�! %��$ &:�
:� "������� 
!� 
��#������)� ������� $ ��� & �
����� �% � ���� ����
�����
 ������
 3 ��� �
����� �
� � ������'���� �� ��� ��� ��� ������������ ����

λ =
XA

XB
.

$��
����0 ( �
����� �	��
 ������
� ��� 6��
!����� >#>A#>� ���� �� ���	�� �������� λ > 0�

���
���� �&� ��

��� ����	� 8�89 ���� ����	� 1G �� -���!��. ���� ���������� |XA|
|XB| = λ�

�� ��� �� ����� �����

�� ��� 1G ��
 �� ���� �����

��# ,������� �� ������� ����� ��

�� �
������ � ���
���	�
�� �	����
 �����!�����# �� �����

�� ��� 1G ����	� 8 �����
�
���������� ���� XA

XB
�
���
�� ��
 �� �����

�� ��� 1G ����� ���� ���
��� �#�#�#

A BXM

0 -1 8- 8+XB 11

XB XB1 1

XA

XA XA

,�!�� <@?+ 0
����������� �����

.+ ���7� 0�
��� ��� �
	*� ��� ��� �
���������� ����� ��� ��� �
��
����
� ��
�
��
� �������	�� ��
��
�$��� ����& ��� ��$���	��� ��� �
��
������&����
 ������� ���!'
��� ��

������� ����� ��� &��� ��� ����
��� ����


�	��#

.+ ���7
 �� ��!��'508 ��	���
 ��� �����������
 � �
����������� ����� �� ����
'
���� �� ��� ���� ��� 8# 9;��� �� 8 �	��
 ���& ���

� ��� �� 1 ��
 G� ���� �� 81 ��

8G �	��
 ������ 	�� ��
 � ����� ����
�*�
 ��� �
�! >� ��
��������� ������ < 1 ���� �� 8
�	��
 ���

� ��
 ��� ��� ��

� ��� 1 ��� �	��
 > 1 �
� 8 ���

� ��
 ��� ��� ��

� ��� G#
"���� �� 8 ����
�*�
 �� 1 ��� �� �����

�� ��� 1G � ������ �	��
 ���
��� ��
 ��	��
 ���



����� ������
����	�� 
����� �
� 
�����
�� 4>>

@# %
� 8F1 � ����� �	����
 @ ��
 �����
� ��
�����
 �������� ��	������ �
�� �� −∞ �����
�� 8 ����
�*�
 �� G# ,�� ����� : ��� 1G � ����� �	��
 −1# ,�� G � �
�! ��� �����
��� �
	*���
� �� ���!��� �����	��
 �� �������� �
� �� ���	� � ��
�������!� �����	*���
#
%
� 8 ���& ����� ��� G ��
 �����

�� ��� 1G � �
����������� ����� �	��
 ���& ����'
��� ���
��� �

���� ��
 ����� �� 8 ������
&����
 ��� �� 1G �	����
 ������ �
�
���
���
��
��������� > 1� ��
 ��	������ �
�� �� >� ����� �� 8 ������
&����
 ��� ���

�#

� !���� &:�
:� 	�� ��� �
����� ε% �� ������ 3 ��� 32 ����� �������� �
'
� �� ����
�� $ ��� & ���� ��� �����% ���� ��� ��
� ������������
� ����
� ���!��

XA

XB
= −X

′A
X ′B

.

; �
����������� ����� �	��
 �������� �� ��� �!��$�����
$ �� �%��$ �&� ����	��
���� �� �	� ����	� �F1G# %
� ��� �

��� ��� �
����������� ��������� �
�
�*������ ���
����
� ��� 0�%�$��
$	 ���� ���� ����	� �# ( �������	� �	��
 ���� ����� �����
����
��� �� ���� ����	� ��� ����	�� ���
���
�	*�
 ���� ���
�� ! �
���
�� �

���# 92��
 �� �� 8
���
 ��������� x ��
 �� Y ���
 ��������� y -����� �� �
�$���� X(x) �
� �� ����	� 8 ��

��� ��������� ��� x.� ���� � �
���������� �������� �
	*���
 �� � �
�$�
�

XY = y − x.

0
�$���� 
��&�

Y X = x− y = −XY.

; �����
���� �

���& ���� ����!����� ���������� ���� ���� � ���
	*���
 ���� ��
���!
�&� �
�$�
��
��� �����
��� ���� ���� �� ���� ����

���� ����	�� 1 ��
 G ��� �# �� 1 ��
���� '!+� ��� ���������� ��
 ��� ��
����	� �� �
�! �� 1 ��
 ��

������ �� G� ��� ����
��%�� $���5�
�� ��� ��� ���
��	���� ��
����	�� ��� ��� ��

���
 �� G� ��� �����*����
'!
$%�� $���5�
�# %
� ���� ����	� 8 ��� � �
	*���� ���� �� ��������� ��� 8 ���
�

��� x = |AX|� ���� �� 8 �	��
 ���� ���
�� ��
����� ��
 ��� �

��� x = −|AX| ���� ��
8 �	��
 ���� �
���
�� ��
�����# ( ��������� ��� 1 �	��
 �� ����� ��
 � ��������� ��� G
�	��
 � �������� |AB|#

� !���� &:�
:
 ��� ���� �!����� ���������� ��
 ���'���� ��� �� ������ $% & ���
�
����� ε ��� ���� �����
 ���� ������ X(x), Y (y) ��� Z(z) ��D �!� � ���!��

x = AX, XY = AY − AX, XZ = XY + Y Z.

�! %��$ &:�
:
 � ������������ �������� XY 
!� ������� 
�� ��������� ��� ��
��
��� �!����� ���������� ���� ��
 �����
 ���'����*

$��
����0 1� ���������� ��
 �� ��� �&����� �
	*���
 ��� �� �&� ����	� 1 ��
 G ��� � ��

�� ���� ��� �� 19 ��
 G9# 92��� ��
 �� 	�
� ����	� 8 ���
 �� �
�� �� ��� �&����� ���������
x ��
 �� �
�� �� ��&��
� x′# 92��� ��
 �9 � ��������� ��� 19 �� �
�� �� �
��� �&�����
-�� �
�! �� 1.# ����� ����
 ��� �

���� ��
 ��� ��
	������

x′ = A′X = x−α′, y′ = A′Y = y−a′ ⇒ XY = y′−x′ = (y−α′)−(x−α′) = y−x,

�#�#�#
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;'��$�$ &:�
:� "���� ��� ��� ���� �����
 ���� ������ $% &% � ��D �
����� ε ��� ���
������������� ���������� ��
� ���!��

AB +BΓ + ΓA = 0.

:� ��� ��!��
� ���� ����!����� ���������� ���� ���� ����	� � � �
����������� �����
�
�$���
 �� ���	��� ���
��� ! �
���
��� �

����

XY

XZ
=
y − x

z − x
,

���� x, y, z �	��
 ���	���
�� �
 ���������� ��� ����	�� X, Y ��
 Z#
( �
���������� �������� ��
 � �
����������� ����� ������
�	 ������
�� ���� �&'

���� ��� 0�
��
�$�� >#>A� ��� �
��
����
�	 ������	��
�� ���
��&� ������� ��
 �����	$�

��� ��

����
����	� ��
 �
��

�� ��� �	����
 ���	 �����& ����	�� ����� ��
 ����� ��� ��'
���
����� ��!����� 1G# �� 	�
� �����	��
 ��
 �� ���� �&���� ��� Stewart -0�
��
�$��
4#>�.# ;
 �������� ���!��
� ���
��&� �� ��� ���
��������� ��� �&��� ->.�-�. ��
 -4. ���
0�
��
�$�� >#>A �� ���� ���
�	� ��
 �
���
�&� ����
��� ���� ���
��������� ��
 ��� ��'
��� �&��� ���!� ��� ��
��
�$��# 3� �&����� ���������� ���
�&�� ���� ��� �
	*���

��� �� ����	� 1 ��
 G ��� ����	�� �# :� d = |AB| ������	*���� ��� �������� ��� 1�G#

;'��$�$ &:�
:
 "���� ��� � ������������� ����� t = XA
XB


�
���� ��� ��� �!��

t =
x

x− d
⇔ x =

t

t− 1
d,

���
 x � ��������� ��
 ������
 X ��� �
����� ε*

;'��$�$ &:�
:� "���� ��� �� ������ X(x) ��� X ′(x′) ����� �������� �
'
� ��� $ ���
& ���� ��� �����% ���� ���!��

2xx′ = d(x+ x′).

;'��$�$ &:�
:" "���� ��� � ��������� ν ��
 ����
 E ��
 �
�
������
 �� ����� 332
��
 ���'���� ��� �� X(x) ��� �� �������� �
'
��� ��
 X ′(x′) ��
 3 �� ���� $%& ���!��� ��

ν =
t2

t2 − 1
d,

���
 t � ������������� ����� t = XA
XB

*

1������� �	��
 �
 ������
!��
� ��
 � ���
�	� ��
$! ��� ��
���������� �
� ��� �&�� ���
Stewart# ;
 �������� ���!��
� �	���� ���� ���	���
���� ���
�	��� �&����� ���� �
 ����

-���
��	. ��� �
��
����
�&���
 ���� -0�
��
�$� 4#>�. ���
���������&� ��� ���� �
���'
��������� ��
 �� �!�� ��� �� �
���������� �!��#

;'��$�$ &:�
:& "���� ��� ��� ������ " ��� ��� �
����� &� ����)��
 $&� �� d = |AΔ|
���!��

c2 − d2 −ΔB2

b2 − d2 −ΔΓ2
=

ΔB

ΔΓ
.
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;'��$�$ &:�
:( "���� ��� ��� ������ " ��� ��� �
����� &� ����)��
 $&�% �� d = |AΔ|
��� &"G�&� ��� "�G�&� ���!��

d2 = κ · b2 + λ · c2 − κλ · a2.

;'��$�$ &:�
:� "���� ��� ��� �������� ����������!� ������!� �%(%�%
 ���!�� � ��
������

(α− δ)2(γ − β) + (β − δ)2(α− γ) + (γ − δ)2(β − α) + (β − α)(γ − β)(α− γ) = 0.

Α(α) Γ(γ)Β(β)Δ(δ)
ε

,�!�� <@B+ �����
� ����	� ��
 �
 ���������� ����

;'��$�$ &:�
:- "���� ��� ��� ������� ������ $%&%�%" ��D �
����� ε ��� ��� ��������
������ ���������� ��
� ���!�� � ��
������

ΔA2 · BΓ + ΔB2 · ΓA + ΔΓ2 · AB + AB · BΓ · ΓA = 0.

���
����0 6��
��� ��� ���
��!���� �&����� ���������� ���� ����	� � -��� ��	*�
 
���
��
� ��

���. ��
 �
��� �
� �
����������� ��������
� �� ��� ��!��
� ��� ���������� ���
����	�� 1-�.� G-�.� %-�. ��
 /-�.+ AB = (β − α), BΓ = (γ − β), ... ���# 9( �����
��
�
��&���
 ��� ��� ��������� ��� �
����&����� �������#

Δ

Α(α) Γ(γ)Β(β)Ζ(ζ)

ε

,�!�� <>@+ �&��� ��� Stewart

;'��$�$ &:�
:) -/!��� ��
 Stewart. "���� ��� � ������!���� ������� ���!�� ��� ����
�� $%&%� ����� ���� �
�� �
���� ε ��� �� ������ " ����� ����� �
� �*

���
����0 0
������ �� / ��� ����	� H ��� � ��
 �$�
���� �� 0�����
�
� ���
���

ΔA2 · BΓ + ΔB2 · ΓA + ΔΓ2 · AB + AB · BΓ · ΓA
= (ΔZ2 + ZA2) · BΓ + (ΔZ2 + ZB2) · ΓA + (ΔZ2 + ZΓ2) · AB + AB · BΓ · ΓA
=

[
ZA2 · BΓ + ZB2 · ΓA+ ZΓ2 · AB + AB · BΓ · ΓA]+ [ΔZ2 · (BΓ + ΓA+ AB)

]
= 0 + 0 = 0.

( �
��� ���&�� �����	*���
 ���� ��� 91������ <#>�#? ��
 � ��&��
� ���� ��� 91������
<#>�#>#
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:
� ��

�
��� �� �
���� ������ ��������!� ��� �����
��&���
 ���&�
� �� �$�
����� �	��

���! ��� �
���& ����� �����
�� ����	�� �
�� ����	��# %
� ��� �

��� ��� �����
���
�&��
�&� �� ��� �����
�� ����	�� ��
 ��	
����� ��� �
���������� ���� -0�
��
�$�� <#>�#>.
��� �&� ����� �� �
�� ����# @��� � �� �����
�� ����	�� 1�G�% ��
 / ��� 	�
��

Α ΒΓ Δ

,�!�� <>>+ /
���� ����� -1G%/. F ΓA
ΓB

: ΔA
ΔB

����	�� � �����*���� �� ���	��� ��� ����� ΓA
ΓB

�
� ��� ����� ΔA
ΔB

# ,���� �� ���	��� ����
�� �
�$��� �� ΓA

ΓB
: ΔA
ΔB

��
 �� ������	*���� �� �� -1G%/.#

(ABΓΔ) =
ΓA

ΓB
:
ΔA

ΔB
=

(
ΓA
ΓB

)(
ΔA
ΔB

) .
:
� �
�
�!� ���� ������
�!� ��
	����� �
���& ����� �	��
 ���! ��� �
��&���
 ��� �&�
����	� -1�G. ��
 �&� ���� -%�/. �
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,���	��� ��
 �������� 
�
������ 
��&��� ��
 �
� �� �
���
�� ��*��! 19 ��� 1L �� �
��

G� % ��
 G9 ��� GL �� �
�� 1 ��
 %� �#�#�#

.+ ���7� �� �������	� ��

��� $���
���
 ��
 �
 �&� 
�
������ ���� ��*	# %
� �� �
�
��&�� ��� ������� ��
 �� �����

������� ��� ������
	� ��� ����

�����
 ��� ����� ���
��$
�*���� �
���
 ��*	 �� �� �
	� ����	� 1L� GL ��
 %L ��	 ��� ����
�� ��� �

�����
1G% �� ���
!����� ��
 �� �
	� �
���
�� ��*��! ���� 19� G9 ��
 %9 �� �
�� �� ��
� ���
����
�� G%� %1 ��
 1G ���	���
��# 0
��&���
 ���� �� ������� ���
�$�
�� ��!��� ���
���	� ���� �
 ��������
�� ����� ���!� ��� 19�G9 ��
 %9 ��	 �
�� ����	��� �	��
 ������
�� ���
�
���������� �
�������# ( ����	� ��� ��

���
 �� 19�G9 ��
 %9 ������
 0!��!������
������ ��� D �� �
�� �� �
	���� 1G% ��
 �� ����	� D ������
 0!��!����� 	 � ��	
��� ����	�� 19G9 �� �
�� �� �
	���� 1G%# ;
 �&� ����� ����
�� ����� ������
�! ����



����� �������
�
 ��� ��	�
�
�� �
� ��� CEV A 4�>

Α

Β Γ

Ρ

Α∗

Β∗

Γ

Γ∗

'

B'

A'

,�!�� <��+ ,�����
���� ���
������ :������� ��
 Ceva JJ

���� �&��� �����*����� ��������� ��
 ����)��
 -[Cou80, σ. 244].# �� ��
 �� 19� G9� %9
�	��
 �������
��� �� �� ��&�� �� ������� ��
��
�$� -0�

��� <#>=#>.#

.+ ���7
 2$�
��*����� �����
� ���� �

���&� ��� ���
�&�� �� �
�&�� �� �
���
��
��*���� %9 �� �
�� 1�G �
� ���� ����	� %L ��� ����	�� 1G� ����� ��� �&� �
�
��� ��'
��	�� G ��
 :� ���� : �� ����� ��� 1G# 9;��� �
� �� 1LF19� ���
 ��������� ��
 ��

GLFG9# 1��� �	��
 �� ���� ����	� ��� ����	*����
 �� �� ��*��! ����# 1��� �
	�����
 ��
���$��	� �� �� ������� ��
 ����� �� 8 �
�����	*�
 �� 1 ! �� G ��� �� �����

�� ��� 1G
�� ���	���
�� ��*���� 89 �
�����	*�
 �� 	�
� ����	� ��� �� �����

�� ��
 ��&����
�# ,��
: ������ �������&�� �� ���
���
�	����� ��� ��*���� ����	�# 6���	*���� -�����! �
	'
*����.� ��
���� ��� $������
�� ����	� ���� ���� ����	� 1G ��� �����*���� .$��*� %$	
����*�	 �%� ����!� ��
 ���
�&�� ��
 �	��
� ���� ��

���� ��� $������
�� ����	� ���
����	�� ���& ���

�� ��� ���

� ��
 �� ����	� ���� �	��
 �� ��*���� �
���
�� ��� ����� :
��� 1G# �� ����	� ��� ���

� ��� ����	�� 1G ������
���
 ��
 ��� ���� ���� ��� �$!����
�� �����
�� ����	� ��� ����	��# ; ����� �F> ��� ���
���
��	 �� ������ ����	� ��� ����	��
1G# 6��
�&�� ��
���� ��
 ��� ����	� ��� ���

� ���
���
��	 � �
����������� ����� �F>#
:� ����� �
� ��
������ ���
�&�� �� �����

������� ��� ���
��� ��� :������� ��
 ���
���
� �����
���� ��� �� ���
��� ��� 6��!# 7�
������ �	� ��
������ �
�� ��� ����
�
��� G% ��� �

����� 1G% ��� �����
 �
� ����
�� ��� 1G� 1% ���	���
�� ��� ����	� %L

Α

Β Γ

Γ∗ Β∗
Α∗

,�!�� <�4+ 1�����	�� ����
 ���
!����� :�������

��
 GL� ������ ���� 6��!

Γ∗A
Γ∗B

=
B∗A
B∗Γ

⇔ Γ∗A
Γ∗B

· B
∗Γ

B∗A
= 1 ⇔ Γ∗A

Γ∗B
· B

∗Γ
B∗A

· A
∗B

A∗Γ
= 1.



4�� ����


�� �� 
��� �
 �

����
 �������
�


,��� �������	� 
�������	� ���
�&�� ��

��� ��
 � GL%L �����
 ��� G% ��� ����	� ��� ���
���

� 1L �
� �� ���	� 
��&�
 -���� ��
����!�.

A∗B
A∗Γ

= 1.

.+ ���7� 1������ ���
�	����� �� ��� �
����&���� 
��&�
 ��
 �
� �� ���
��� ��� Ceva

Α

Β Γ

Γ∗

Β∗

Α∗

,�!�� <�5+ ���
��� ��� Ceva �
� ��
������� 11L� GGL� %%L

��
 ��� ��
	����� ��� �� D �	��
 ����	� ��� ���

�� ����� �
 �
�	� ����	�� 11L� GGL ��

%%L �	��
 �
�	� ��
�������� ��� ���
�&�� ��
 ����
����� �� ���� �� ����	� -��� ���

�.#
�� ���
��� ��� Ceva �
��&���
 ��� ���� ��� 6��!

A∗B
A∗Γ

· B
∗Γ

B∗A
· Γ

∗A
Γ∗B

= −1.

.+ ���7" 1��� �� $������
�� ������ ��� 2$������ ��� ��������� ��
 ���
��
 �� ����
����	�� �����
�	� ���� ����
� �
���� �� $�
������ ��� ����� �� ������ �� ����� ����
��
��
 �	
�
 ��� �
��

�� �� ��
������� ��
 ��'��
������� ����	��# /&� ��'��
������� ��'
������
 �� �����
�� ����	� ����# /&� ��
������� ��������
 ��� ����	� ���� ��� ���

�#
6��
�&�� ��
����� ��
 ��� ���� �� ����	� ��� ���

� ���
�	*��� �	� $������
�! ����	��
��� �����*���� ����*� �%� ����!�# "��� �����
�! ����	� ������� ���!� ��� $����'
��
�! ����	� ��

��� ��� ����	� ��� ��� ���

�# :� ����� �
� ��
������� �� ���
!���� ���
:������� ��
 ��� Ceva 
��&��� �
� ����	� 1L� GL� %L ��	 ��� ����
�� ��� �

����� ��
���	� ���
�	 �� �	��
 �����
�� ���� ��
 ����
� �� ����� ���
�	 �� �	��
 ����	� ��� ���

�#
"��
 ������� 
��&�
� ���� �� ��&��� ��
 �
� ���
!���� �������� ��
��
�$��#

Α

Β
Γ

Δ

Ε

Ζ Λ

,�!�� <�<+ ,���	� ��� Gergonne �

�����
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�
 ��� ��	�
�
�� �
� ��� CEV A 4�4

;'��$�$ &:�":� -������ ��
 Gergonne -6NN6�67MF. ����)��
. "���� ��� �� �
����� ��

��)��
� ��� ���
#�� ����)��
 �� �� �������� ������ ���# � �� ��� ������������ �!���

��������� ��� ����� ������ I -������� ������
 ��
 Gergonne ��
 ����)��
.*

���
����0 2$�
���� �� ���
��� ��� Ceva �
� �� ����	� ���$!� /�2�H ��� �����
�������
�� �
� ����
��# ΔB

ΔΓ
EΓ
EA

ZA
ZB

= −1# 1��� �
��&���
 ��� �� ��
 �
 �$��������� ��� ����	�
�
�� �&��� �	��
 	���# 92��
 |BΔ| = |BZ|, |ΔΓ| = |ΓE|, |AE| = |AZ|# ;
 �
����������

����
 �	��
 ���
 �
���
��	 �
��
 �� ����	� ���$!� �	��
 �����& ��� ��
�� ��� ���&
��#

α
β

γ

αβ1 (=Γ∗)

αβ2

βγ1

βγ2 (=Α∗)

γα1

γα2 (=Β∗)

Α

Β

Γ

,�!�� <�=+ "���
� ���
������ �

�� �&����

;'��$�$ &:�":
 "�
����� ����� �!���� ���������� ��� ��� �-$%ρα.% (-&%ρβ.% �-�%ργ.*
"���� ��� �� ������ �
�������� ��
�% ��� ���� ����� �
��
������*

���
����0 1� ��	����� ��
 �� ����	� %LF��1� GLF��2 ��
 1LF��2 �	��
 �������
��� �$�
'
��*����� �� ���
��� ��� :������� ��� �
	���� 1G% ��� ����
�� ��� �&����+

Γ∗A
Γ∗B

=
ρα
ρβ
,
A∗B
A∗Γ

= −ρβ
ργ
,
B∗Γ
B∗A

= −ργ
ρα

⇒ Γ∗A
Γ∗B

· A
∗B

A∗Γ
· B

∗Γ
B∗A

= 1.

;'��$�$ &:�":� /� ������ " ��� 	 �
��������� ���������� ���� ���
��� $& ��� &� ��

����)��
 $&� ��� ��� ����'�
� �� ����
� ΔA

ΔB
= −2, EB

EΓ
= −1

2
. "���� ��� �� �" ��� $	

��������� �� ������ 4 ���� )��� AZ
ZE

= 4
3
.

;'��$�$ &:�":" /� ������ " ��� 	 �
��������� ���������� ���� ���
��� $& ��� &� ��

����)��
 $&� ��� ��� ����'�
� �� ����
� ΔA

ΔB
= λ, EB

EΓ
= σ. "���� ��� �� �" ��� $	

��������� �� ������ 4 ���� )��� ZA
ZE

= λ
1−σ .
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 �,��	
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α

β

γ δ

Α

Β

Γ

Ε Ζ

Δ

Η

Θ

Ι

Μ

Ν

,�!�� <�A+ 0�!
�� ���
�����
�

���!�	 %�%!�����!� ������
 �� ��!�� ��� �������	��
 ��� �����

�� ��� �&� �����'
����� �� ��� ����	�� ����	�� �� �� � ��
 �# ;
 ����	�� ����� �������
 ����!�	 ��� ��!'

��� ���
����&
��# "��� *�&��� ����
�� �
	*�
 �	� ��!�2� ��� ��!
��� ���
����&
��
-1�G�%�/�2 ��
 H ��� ��!�� 527.# /&� ��
�$�� ��� ��� ��!���� ���� 	�
� ����
� �����'
��
 '��
�
%� ��
�$�� ��� ��!
��� ���
����&
��# "��� *�&��� �������
 ��
�$�� �
	*�

�	� @���,
�� ��� ��!
��� ���
����&
�� -1G� /H� %2 ��� ��!��. -[Cox61, σ. 231].#

�! %��$ &:�&:� +��� �
���� ��
 ��)��� ��� ���
# & �� ��
� ��������!��
 �� ��
������ ��� � � ��� 
!� 
�������� ��
 
�� 
��������� ��� �
� �% ���'�� ���� ���
��� ��


�� 
��������� ��� �
� � ������ ,% E �������� �
'
� ��� �������� ���
# � ��� �� ����
��� ����� ��� ���
�)� �� ��� ���
��� ��
 �
������
� ���� ���
# *

$��
����0 0
��&���
 ��� �� �
����&���� 0�

��� <#>5#>� �$�
��*����� ��� �
	���� %/M
-��!�� 527.# "��� �� ��

��� �� 1 �	��
 �
���
�� ��*���� ��� M �� �
�� 2�H# ���� �
����� ����
�� G-1�M�2�H. �	��
 �
���
�!� �
� �� ��������
 �
���
�! ���
��� ��
 ��	 ����
����� ����	�� -6��
��� <#>4#>.� �
� ��
 ��� ����	�� �� ������� ��
 �� 1� : �� �	��

�
���
�� ��*��! ��� /� %� �#�#�#

� !���� &:�&:� 21��� �� �����
�� �
��
�����)� ������� ��
 �� ����� 527 ����� �����
�����*

$��
����0 0
���
��
 �
� �
�

(E,Z,A,N) = (Δ,Γ, A,M) = (Δ, Z,Θ, H) = (E,Γ, I, H) = (M,N,H,B) = −1.

( �
����&���� �
����� �	��
 ��� �����
�� �
� �
� �&� �
����# %
� �
� �&� �������� ��
�����
���� �
��&���
 ��� �� 6��
��� <#>4#> �$�
��*����� ���� ����� G-2�H�M�1.# (
�������	� �
��&���
 ��� �� 	�
� ���
��� �$�
��*����� ���� �
���
�! ����� 1-/�H�6�(.�
�#�#�#

;'��$�$ &:�&:� "�
���� �� ��� ��������
�� $&�"	4* E� (����!� ��� �� ��������
��
��� ������ �� ���
��� ����������� �� �
��� ��
 �� ��
� ��������!��
*



����� �� �
����� �����
�
���� 4�<

Α

ΓΔ

Β

Ε

Ζ

,�!�� <�?+ ���
�����
� ��

������� �� ��!
�� ���
�����
�

�! %��$ &:�&:
 $�� ��� ���
# 	 �� ��
� ��������!��
 $&�"B	 ������ �
���� ε
�����
�� ��� �� �������
��� �� 	 ���
��� ��
 B$% B� ��� ������ 4 ��� �* 5��!�� ���� �
�������

ZA

ZB

HΓ

HΔ
=
EA

EΔ

EΓ

EB
��� �� 
!� �������� ����� ����� ���������� ��� ����� ��� �
����� ε* 	����� ���!��

ΘA

ΘB

ΘΓ

ΘΔ
=
EA

EΔ

EΓ

EB
.

Α

Β

Γ

Δ

Ε
Θ

Ζ Η
Ι

ε

,�!�� <�B+ J�
����� ��� ��!
��� ���
����&
��

$��
����0 7�
� ��� �
����
� 1%� ��� �����
 ��� � ��� ����	� J -��!�� 529. ��
 �$�
����
�� ���
��� ��� :������� ��� �
	���� 1G% ��
 1%/ �� �������� ��� �# 1��� �	��

���	���
��

IA

IΓ

EΓ

EB

ZB

ZA
= 1,

IΓ

IA

EA

EΔ

HΔ

HΓ
= 1.

0��������
�*����� �
� �&� �����
� �
��&���
 �
� ��	���� 
���&���� �
�� ��� �
��� ���
�
� *���&�����# �� ��&��
� �����
���� �
��&���
 ����� ����� � ���
� ����
� ��� �
����
��	����� ��� ���
����
 ��� ��� �# �� �������	� �����
���� �
��&���
 ���� � � ��	
��
 ���
���� ��� 26� ����� �� H ��
 ( ����	*����
 �� �� 6� �#�#�#

;'��$�$ &:�&:
 2	��� 	% 4 �������� ���
#�� �� ��
� ��������!��
 ��� 3 �
��� ������
�� ������� ��� ��� ���
�)� ��
* 2	��� E%I ��� +%, �� ������ ��� � ��� 	3% 43 �� ���
���
��� ��
 ��������!��
* "���� ��� �� �
����� ,E ��� +I ��������� ��� ��� 
�������
 &"*

���
����0 92��� ��
 �
 M: �����
 ��� �
����
� ��� E ��
 � "C ��� E9# 2$�
���� ��
���
��� ��� :������� ��� �
	���� 1G/ ��
 /%G �� ��������� �
� :M ��
 "C+

ΞB

ΞΔ

MΔ

MA

NA

NB
= 1 ⇒ ΞB

ΞΔ
=
MA

MΔ

NB

NA
,

Ξ′Δ
Ξ′B

KB

KΓ

ΛΓ

λΔ
= 1 ⇒ Ξ′B

Ξ′Δ
=
KB

KΓ

ΛΓ

λΔ
.
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Α

Β

Γ

Δ

Ε

Ζ

Χ

Κ Λ

Μ

Ν

Ξ '

Ξ

,�!�� <4@+ J�
����� �
����	�� ��!
��� ���
����&
��

"��� ��� 0
����� <#><#� 
��&�


EB

EΓ

EΔ

EA
=
ZB

ZA

ZΔ

ZΓ
⇒ EΔ

EA

ZA

ZΔ
=
ZΔ

ZΓ

EΓ

EB
.

0��������
�*����� ���� ���� �� �
� �
����&����� ��	
����� ���	���
�� �
� ��
������
�(
MA

MΔ

NB

NA

)(
EΔ

EA

ZA

ZΔ

)
,

(
KB

KΓ

ΛΓ

λΔ

)(
ZΔ

ZΓ

EΓ

EB

)
,

��� �	��
 ���	���
�� 	��� �� �� �
������ �
���� �����

(AΔEM)(ABNZ), (BΓEK)(ΔΓΛZ).

"��� �� 6��
��� <#>4#> �
 �
���
 ��
������� ��� �&� �
������ �	��
 	��
 ��
 �
 ��&��
�

��
������� �	��
 ��	��� 	��
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 	�� ��
 ������� ��
 �� ΞB

ΞΔ
, Ξ′B

Ξ′Δ �� �	��

	��� �
� �� E ��
 E9 �� ����	*����
 -%��	����� ��� 91������ 4#>@#>>.#
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Α
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Β
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Ε

Θ

Ι
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Ζ

Η

κ
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�!� ����	�� �� �
�� �&���
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 �����
 �������� ���
#��
����������� �� �!��� �% � 
���)���� ��
 
�� ����� ��� �
��� ��� �������� ����� � ����� ��

������
 ��� � ��� 
!� ����� 
��������*

$��
����0 92��� ��
 �
 ��
�$�� G�%�/�2 ��

������
 �� �&��� �# ���� � �
����
�� �F6J
�	��
 ���! ��� ��� ��
�� ��� �
� �����

� ��
�$�� -��!�� 531� �� ���
�����
� ���
� �	��

��'��
��.# 92��� 1 �� ����	� ���!� ��� �&� ����� �
����	�� %2 ��
 G/# 2�� H� ( �	��

�� ����	� ���!� ��� G/ ��
 %2 �� ��� �� ���� ���� �� 0�

��� <#><#> �
 -G�/�1�H. ��

-%�2�1�(. �� �	��
 �
���
��� ���
����� �
� �� ( ��
 H �� �	��
 ����	� ��� ���
�!� ��� 1
-0
����� 5#B#>.� �#�#�#

.+ ��� ( �
����&���� �
����� �	��
 ���� �&���� �
��� �

���& ��� ���
�!� � ����
����	�� 1 �� �
�� �&��� �# 1�� �� 1 $�
����� �&� ����&��� ����	�� ��� ������� ���
�&��� �� ����	� G�/ ��
 %2 ���	���
��� ������	*���� �� ��!
�� ���
�����
� G%/2J6
��
 �
	������ ��� �
����
� �F6J ��� ��� ��

���
 �� 1# 1��! �	��
 � ���
�! ��� 1#

Α

Β
Γ

Δ

Ε Ζ

Η

Θ

Ι

Κ

,�!�� <4�+ 1������
�� �
	���� ��� �����
������ ���
�����
�

;'��$�$ &:�&:� 2	��� $&�" ������������ �
��� ��������
�� ��� $&"	4 �� �����
������ �� ��� ��������
�� �� ��� �
��� ���
���* 2	��� � �� ������ ��� � ��� 
��������
$� ��� &"* "���� ��� �� ������� �	4 ���� ��� �
������0 ���� ���
# ��
 ���� ����� % ��
���� ��� �������������� �!��� ��
 $&�"% ��� �������� ���
�� ��
*

���
����0 ( 0
����� <#><#4 ����$��	*�
 ��
 � 2H �	��
 ���
�! ��� (# 1��� ����������

��
 �� ����	� ���!� 6 ��� 1% �� ��� (H �	��
 �
���
�� ��*���� ��� ( �� �
�� 1�%# 1���
�� ��� ��

� ��� ����������
 ��
 � ����� ����
�� H-1�%�(�6. �	��
 �
���
�! -6��
���
<#>4#>. ��
 �������� ��������
 �
���
�! ���
��� ��
 �� ���� ���� �������� ��� ������#
/&� ����
�� ��������� �	��
 �
 ����	�� 2G ��
 2%# 2�� " ��
 J �	��
 �� ����	� ���!� �����
��� ����
�� ���	���
�� �� ��� (H� ���� �
 ���
���� ����	�� -2�J�%�/. ��
 -2�"�G�1. �	��

�
���
���# 91
� � "J �	��
 � ���
�! ��� 2 �� �
�� ��� �&���#

�
	����� ���� �� (2H ��� �
����&����� �������� �
� �� ���	� ���
��
 �&���� ���
 ����
���� ����
� ���� �� �	��
 ���
�! �� �
�� ��� �������
 ��
�$!� �����*����
 '�%�������#

;'��$�$ &:�&:" ��� ������!���� �� �� -532. 
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�
��� ��
 ����)��
 �	4 ����� �����)���� ���� �������������� �!��� ��
 $&�"* �
�������
��� �� ������� �	4 ����� ��(�
�)��� ��� �*
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� Desargues

,�� �������� �
� ������	�� �� ������	*� ��� ���! ��� ����
�� 1G ��
 %/ ��

X = (AB,ΓΔ).

/&� �
	���� �������
 �!���%��� �	 �!�	 �$��*�� ���� ���
�&� �� ����������&�
�
������ ��
� ��
�$�� ���� 1G% ��
 1LGL%L� ���
 ���� �
 ����	�� 11L� GGL ��
 %%L ��
����
����� �� ��
�� ����	� D# �� 1� 1L �������
 ���� �� ����� ��
���
� ��
 �� G�GL
��
 %�%L# �� ����	� D ������
 ��
%!� �!���%�� %$%�	 ��� �&� �

�����#

�� �&� �
	���� �������
 �!���%��� �	 �!�	 ����*�� ���� ���
 ���
�&� �� ��'
��������&� �
������� ���
 ���� �� ����	� 8F-1G� 1LGL.� Y F-G%� GL%L. ��
 HF-%1�
%L1L. �� ��

������
 ���� 	�
� ����	� �# ( ����
�� 1G� 1LGL �������
 ���� �� ����	�
��
���
� ��
 �
 G%�GL%L ��
 %1�%L1L# ( ����	� � ������
 ;'5�
�	 �!���%�� %$%�	
��� �&� �

����� #

�! %��$ &:�(:� -B�)���� ��
 Desargues 6MF6�6;;6. "!� ������� ����� ��������� ��
���� ������% ���� ��� ����� ����% ���� ����� ��������� �� ���� �
����*

Α

Β

Γ

Β∗

Α∗

Γ∗

Z YX

P

,�!�� <44+ ���
��� ��� Desargues

$��
����0 )������ ��
 �� �&� �
	���� 1G% ��
 1LGL%L �	��
 �
����
�� �� �
�� ����	�
D ��
 �$�
���� �
�
� $�
�� �� ���
��� ��� :�������+
>. ,�� �
	���� D1G �� �������� ��� HGL1L+

ZA

ZB
· A

∗P
A∗A

· B
∗B

B∗P
= 1.

�. ,�� �
	���� DG% �� �������� ��� 8%LGL+

XB

XΓ
· B

∗P
B∗B

· Γ
∗Γ

Γ∗P
= 1.
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4. ,�� �
	���� D%1 �� �������� ��� Y %L1L+

Y Γ

Y A
· Γ

∗P
Γ∗Γ

· A
∗A

A∗P
= 1.

0��������
�*����� ���� ���� �
� �
�
� 
������� ��
 ������
����� ��	
����� ���

ZA

ZB
· XB
XΓ

· Y Γ

Y A
= 1.

,&�$��� �� �� ���
��� ��� :������� � ����� ���! ����	��
 ��
 �� 8 �	��
 ���� ����	�
Y 8#

1��	��
�$�� ������� ��
 �� ����	� 8� Y ��
 H �	��
 ����
���
�� ��
 �$�
���� ��
�����
���� ��
�� ��� ���
!����� ��� �
	���� HGGL ��
 Y %L%� �� ���	�� �� ���������
��
�� �	��
 �
����
�� �� �
�� �� ����	� 8# "��� �� �����
���� ��
��� �� ����	� ���!�
1F-HG� Y %.� 1LF-HGL� Y %L. ��
 DF-GGL� %L%. �� �	��
 ����
���
��# ��&�� �	��


���&���� �� �� ��
 �
 ����	�� 11L� GGL ��
 %%L ����
����� ��� 	�
� ����	�� �����! ��
�
	���� 1G% ��
 1LGL%L �	��
 �
����
�� �� �
�� ����	�� �#�#�#

� !���� &:�(:� -/��������� ����� . 2	��� ������� $&� ��� ������ 9 �� ������
�� ��� ��� ���
�)� - �����������. ��
* 2	��� �� ������ ��� � ��� '�
�)� �
���)�
$CG-$9%&�.% &CG-&9%�$. ��� �CG-�9%$&. ��� $2% &2 ��� �2 �� �������� �
'
� ��� $C
-�� ���� &%�.% &C -�� ���� �%$. ��� �C -�� ���� $%&. ����������* /��� �� $2% &2 ��� �2
����� �
���������*

Α

Β Γ

Ρ

Α∗
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Γ
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,�!�� <45+ ( �

�
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�! ��� D

$��
����0 2� ��������� �� �
	���� 1G% ��
 1LGL%L �	��
 �
����
�� �� �
�� �� ����	�
D� �
�� ���� Desargues �� �	��
 ��
 �
����
�� �� �
�� ����	�� �����! �� *�&�� ���
���	'
��� ����
�� ���� -1G� 1LGL.� -G%� GL%L. ��
 -%1� %L1L. �� ��������
 �� ����	��� �#�#�#

.+ ���7� �� ���
��� ��� Desargues �	��
 ��� �	��� ���	������ ��� 0
������ 4#B#= �
�
���
����� �
	����# 1� �
 ����
�� ��� �

����� 1G% ��
 1LGL%L �	��
 ���	���
�� ��'

�������� ��&�� ����	��
 ��
 �� *�&�� ����
�� -1G�1LGL.� -G%�GL%L. ��
 -%1�%L1L.
��������
 ��� ���

� -���� 	
���� ��� 2$������ ��� �������	� ����
� ���� �
����&����
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����$�
��	�� �
������ ���� �
 ����	�� 11L� GGL
��
 %%L �
�
�����
 ��� ��
�� ����	� ; -��� ��������� ����
� ���
����	�� ��� �&� �

��'
���.# :��
�&�� ��
��� �� ���
!����� ��
 � �
����
������ �� �
�� ����	� �	��
 ���	�����
��� ���
����	�� -0�
��
�$�� 4#B.#

Α

Β Γ

Β∗

Α∗

Γ∗

Ρ

ε Z Y X

,�!�� <4=+ 2
�
�! ��
	����� �$�
���!� ��� ���
!����� Desargues

.+ ���7
 :
� �
�
�! ��
	����� �$�
���!� ��� ���
!����� ��� Desargues ���
���	*�'
��
 ��	��� ��� ��!��'536# ,� ���� �� �&� �
	���� 1G% ��
 1LGL%L ����� �&� ���	'
���
��� ����
�� ���� G% ��
 GL%L ��
������� �
�� ��� Y H� ���� Y F -1%�1L%L. ��

HF-1G�1LGL.# ;
 ��
������� ���
�&���
 ���
 ��
 ��������
 �� ����	� 8 ��� ���

� ���
�� ���	� �
�
����
 ��
 � Y H# "��� Desargues ��
���� �
 ����	�� 11L� GGL ��
 %%L �� �
�
'
�����
 ��� ��
�� ����	�# �� 	�
� ��!�� ���
�	 �� �
������	 ��
 �� ���� �
���� ���
�����
�� �
������
���� �� �
	���� GGLH ��
 %%LY # ,� ���� �� �
	���� �
 ����	�� G%� HY
��
 GL%L �	��
 ��
������� ��
 ���
�&� �� ���
���&� ��
 �
�
�����
 ��� �� 	�
� ����	� 8
��� ���

�# "��� Desargues� �� ����	� 1F-GH�%Y .� 1LF-HGL�Y %L. ��
 DF-GGL�%%L.
�	��
 ����
���
��# �� �����
���� �� ���!� ��� ��
	����� ���
�&�� �� �� �����	�����
�$�
��*����� ��������� �� ���
��� ��� 6��!#
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#��' 7	����� �
� 1*��
�

��,!$�� &:��:� -B�)���� ��
 ?����
. 2	��� ��� $% �% 	 ����� ��� ��� �
����� � ��� &%
"% 4 ��� ��� �
����� (* /��� �� ������ ��� � 3G-$&%"	.% YG-&�%	4. ��� BG-�"%4$.
����� �
���������*

Α

Β

Γ

Δ

Ε

Ζ

α

β

ε

X

Y
Θ

Μ

Ξ

Ν

,�!�� <4A+ 6��
��� ��� 0�����

$��
����0 -[Bot07, σ. 93]. ,�� �
	���� :ME� ���� EF-1G�%/.� :F-1G�2H.� MF-2H�%/.
�$�
��*���� �� ���
��� ��� :������� �
� �
� < ��������� ��� ��!�����+
>. �������� 2/8+

EM

EN

ΔN

ΔΞ

XΞ

XM
= 1,

�. �������� H61+
ZM

ZN

ΘN

ΘΞ

AΞ

AM
= 1,

4. �������� Y %G+
YM

YN

ΓN

ΓΞ

BΞ

BM
= 1,

5. �������� 2%1+
EM

EN

ΓN

ΓΞ

AΞ

AM
= 1,

<. �������� H/G+
ZM

ZN

ΔN

ΔΞ

BΞ

BM
= 1.

0��������
�*����� ���� ���� �
� �
�
� �
���� ��
 �
� �&� �������	�� ��	
����� �
�

EM

EN

ΔN

ΔΞ

XΞ

XM

ZM

ZN

ΘN

ΘΞ

AΞ

AM

YM

YN

ΓN

ΓΞ

BΞ

BM
= 1,

EM

EN

ΓN

ΓΞ

AΞ

AM

ZM

ZN

ΔN

ΔΞ

BΞ

BM
= 1.
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XΞ

XM

ΘN

ΘΞ

YM

YN
= 1,

��� ��	���
 ��
 �� ����	� 8� 6 ��
 Y �	��
 �� ����	��� �#�#�#

.+ ���7� ; �
���� ��� ��
������� �� ����	� �
� �� �
	����� �
� ����	�� ��
 �
� ��'
��� ���� ��� ���
��� ��� 0����� �	��
 � ��!�+
->. ��������&�� �� 1�G�%�### ������� ��
� ����	�� � ��
 � ��
 ������	*���� �� ���&����
1G%/2H#
-�. E��
������ ��� ���
��!���� ����	�� �#�# �� 1 ��	
����� �� ������� -G.� �$!����� ��
������� -%. ��
 ��	
����� �� ���������� -/. ��
 �� ������� ����& -2. ��
 ������	*����
��� ���! -1G� /2.# :� ����� ��� �
��� ������	*���
 � ���! �&� �������� ����
�� ���
���������#
-4. ,�� �&����� -1G� /2. ���
���
���&�� ����
�� �� �
������ A → B → Γ → Δ →
E → Z → A� ��
 ������	*���� �
� ����� ��� ����� �&� *����� �������� ����
�� -G%�2H.
��
 -%/�H1.#

1

2

3

4

5

6

42

31 5

6

5

2

1

64

3

1 3

2 4

5

6

3 51

42 6
5

2

3

4

1

6

,�!�� <4?+ ;
 ��
 ����������� �
� ���&���� ��� 0�����

;'��$�$ &:��:� "������� ���)� ������� ���� �
���� � ��� ����� ���)� ���� �
���� (%

���� ��� 
�����
� ��� 

��������� �� #�����
�� 
��#������� ���!���� �� ��� ������!����
�
���� ��� ���� ��� ���'�� ��� ���������� �
���� ���� ��
 ���� ����� ��
 ?����
*

���
����0 :	� ��
�$! �#�# � ->. -��!��'538. ��������
 �� �&� ����� ���� �������
 ��'
��	�# 92����� ��
��� �
�
� ����������� �� ��
������� �
� �&� �����# %
� ���� ��
���! ���
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������� ��� ����
�� ��
�$! ��
 � ��
���! ���!
����
	*�
 ��!
�� �� ���&����#

Α Ε

Β
Δ

Γ

Ζ

Χ

Θ

Υα

β

ε

,�!�� <4B+ 2
�
�! ��
	����� �$�
���!� ��� ���
!����� ��� 0�����

.+ ���7" 1������� �
�
��� ��

�����
� ���
���� ��
 �
� �� ���
��� ��� 0�����# ;

��

�����
� ����� �
��&����� ���� ����
� ��� �� ����	� 8� Y � 6� ��� ��$��	*����
 ���
���
��� ���� ��� ���

�# :
� ����
� ��
	����� ��$��	*���
 ��� ��!��'539� ��� ���	� �

�&� ����	�� 1G ��
 /2 ��������
 �� ����	� 8 ��� ���

�� �����! �	��
 ��
�������# ����
� ����
���
������ ��� 8� Y F -G%�2H. ��
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����� ������ 	% 4 ������� �� �������� ���
��� $"% &� ����������
������
 $&�"* "���� ��� �� ������ ��� � �G-&	%$4.% BG-�	%"4. ��� �� ������ ��� �
��� 
�������� 5 ��
 ���������������
 ����� �
��������� ������*

���
����0 2$�
���� �� ���
��� ��� 0����� ��� 1H/G2%# ,&�$��� �� ���� �� ����	�
���!� (F-1H�G(.� 6F-H/�2%. ��
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���
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-�. �������� /2+
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ΔΩ

ΔY
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-4. �������� 1H+
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ZX
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ΛΩ
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������� �� �
	�
�� ����	� ���!��
���� ��
 ���� �����
��# 0
�����
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 ����� ����	� �� ���
�! ���� �
	'
*��� ������� �	� ��

��� ���
�! ���! ��� ��
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 ����������� ��
 ���&����# ; �&����
������ �	��
 ���
 �
�$�
��
��# 0
���
 �� ������
	����� �� �
������� �� �
	����� �

��

��� �����&�� �� �!��� �&���� ��
 �� �����	����� ��
 � �

���� ��� ���
 ����
� ��
 ���
���
$����
 ��� ��
����� ���# 1$�& �	���� ��� ���� ���
�&�� �����
� �� �
���
!�����
���� �
���
�

��� ��� �!���� ��� �&����# ,�� ���� ��� &��
��� ��� �!���� ��
���
��$��	*���
 � ������ �� ����$&����� �� ��� ��	��� ��� �
�����
��� �

���� -������

'5*��� ��$! %$%�	. ��� ���
 �� ����
 �� �����
���� ��
 ����# �� ��	��� ���� ���
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���� �����
� ��� �

��� ��� �
	'
�� �&������ �������	��� �&�$��� �� ��� ���	� ���
���� ���

� αi ��� 
������
�&� ���
A− ε < αi < A# /
����� ��� ��� ����#

;'��$�$ (:�:
 "���� ��� �� � �!��
�� �����
��� α1 ≤ α2 ≤ α3... ���� ���� ��� ������ $
���� ��� � �����
��� ρα1 ≤ ρα2 ≤ ρα3...% ���
 ρ > 0% ���� ���� �� ρA*

���
����0 ( ���
� ��
������ ��� �

���&+ ραi ≤ ρA �	��
 ������
� ��� ���	���
��� αi ≤ A
��� 
��&�
 �� ���������# ( �

���
! ��
������ ��� �

���& ��� �
	��+ ρA− ε < ραi �	��


���&���� �� ��� A− ε

ρ
< αi# 2� ��������� ���� � �������	� 
��&�
 �
� ��� �� αi �����

����
������� ��	���� ������� �� 	�
� �� �����	��
 ��
 �� ��� 
���&���! ��� �
����&����#
,����
�� ��
���� �
� ���� ε > 0 �
 ��
������� ρA− ε < ραi ≤ ρA �� 
��&��� �
� ��� ��
αi ����� ����
������� ��	���� �
���� ��� ��	���
 ��� ��!��
� ��� 
���

���&#

;'��$�$ (:�:� "���� ��� � �����
���

αν =
3ν + 2

5ν + 10

����� �!��
��* "���� ����� ��� �� A = 3
5
����� ���� ��� �����
����*

���
����0 �� ��
 �	��
 �&����� �	��
 
���&���� �� ���

3ν + 2

5ν + 10
<

3(ν + 1) + 2

5(ν + 1) + 10
,

��� �����
��&���
 �&����# %
� �� ��
 �� �

� �	��
 �� ������

���� ��	������ �
��� ��

�
� ���� ν = 1, 2, 3, ... 
��&�


3ν + 2

5ν + 10
<

3

5
.
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"����
� OO�&�����  ���

A− ε < αν ⇔
A− αν < ε ⇔

3

5
− 3ν + 2

5ν + 10
< ε ⇔

4

5
· 1

ν + 2
< ε ⇔

4

5
· 1
ε

< ν + 2 ⇔
4

5
· 1
ε
− 2 < ν.

( �������	� 
��&�
 �
� ��� �� ν ����� ����
������� ��	���� �� ��!��� ��� ���	�� ���
'
����
 ��� �� ������� ��� ε#

;'��$�$ (:�:" 2	��� � �����
��� ��� ������ � ������� ���� 
�
���� ��� ��� �!��

αν =
αν + β

γν + δ
,

���
 �%(%� ��� 
 ��������* "���� ��� � �����
��� �
� ����� �!��
�� ���� ��� ����� ����
αδ − βγ > 0. "���� ������ ��� ���� ����� �!��
��% ���� � �����
��� ���� ���� �� α

γ
*

2���� ��� �������	�� �

���� �� ���
!����� ��� ������� ��
 $����
���� ?��
�)���#
9;��� ��
 ����� �

���&� ���
 ��
 �
� ���&����� � ���� '������*� ����	��
 ��� �&����
��������� ���� ��� ��� �� ���	� ��
����
	*���
 ��� ���� ���
�
�+

Π1, Π2, Π2, ...Πν , ....

"��� ��� ��� �� ���&���� �	��
 ���� ;�!�	 ��� �������	��# 2	��
 $���
� ��
 � ����
�
��� �������	�� ��
 ��� �
�� ��� ����$�
���
 ��
 �� �&���� ����
��� ���
��
�����# 92'
��
 �� ���
�&���� �� �
	����� �� ����
� �
��� �������	�� ��� ����	�� �������	�� ���
���
������ �������	�� ��� �&����� ���# �� ������� ��!�� �#�# ��	���
 �	���� �
���
�
�� �������	�� �

����� τ1, τ2, τ3, ... ���� ��� �� ��� ���	�� �
	*���
 ��� �� ���� ���
����
�� ��� �
���������� ���� ���
������ ��� ��� �

����� �
	���� τ1#

τ1
τ2

τ3

,�!�� <<<+ 1������	� �

�����
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�� �� ����
�� ��������

%�� 3�����
 ��
 �	������
� �
� ���,
�

,��� ��
��
�$� ���! ���
�&�� �&��� ���	��� 
 ��
 �
	*���� �����
�� ���&���� Π1,Π2,
Π3, ... �����
������ �� ������ ������ ��� �� ���	� ���
 ��
�$�� ����� ��� �
�������'
��� ��� �� ���� ��� ����� ��� �
	*����
 ��� �
� �
����
��� ��
�$�� ��� �
����������#
E��
���� �� �� �� ���
����� Π1# 91� 1G%/ ������	*�
 �� ���
������ ���� �� ���� ���

Α

Β

Γ

Δ

ΕΖ

Η Θ

Ο
ρ

,�!�� <<=+ �� ���
����� ��
 �� ��������

����� 1G� G%� %/� /1 �
	*��� �����
� �
������ ����	� 2� H� (� 6 ���	���
�� ��
 ��
12GH%(/6 �	��
 �����
�� ��������+ �� Π2# �� Π3 �� �
��&���
 ������� ��
 �� ���

>= ����
��� �� Π4 �� ���
 4� ��
� ���
��� �� Πν �� ���
 2ν+1 ����
��#

Ζ

Δ

ρ

Ε

Γ

Θ

Β

Η

Ο Α

Μ

φ/2

φ

,�!�� <<A+ |AE|+ �� 1
μ

��� ��

���
��

?���� (:
:� /� �������� ���!���� �� μ ���
���% ������������ ���� �!��� ������� ρ
���� ���������

2μρ ��

(
180

μ

)
.
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$��
����0 2��
�! ���� �
 ����
�� ��� �����
��& ��������� �	��
 	���� � ��
	���
�� ���
�� �	��
 μ · |AE| ���� 12 �	� ����
� ���# 91� ; �� ����
� ��� �&����� ���� �� 1;2 �	��


�������� �� ���	� ��� ; 	�� ��

φ =
360

μ
⇒ φ

2
=

180

μ

�$�& �� ��
�
��� μ ����
�� 	��� ���
�� �� �	��
 �
� ��!
� ��
�$! ��
	 �� ;# 2�	��� �
�
������ 1: �	��
 ������ ��� ����� ��� 12 -0�

��� >#?#�. ��
 �� �
	���� ;:2 �	��

�
�����
�� �
� ���� ��� 0
����� 4#=#>

|AE|
2

= |ME| = ρ · ��

(
φ

2

)
.

,�����*����� �
� �
����&����� �����
� �
��&���
 �� *���&����� �#�#�#

?���� (:
:
 � �����
��� ��� ���������� p1, p2, p3, ... ��� ���
�)��� Π1,Π2,Π3, ... ���
��� �!��
��*

$��
����0 2��
�! ���� ����
� ���&���� ���
 ����
�� �
����
�� ��� �
���������� ����
�
��	 �� ��	����� ��
 � ����� ��� ��

���
�� p

p′ �&� �����
��� ��������� 0 ��
 09 ��
��� ���	�� �� �
��� ���
 � ����
�� ��
 �� ��&��
� ���
 �� ����
�� �	��
 �
�
���
�� ���
># 9;��� ���� �� �
����&����� ����������� ����� ��� �&�� �
� �� ��	���� ��� �
����
��
���	�� -91����� 4#=#<.� ������+

p

p′
=

2μρ ��(180
μ
)

2(2μ)ρ ��(180
2μ

)
=

��(180
μ
)

2 ��(180
2μ

)
=

2 ��(180
2μ

) · ���(180
2μ

)

2 ��(180
2μ

)
= ���

(
180

2μ

)
< 1,

�#�#�#

?���� (:
:� +��� �������� ���!���� �� � ���
��� ������������ �� �!��� ������� �
���� ��������� ��������� ��� �
� � ��
 ��������������
 ������)��
 ���� �
�� �!���*

$��
����0 ( �����
�� �
��&���
 �
���������� �� �����
�� ���&���� ��� �� ����
� ;
���� ��� ��

���
������ ���
�����# 0
�� ��&��� �
� ���� �	� ��� �
� ��
�$�� 1�G�%�
### ��� �����
������� ��������� $�
���� ��� ���	���
�� ��
����	� ;1� ;G� ;%� ### ��

�
	*���� �� ����	� ���!� ��� 19� G9� %9� ### �� �� ��

���
������ ���
�����# 0
��&���

��� ���&���� 19G9%9### ��� ���
 �
� ��
�$�� ��� ���� ��� ���
����� ��
 ���� ����
� ���
�	��
 �����&��
� ��� ���	���
��� ����
�� ��� �
�
��& ���������# 1��� �
��&���
 ���
��� �&��

�� ��� ���
���	��� �

������ -1;G� 19;G9.� -G;%� G9;%9.� #### %
� ���� ����
�
*�&��� �

������ �� �� ������� -8;Y � 89;Y 9.� �� 89 �	��
 ��	 ��� �
��������� ��� ;8
��
 �� Y 9 ��	 ��� �
��������� ��� ;Y � ������� �� 89Y 9 �	��
 �����&��
� ��� �� 8Y # %
�
��� �����
�� ��� �������	�� 
���

���&� ������� ��
 ��� �
� ��������
� 889 ��
 Y Y 9 �
889 �	��
 � �
�
���
� ��
 $�
� ��
������ 89H ��� �� 89 �
�� ��� 8Y # 0
�$���� 
��&�


|XY | ≤ |X ′Z| < |X ′Y ′|.

( �
��� ��
������ 
��&�
 �
��
� ���� ���
������� |XY |
|X′Z|F

|OX|
|OX′|≤ 1# ( ��&��
� ��
������


��&�
 �
��
 � ���	� 89HY 9 �	��
 �����	� -0�

��� >#>@#4.� �
� �������	 ��� �	��
 � ����'
�&��
� ����
� ��� �

����� 89HY 9# 0
��&���
 ��
��� ��
 � ��
	���
�� ��� 19G9%9### �	��
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�� �� ����
�� ��������

Α

Β

Γ
Δ

Ε

Ζ

Η
Θ

Ι

Ο

Ι

Η

Ζ

'

'

'

' '

'

'

'

'

Α

Β

ΓΔ

Ε

Θ N

ΞΡ

Μ

,�!�� <<?+ 0
����! ��� ��

���
������ ���
�����

O

X X'

Y

Y'

Z

,�!�� <<B+ ,&��

�� �

����� ��
 �
����!� ���

�����&��
� ���!� ��� 1G%### ���� ��
 �
�
���
� ��� ��

���
�� ��� ���
������# ��
�������	� �
��
 �
 ����
�� ��� 19G9%9### �	��
 ! ��
� ��� ����
�� ��� ���
������ -����
� 19G9 ��� ��!��. ! ����� �� ��
� ���� �� �
�$�
��
��� ����
�� ��� ���
������ -����
� G9%9 ��� ��!��. ��
 �	��
 �����	������ �
�����	�� �

����� ��� �	��
 �
�
���
�� ���
�� ��
�
��� ��� �&� ������� ����
��# ,����
�� ��
��� �
 ��
	���
�
 p, p′ ��
 p′′ ���
�����
��& ���������� ��� �
����!� ��� ��� ���
����� ��
 ��� ���
������ ���	���
���

������
�&� ���

p < p′ < p′′,

�#�#�#

�� �!����� =#�#� ��
 =#�#4 ����$��	*���� ����
 ��� 1�
������ =#>#>� ��
 � �������	�
α1, α2, ... ��� ��

���
�� ��� ��������� Π1,Π2, ... ���
 �

� 1# �� 1 ���� �
	*���� ��
�!��� ! ��!*��%!� ��� �&����#

.+ ���7� ;
 �

���	 αi ��� ���$�
����
 ��
������ �� ��
	���
�
 ��� Πi� �
��&�����
��� �� C!��� =#�#> �������� �� ����

μ = 2i+1.



���� �������� ��� ����������� ��� ����
�� 4<>

92��
 � ��
	���
�� ��� Πi �	��


αi = 2(2i+1) · ρ · ��

(
180

2i+1

)
.

%
� ���� ε > 0� �&�$��� �� ��� �

��� ��� �
	��� �
��&���
 ��
 �
� ��� ��
	���
� ���
�&���� 1 ��
 ���� ��
����� �

���&� αi 
��&��� �
 ��
�������

A− ε < αi < A,

� ���
� �
� ��� �� αi ��
 � �

���
! �
� ��� �� αi ����� ����
������� ��	���# �� ����
αi ��� 
������
�&� ��� �

���
! ��
������ ���
����
 ��� �� ������� ��� ε# 0������ ����
�� ��!��� ���� �	��
 ����
������#

.+ ���7
 ; �

���� ��� ��

���
�� ��� �&���� ��� ������ ��������
 �� ��� �

���
��� �!���� ����������� �
���!� ��
 �����
��&���
 ��
 �
 �&� ����� ����
�� �!���� -��'
��������� ��
 �&����. ���
�&� �� �
��&���� �� �
�
��� ��

�����
� ���� ���
�	�� �

���&
� ��
� ����!���# /������� ! ������� � �

���� ����� ��!��
 ���� ��

��! ��� ���

�'
��
��& ���
���& ��
 ����
�� �� ���	�
� ��� ���!�����# :
� 
��� �
� �
� �������
�
�� ���
���
��
�����
 �	���� �
 �������� ���!��
�#

;'��$�$ (:
:� "�
���� �!���� �* "���� ��� ���� ������������ ���� � �������� ���!�
���� ���� ��������� ��������� �
� � ��
 �!���
 �*

���
����0 2�� �� ���� �	��
 ��
 ���$�
������ �� ���
�� �����
�� ���&���� ��
 ��
 ���
�
�
�� �����
�� ���&���� Πi �� 2i+1 ����
��� �
� �� ���	� ��	���� ��
 �
 ��
	���
�	 ����
αi �������&� �
� �&����� �������	� �� �

� ��� ��
	���
� ��� �&���� 1 ��
 αi < A# (
�����
�� ���� ���
�! ��
	����� �
��&���
 ��� ��� �
�
�! ���! ��
	����� ��
 ��� 91�����
�#>4#A� ���� ��� ���	� � ��
	���
�� ��� �����
��& ��������� �� �N> ����
�� �	��
 �����&'
��
� ���!� ��� �����
��& ��������� �� � ����
��# 92��
� �
� ����� � �
	������ �
� �&����
��� � �
� ��� ���	� ν ≤ 2i+1� �
���� ��� �	��
 ������� �������# ���� ���� � ��
	���
��
p ��� �����
��& ��������� �� � ����
�� �� �	��
 �
�
���
� ��� ���	���
��� ��

���
�� αi
��� Πi� ��� �� ��� ��

� ��� �	��
 �
�
���
� ��� 1#

;'��$�$ (:
:
 "���� ��� � �����
��� ��� ���������� β1, β2, β3, ... ��� �������)� ���
�
�)��� �� �G:%O%M% *** ���
��� ��� ������������� �� �!��� � ����� �!��
�� ��� #�������
�
���)� ���� ���� &* "���� ����� ��� &G$% ���
 $ �� ���� ��� ���������� α1, α2, α3, ...
��� �������)� ���
�)��� Π1,Π2,Π3, ... ��� ������������� ���� �*

���
����0 �� ��
 � �������	� β1, β2, β3, ... ��� ��

���
�� ���� ��� ��������� �	��

�&����� �����
��&���
 ���� 91����� �#>4#A# �� ��
 � �������	� ���! �	��
 $
������
�����
��&���
 ���� ��

��� ��
 ��� C!��� =#�#4# ( &��
�� ��� �
	�� G �	��
 �������
������
� ��� 1�
������ =#>#># �� ��
 GF1 �����
��&���
 ������	����� �
� ��

�����
�
B < A ��
 A < B# 0
�����
� ���� ��
 B < A� ����� ���� ��� �

��� ��� �
	��� ��
���
���� αi ����
� ���� B < αi < A# ���� ���� ��
 �
� ���� ���&���� �� ��!���
����
�� ν > 2i+1 �� ������ ���	���
�� ��
	���
� αi < βν � ��� ����������
 ��
 B < αi <
βν # ��&�� ���� �	��
 ������ �
��
 �
� ��� �� βν 
��&�
 βν < B# 1������ �����
��&����
��
 ��
 � A < B �����	 �� �����#
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�� �� ����
�� ��������

%�� 3 ������
 π

?���� (:�:� ��� ���� �������� ���
���� �� � ���
��� � ����� ��� ���������
 ���� ���

������� ��
 ��������������
 �!���
 ��
 ����� ����������� ��
 ������
� ��
% ���������
����� ��� �� � ��� 
�
���� ��� ��� �!�� 0

μ · ��

(
180

μ

)
.

$��
����0 0
��&���
 ������ ��� �� C!��� =#�#> �
�

����� �� �
� �#�#�#

��,!$�� (:�:� ��� ���� �!��� � ����� ��� ���������
 ���� ��� 
������� ��
 ����� ���
������� π ���������� ��� ������� ��
 �!���
*

$��
����0 92��� ��
 � ����� ��� ��

���
�� p �
�� ��� �
����
� 2r ���� ������

�����
�&���� � �	��
 π ��
 ���� ����� �&���� �9 ���
 ���	���
�� ���� ��

���
�� �
�� �
����
�

π′ =
p′

2r′
< π.

1�� ��� �

��� ��� ��

���
�� ��� �&���� ���� �
����&���� ��
��
�$� -��� ��
 91�����
=#>#>.� �� �
	�� �����
������� ���������� �� ���
��
 �����
�� ���&���� �� � ����
��
�����
������ ���� �&��� � ��
 �� ��
	���
� pμ ��� 
������
�	 ���+

2r · π′ < pμ < p = 2r · π,

��� �	��
 
���&���� �� ���

π′ <
pμ
2r

< π.

�� ���	���
�� �����
�� ���&���� �� � ����
�� ��
 �����
������ ���� �&��� �9 �� ���
�
���� �� �
����&���� �!���� ��� 	�
� ���� ��

���
�� �
�� �
����
�+

p′μ
2r′

=
pμ
2r
,

��
 � �
����&���� ��
������ ����������


π′ =
p′

2r′
<

p′μ
2r′

⇔ p′ < p′μ.

( �������	� ���� ��
������ �����	 �� ������ �
��
 �&�$��� �� ���� �

���&� ���� � ��
	'
���
�� p′ �	��
 �� �

� ��� �&������ �������	�� ��� p′μ ��
 �	��
 �����

p′μ < p′.

2������������ ���� 
����� ��� � ��
 �9 �����
��&���� �� ��� 	�
� ��

��� �
��� ��
 ��

� π < π′ �����	 �� �����# 91
� �� �
���
 �� �	��
 π′ = π� �#�#�#

� !���� (:�:� � ���������� ���� �!���
 ������� ρ ����� ��� �� 2πρ.



���� � 
������� π 4<4

;'��$�$ (:�:� "���� ��� � �����
��� ��� �����)�

μ · ��

(
180

μ

)
, μ = 3, 4, 5, ...

����� �!��
�� ��� #������� ��� ���� ���� ��� ������ π*

���
����0 ( �������	� ���! �
��&���
 ��� �
� ��

���
��� βμ = 2ρ · μ · ��(180
μ
) ��� ��'

���
��� ��������� ��� �����
������� �� �&��� ���	��� 
 -C!��� =#�#>.# ( �������	�
���! ���� ��� 91����� =#�#� ���
 �

� �� A = 2πρ# �� �����
���� ��������
 ��� ���
91����� =#>#� �$�
��*����� ��� ���� �������	� βμ

2ρ
= μ ·��(180

μ
) ��� �����	��
 ��� A

2ρ
= π.

.+ ��� 1����
��&���
 ->??� Lindemann 1852-1939. ��
 � �

���� � ��
 ����� �	��
 �
'

����� ���� ��
 A��!��%�� 	� �����! ��� �	��
 
	*� ���� ������&��� -[Doe65, σ. 128].#
1��� ����������
 ��
 � ��������� 0�%!���
��� 	 %�� ������� �����! � ��������!
��� � �� ������ ��
 �
��!��� �	��
 �
!����# ; 1
�
�!���� �
��
����
����� �&� ���&����
B= ����
��� ��� �����
������ ��
 �� ���� ��

���
������ ��� �&����� �����
�� ��
 � �
�!
��� � �	��
 ������� ���+

3
10

71
(∼ 3, 14084...) < π < 3

10

70
(∼ 3, 14285...).

,!��
�� �� ��� �
!�� ���
��
���� ���
�&�� �� �
�����	����� ��� �� �
���
��� �� ���
��
	��
� ������� -��� �#�# [Bai88].# ( ������� �
�����
�� �	��
 �� �
��� <@ �����
��
��$	� ���

π ∼ 3, 14159265358979323846264338327950288419716939937510....

( ������� �
�����
��� ��� 1
�
�!�� ���
�	 �� �	��
 �� ��� �
!�� �&� �������
�� α0, α1, ...
��
 β0, β1, ... ��� �	���� ��� ��
��
	���
� ��� �����
��� ��������� �� 6 · 2ν ����
�� ���
��

�
�$����
 (αν)� ���	���
��� ���
�$����
 (βν) �� �&��� ���	��� ># ;
 �
���
 �
�
 �	��


α0 = 2
√
3, β0 = 3,

��
 �
� ���� �����
���� �����
��&���
 �&���� -[eJPL99, σ. 2]. ��
 �	�����
 ���� ��� �&���

αν+1 =
2ανβν
αν + βν

, βν+1 =
√
αν+1βν .

; �

���� π �	��
 �

� ��� �������	�� αν ���� ������
��� ��
 ��� βν # �� ��
�����	���
�� ����&� ���� �&���� �	��
 ��
 �����&� �� �
�����	��
� ��� � ��
 ���
�� ��� �

�� ��'

	� ��� ���������� ���
!���� ��� �
�����
��� ��
��

���
��# 92��
� �
� �� �
�&�� �
�
���	���
��� ��
��

���
��� ��� >�'����� ���
���
���&�� �� α0, β0 �����

α1 =
2α0β0
α0 + β0

, β1 =
√
α1β0,

��� �	���� �
� �
�����	��
� α1 = 3, 2153, β1 = 3, 1058# 0�
���
� ������	*����
 �
 ��
��
	'
���
�
 ��� �5'����� α2 = 3, 1597, β2 = 3, 1326� ��� 5?'����� α3 = 3, 1461, β3 = 3, 1394�
��� B='����� α4 = 3, 1427, β4 = 3, 1410 ���#
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�� �� ����
�� ��������

%� &
 ���

 ���
� �
� ���,
�� �������

θ
Ο Α

Β

,�!�� <=@+ :!��� �����+ θ π
180
ρ

�� 4���	 % 5�� 1G �&���� � ���	��� ρ �
	*���
� ��� ������	�� �� ��� �&���� �� �

�
����� ����������� �
����� �����
������� ���� �&��� ��
 �� ��
� �� ����	� 1 ��
 G#
:� �
� �
��
���	� ������� �� ���!� ��� �
���
�

���& ��� �!���� ��� �&����� ��� ��� ��
��������� ���� �
	������ ��
 �� �!��� ��� ����� ��$
�*���
 ��� ��� �&��

|1G
�| = θ · π

180
· ρ, -� �� ���
� ��� ���	�� �� ��	
��.#

2
�
�� �
� ��� ���	� 4=@ -��!
��� ��
�$!�. � �&��� �	��
 �� �!��� ��� �&���� 2πρ#
,����	*� �
� ���
��� 
�
������ ��� �!���� ����� ��� ���

���� ��� ����� ��� �&�� ��

�
� 
�
������ ��� �����+

># 9J�� ���� ���� 	�
� �&��� ! �� 	���� �&����� ����� �� 	�
� �!��� ��
 ���	��
�$��
���� ��� 
�	�� �!���� ���� 	�
� �&��� ! �� 	���� �&����� �	��
 	��#

�# �� �!��� ��� ��
�	������ �&� ����� �	��
 	�� �� �� ��
�
��� ��� ����� ��� �&�
�����#

4# ( ��
	���
�� ��� �&���� �	��
 2πρ#

;
 
�
������ ����� ����$�
��� �
� 
�
������ ��� ���
	���� ���� 0�
��
�$� �#>� ��� ��
���� ��� ���	���
�� �!�� ����# ; �

����

φ = θ · π
180
, -� �� ���
� ��� ���	�� �� ��	
��.

������
 4�%!� %$	 ��
*�	 �� ��%*
��# 0
�$���� �
���
��
 �
� ��$
��� ��� ���
��
��� ���	�� �� �
� ���� ������ ���
���� ��� ���
� �� ������� ��� �� ��� ���
���
��	
���� ��	����
� ���	� �� �� ��� ����
� ��
 �� θ

360
�	��
 �� ������� ��� ���	�� �� �
�� �
�

4=@ ��	
�� ��� ��!
��� ��

��
�$!�# "�
 �� ���� �� ������� ���������
�*���� �� 2π#
8
��
����
����� ��
��� ��� �

��� φ �� ���
� ��� ���	�� � �&��� �
� �� �!��� �����
�
�$���


|1G
�| = φ · ρ, -φ �� ���
� ��� ���	�� �� ���	�
�.#

2
�
�� �
� ρ = 1 �����! �&��� �� ���	�� ��� ������ �!���� � �
����&����� �&��� �	����


|1G
�| = φ, -
F> ��
 ���
� �� ���	�
�.#



���� �� ������ ������ ��� ����
��� 
����	�
 4<<

; �&��� ������ �
���*����� ��� ��� �� ���
� �
�� �� �

���
�� $���
���
 ��
 �� ���
�
���	�� �� ���	�
� ��� �	��
 �	���� ���� ��
� �� �!��� ��� ����� ��� �����
�	�� �&����
-�&���� �� ���	�� ��� ������ ���
����. ��� ���
 ��� ���	� ���! �� ���	���
�� ��	����
�
-��� 0�
��
�$� �#>�.# 92��
 ���	� ���� ���
�	�� -$F>. �	��
 � ��	����
� ���	� ��� �
�'
�&���
 ��� �!��� ����� 	�� �� �	� ������ ���
���� ��
 ������������ ���� ���� �����
�	�
�&���# 2	��
 ��� �� ���	*���� ��� ������ ���
���� -��
	� �� ��������� �� �!��� ����
��� �� !��� ��� �&
�� ! ���
 ��
���
�. ��
 �� ��� �
���
��*���� ���� ���� �����
�	�
�&���# ( ��	����
� ���	� ��� ����� ��� �
��&���
 �	��
 � ���	� �� ���
� > ���	�
�# ;
�������� �	����� �	��
 ��� ��	��� ��� ���
���	�
��� ��

��'���
�	�� �
� �
�
��� ���	�� ���
��������� ����� �� �$�
�����#

��	
�� @ 4@ 5< =@ B@ >�@ >4< >?@ �A@ 4=@

���	�
� @
π
6

π
4

π
3

π
2

2π
3

3π
4

π 3π
2

2π

;'��$�$ (:":� "���� ��� � �����
���

μ

π
· ��

(
π

μ

)
, μ = 3, 4, 5, ...

����� �!��
�� ��� #������� ��� ���� ���� �� 6*

���
����0 ( ������ �	��
 ��������� ��� 91������ =#4#> ���
���
������� �� >?@ �� �� π�
���
����� �����! �
� ���	�� �� ���	�
�# 8
�
�*���
 �
����! ��� ��� �
����&���� ���

��(
180

μ
) = ��(

π

μ
).

,�� ��	���� �

���
� ���
��� ��� ���	� �� ��	
��# ,�� ��	���� ���
� ���
��� ��� 	�
�
���	� �� ���	�
�# "��� ��� �
����$�
�!�� ������ �� �

� ��� μ ��(π

μ
) �	��
 �� π# 91
� ��

�

� ��� μ
π
· ��(π

μ
) �� �	��
� ���� ��� 91����� =#>#�� π

π
= 1.

θ

Β

ΑΟ

,�!�� <=>+ :!��� ����� �����&��
� ��� �!���� �����
������� �����������

.+ ��� �� ����
�'� ��� 0�
��
�$�� =#� 
��&�
 ��
 ���# "�
 �� �!��� ����� ���������




4<= ����


�� �� ����
�� ��������

�� ���� ���
����
� �

��� ��� �����

�������
 �� �!�� ����������� �
������ ��� �&����
��
 ��� ����� ��� �&���� �� �
�
��� ��

�����
�# :
� ����� ������
� ����& ��� �

���&
�	��
 ��
 �
 �������
��� �
����� �
 �����
������� ��� ���� �� �
�! �� 1 ��
 ��
�� ��
G ����� �!��� �
�
���
� ��� �!���� ��� �����# 2
�
�� �� �!��� ��� ��
�!� 1G �	��

�
�
���
� ��� �!���� ��� �����# 92��
 ���
����� ���	�� �� ���	�
� ������

θ

Β

ΑΟ

,�!�� <=�+ ��(θ) < θ

|AB| = 2ρ ��

(
θ

2

)
< ρθ ⇔ ��

(
θ

2

)
<
θ

2
.

;'��$�$ (:":
 +������!��� ������
�� ���!���� �������������� �!���
 � ��
 
�� �����
��������* "���� ��� ��� ������
�� ���!���� �������������� �!���
 � ��
 ���� �������
������ ���
�)� ����� ��������*

α α
β β

ββ

α
α

,�!�� <=4+ 0�

���
������ ��
 �
����! ���
��

���
����0 /�	�� ��
 � �
����! ��� ���
�� ��� ������	*����
 �� �
� ����	�� ��� �� ����
�
�	��
 ���� ��� �
����&���� ��!�� ��
 ��� �
 �����	��
 ���� �� ���&���� ���
 ��

���
�

��� ����
��#

;'��$�$ (:":� +������!��� ���!���� �� ���� ������ ������������ �� �!��� ��
 
��
����� ��������* "���� ��� ��� ������������ �� �!��� ���!���� �� ���� ������ ��� �������
������ ���
�)� ����� ��������*



���� �������� ��� ���
���� ��� ����
�� 4<A

%�# 3�����
 �
� 	�6�$
� �
� ���,
�

9;��� �� �!��� �&���� -��
	���
��. ���
 ��
 �� ������� ����
 �
�
�! �
�����
��# ;
 ���
'
��� 
�
������ ��� ������� -4#>#>'4#>#5. ��
�
����� ���� ���
!��
� ���������# ; �&����
�	��
 ��� ��� �	��� ��!����� ��
 �
���
 �� �����
�� �	 ��

��� ����	��
 ������� ����& ���
��!�����# %
� ��� �

��� ��� �
�
�*���
 ���
 � �
��
���	� ��� �
	�� ��� �
��
����
!����
���� ��
��
�$� =#� �
� �� �!��� ��� �&���� ��
 �� �����
������ ���� �&��� �����
��
���&���� Π1,Π2,Π3, ... �� �� ���	� �
�����	���� ��� �&���# ; �

���� ��� ������& �	'
��
 ��
��� ������� �������� �� ����� ��� �!���� ��� �&����# 92��
� ���� ������
� ��
������� ������ �� 	�
� ��� ������ ��
 ���� ��
��
�$� =#�# %
 ���� �
��
����
� �� 	�
�
��!�� ��
 ���� 	�
��� ������
���&� ����*����� ���� ��� �
��� ���
���� ��� ���
�� ��


Q����)���� ��� �
) ��� ���� �� ����
� �������� ��� ������ �� �������# 92��
 ���	 ���
���
�� ���	�� φ = 360

μ
��� ��$��	*���
 ���	 �� ��$��	*���
 ��� �� ω = 2π

μ
-��� ����
� �	��


	�� �� π
180
φ.#

?���� (:&:� /� ��(�
�� ��������! ���
�)��
 �� � ���
��� ������������
 �� �!���
������� � �����

μ(
ρ2

2
��(

2π

μ
)).

ω
ρ

ΑΓ

Ζ

Δ

Ε

Θ

Β

Η

Μ

Ο

ω/2

,�!�� <=5+ ε-1;2.+ �� 1
μ

��� ������&

$��
����0 2��
�! �� �����
�� ���&���� �
������
 �� � 
������! �
	����� ���� �� 1;2
��� �
	*���
 ��� �� ����
� ��
 �	� ����
� ���� �� ������� ��� ��������� �� �	��
 -J�
�����
4#>#�. ��
�
��� ��� ������� ����� ��� 	��� �����& ���� �

�����# �� �
	���� 1;2 �	��


�������� �� ���	� ��� ; 	�� ��

ω =
2π

μ
⇒ ω

2
=
π

μ

�$�& �� ��
�
��� μ ����
�� 	��� ���
�� �� �	��
 �
� ��!
� ��
�$! ��
	 �� ;# 2�	��� �
�
������ 1: �	��
 ������ ��� ����� ��� 12 -0�

��� >#?#�. ��
 �� �
	���� ;:2 �	��




4<? ����


�� �� ����
�� ��������

�
�����
�� �
� ���� ��� 0
����� 4#=#>

|AE| = 2|ME| = 2ρ · ��
(ω
2

)
|OM | = ρ · ���

(ω
2

)
⇒

ε(AOE) =
1

2
|AE||OM | = ρ2 · ��

(ω
2

)
���

(ω
2

)
=

ρ2

2
��(ω) =

ρ2

2
��

(
2π

μ

)
.

( �
��������	� 
������ �$�	����
 ���� 91����� 4#=#<# �� �����
���� �
��&���
 ��� ��
��
 �� ������� ��� ��������� �	��
 μ · ε(AOE) � �#�#�#

?���� (:&:
 � �����
��� ��� ��(�
)� ε1, ε2, ε3, ... ��� ���
�)��� Π1,Π2,Π3, ... �����
�!��
��*

$��
����0 2��
�! ���� ����
� ���&���� ���
 ����
�� �
����
�� ��� �
���������� ����
�
��	 �� ��	����� ��
 � ����� ��� ������� ε

ε′ �&� �����
��� ��������� 0 ��
 09 �� ���
���	�� �� �
��� ���
 � ����
�� ��
 �� ��&��
� ���
 �� ����
�� �	��
 �
�
���
�� ��� >#
9;��� ���� �� �
����&����� ����������� ����� ��� �&�� �
� �� ��	���� ��� �
����
��
���	�� -91����� 4#=#<.� ������+

ε

ε′
=

μ(ρ
2

2
��(2π

μ
))

2μ(ρ
2

2
��(2π

2μ
))

=
��(2π

μ
)

2 ��(π
μ
)
=

2 ��(π
μ
) · ���(π

μ
)

2 ��(π
μ
)

= ���

(
π

μ

)
< 1,

�#�#�#

?���� (:&:� � �����
��� ��� ��(�
)� ε1, ε2, ε3, ... ��� ���
�)��� Π1,Π2,Π3, ... �����
#�������*

Θ

Α

Δ

Η

Ο

Γ

Ζ

Ι

Β

Ε

Σ

ΤΥ

Ρ

,�!�� <=<+ ε(Πi) < ε(PΣTY )
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����0 ,&�$��� �� �� ��	��� 4#>#4 �� ������� ������� ��� ���� �� ���&���� �	��

�
�
���
� ��� ������& ��� ���
������ ��� ��

�
�$���
 ���� �&��� �� ���	�� ρ� �#�#�#

�� �!����� =#<#� ��
 =#<#4 ����$��	*���� ����
 ��� 1�
������ =#>#>� ��
 � �������	�
ε1, ε2, ... ��� ������� ��� ��������� Π1,Π2, ... ���
 �

� 2# �� 2 ���� �
	*���� �� ����'
��� ��� �&����#
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��,!$�� (:&:� /� ��(�
�� �!���
 ������� � ����� πρ2*

$��
����0 ,&�$��� �� ��� �

���� �� ������� ��� �&���� �	��
 �

� ��� ������� ���
�����
������� ��������� Π1,Π2,Π3, ... ��� ���� �� �!��� =#<#> �	��


ε-Πi. F μρ
2

2
��(2π

μ
), ���� μ = 2i+1.

( �����
�� �
��&���
 ���������� ���� �� �

� �� �� �

� ��� ��

���
�� ��� 
�	�� ����'
����� ��� ���� �� �!��� =#�#> �	��


αi = 2μρ ��(π
μ
), ���� μ = 2i+1,

��
� �&�$��� �� ��� �

���� �� �

� ���� �	��
 � ��
	���
�� ��� �&����

A = 2πρ.

( �
��&����� �	��
 ���& ���!+

ε(Πi) = μ
ρ2

2
��

(
2π

μ

)
= ρ

(
μ

2
ρ ��

(
π
μ
2

))
=

(ρ
2

)(
2
μ

2
ρ ��

(
π
μ
2

))
=

(ρ
2

)
αi−1.

( �������	� �
��&���
 ���� ��� ��
 ������ ����
 μ = 2i+1# 2������� μ
2
= 2i# 2��
�! ��

�

� ��� αi �	��
 �� 2πρ � �������	�� �&��� ������*������ �� ��� 91����� =#>#� �	��
 ��

�� �

� ��� ε(Πi) �	��


ρ

2
· (2πρ) = πρ2,

�#�#�#

;'��$�$ (:&:� "���� ��� ��� ��� �� ������� $&� �� ������������ ���� �
�� �!��� �
��� ������ ���� (��� &�% �� ������� �������
 ��(�
�! ����� ���������*

Α

Β Γ

Δ

,�!�� <==+ :��
�����	��� ������& �

�����

���
����0 2��
�! ��� �� �
	���� ����� ��� 	�
� ���� G%� �� ���	���� ������& �� �	��

���	�� ��� ���	�� � ��
�$! �	��
 ���� �����&��
� �����! �������� ��� ��� G%# 1��! �
���� ���� ����	���
 �� ��� ��� �� �&� ����	� -/ ��� ��!��. ��� ���	� � �����������
��� G% �����
 ��� �&��� �#
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;'��$�$ (:&:
 "���� ��� ��� ��� �� ���!���� $&�"*** �� � ���
��� �� ������������
���� �
�� �!��� � �� �������� ���!���� �� � ���
��� ���� ������� ��(�
��*

Α

Β

Γ
Δ

Ε

Χ

,�!�� <=A+ :��
�����	��� ������& ���������

���
����0 )������ ��
 �� ���&���� 0F1G%/### �� � ����
�� ���
 ���
��� ��
	���
�
p ��
 ��� �	��
 �����
��# ���� ���
���� �&� �
����
��� ����
�� ��� ��
��� �#�# �
 G1
��
 12# "��� ��� �
����&���� ������ �� �
	���� 1G2 �� ���
 �
�
���
� ������� ���
�� ���	���
�� �����
������ 
�������� 8G2# 1��
���
������� ��
��� �� 1G2 �� �� 182
��
	������ ���� ���&���� �� � ����
�� ��
 ������� p′ > p� �
���� ������ �$�& ���������
��
 �� p �	��
 �� ���
��� ������� ������� -[M52, σ. 198].#

;'��$�$ (:&:� "������� 
������ �!��� � �� � �����(�
��� ���� ���� �!���� �
�����
����)� �� ��� �*

;'��$�$ (:&:" 2	��� 9 ������ ��� ��������� ��������! ���)��
 ?* "���� ��� �� ������
��� ��� ���������� ��
 9 ��� ��� ���
��� ��
 ���
�)��
 ���!��� �� ��% ���
 � � ������
��
 ������������
 �!���
 ��
 ���
�)��
*

;'��$�$ (:&:& -B�)���� ��
 ��������
. /� ��(�
�� �!���
 ε(κ) ����� � ���� ��������

ε(κ) =
√
ε(Π)ε(Π′) ��
 ��(�
�! ���� ��������������
 ���
�)��
 ? ��� ���� �����
 ��
 ?

���
�)��
 ?2 ��
 �����
 � ���������� ���!��� �� ��� ��������� ��
 �!���
*

;'��$�$ (:&:( 1� ���
#�� ���
�)��
 A1A2...Aν ���(�������� �� �
���� ε ��� ������
B1, B2, ..., Bν * "���� ��� ��� �� ������������ � �� ���!��

B1B2 +B2B3 + ... +Bν−1Bν +BνB1 = 0.

;'��$�$ (:&:� "�
���� �������� ���!���� A1A2...Aν ��� �
���� 13 
�� ��
 ������
 ��
*
	�� α1, ...., αν ����� �� ������ ��
 �������'�� � 13 �� -��� �
����� ��
 ���'����� ���. ���
���
��� ��
 A1A2, ..., AνA1% 
���� ��� ���!��0

���(α1) + ���(α2) + ... + ���(αν) = 0.

;'��$�$ (:&:- "���� ��� ��� ���� ������ 3 �� �������� 
 ��� �� ������ ��������!
���)��
 A1A2...Aν ������������
 �� �!��� ������� � ���!��0

|XA1|2 + |XA2|2 + ... + |XAν |2 = ν(ρ2 + δ2).
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� �
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�
�

���& ��� ������& ��� �&����� ��� ��� �� ��������� ���� �
	������ ��
 �� �������
��� ����� ��$
�*���
 ���� ��� ���	���
��� ��	����
�� ���	�� ��� ����� ��� ��
 �� ���
�&��

ε(AOB) = 1
2
φρ2, -φ �� ���
� ��� ���	�� 1;G �� ���	�
�.#

2
�
�� �
� ��� ���	� 4=@ -��!
��� ��
�$!�. � �&��� �	��
 �� ������� ��� �&���� πρ2#
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� ���
��� 
�
������ ��� ������& ����
��& ����� ��� ���

���� ��� ��� �

���
���� ��
 �
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�
������ ��� ����� -�#>�.+

># 9J�� ���� ���� 	�
� �&��� ! �� 	���� �&����� �
	*��� ����
��&� ����	� �� �� 	�
�
�������#

�# �� ������� ����� ����� ��� �	��
 �� ��
�	������ �&� ����� �	��
 	�� �� �� ��
�
���
��� ������� ��� ������ ��� �&� �����#

4# �� ������� ��� �&���� �	��
 πρ2#
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������ ����� �	��
 ������� �������� �� �
� 
�
������ ��� ���
	���� ���� 0�
��
�$�
�#>� ��
 ����� ���	���
��� ������
�� �
� ������ �� ����� ��� �����# �� ����
� ��� ��'
���
��� ���� ��
��
�$� =#5 �
� �� �!��� ����� 
��&��� ��
 �
� �� ������ ��� ������#
1����
��&���
 ��
 ���
��
 �
� ���
����
� ����
� ������& �������� ��� ��

�������
 ��'
�� ��� ���������� ��� �&���� ��
 ��� ����
��� ������ �� �
�
��� ��

�����
� -:��
�
��� Jordan[BH07, σ. 503].# ; �

���� ���� ����� ��!��
 ���� ��

��! ��� :������
�!�
�������� ��
 ����
�� �� ���	�
� ��� ���!�����# ( ������ ������ �� ���� ���
�	� �

���
��
�
���
 �&��

�� �������
��� ������� ��
 ������� ����&��� �������� ���� ���� ���
������# ;
 
�
������ ��� ������� ��� ��

�
����� ���� 0�
��
�$� 4#> ����$�
����
 ����'
���	 ��
 ���� ���
�� �

��� ��� ��

�������
 ��������
���� ��!���� ��
 ���
 �
��&�����
��
������� ���� �#�# ���! ��� ����

�����
 ��� ������� ��!��#

ε(AOB) < ε(AΔBO) < ε(AΓO).
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α
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Β

Γ

Δ

Ο

,�!�� <=B+ 1�
������� ��� ����
	��
� �������

�� ��&��
� ������� �	��
 ���� ��� ����� 1/G; ��
 � ��
������ 
��&�
 �
� ���� ���	�
� �� 0 < α < π

2
-���
� ��� �� ���	�
�.# 1��
���
������� �� ���� �&���� ��� �	���� ��

������� ��	
����� ���
1

2
ρ2 ��(α) <

1

2
ρ2α <

1

2
ρ2 �$(α),

��� ������
����� �����	 ����

1 <
α

��(α)
<

1

���(α)
.

( ������� ������ �
��
����
�	 �
� ����
�� ������ %���� ��
 4$
*���	# ( �
���

Γ

Ο

Β

Χ
Μηνισκοι

,�!�� <A@+ "���
�� ��!�� ��
 ���	���


�
	*���
 �� �� ��
�� ��� �&���� G8% ��� ��

�����
 �����& ���� ����� G8% ��
 ���
��
�!� ��� �����
 �� ��
� ���# ( ��&��
� �
	*���
 �� �� �� ��
�� ��
�� ���� �&���� ��
���� ����� ��� ��� �����
 [M52, σ. 788]#

;'��$�$ (:(:� -,������� ��
 5�������� -������
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���� $&�* B�)���� ��
� �!���
� �� 
�������
� ��� ���
��� ��
 ����)��
* "���� ��� ����
������� ���
��� ���'����� 
!� �������� ��� ������ �� ��(�
�� ����� �
������ ��� �� ��
��(�
�� ��
 ����)��
*

���
����0 �� �� ���� ������� ε �	��
 	�� �� ��� �
�$�
� �&� �������# �� �
��� �	��
 ��
������� ��� �&� ��
����	�� �� �
����
��� �
� ������� ����
�� ��� 1G%

ε1 =
1

8
π(|AB|2 + |AΓ|2).
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�� ��&��
� �	��
 �� ������� ��� �&� ����
��� �������� ��� ��
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������� ��� �
	*����

��� �
� ������� ����
��# 1� ���������� �� ������� ���� ε2# 0
���������� ��� ε2 ��
������� ��� �

����� ��	
����� ������
� �� ������� ��� ��
����	�� �� �
����
� ���
�����	����� G%# 92����� ��������

ε = ε1 − ε2

= (ε1 +
1

2
|AB||AΓ|)− (ε2 +

1

2
|AB||AΓ|)

= (
1

8
π(|AB|2 + |AΓ|2) + 1

2
|AB||AΓ|)− 1

8
π|BΓ|2

=
1

8
π(|AB|2 + |AΓ|2 − |BΓ|2) + 1

2
|AB||AΓ|

=
1

2
|AB||AΓ|.
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ε = 2ε(ΔΓBH) + 2ε(EHΘ)− ε(ΓEΔZ)

= 2

(
1

2

(
δ2 · π

3

))
+ 2

(
1

2

(
(2δ)2

π

6

))
− δ ·

(√
3

2
δ

)

= δ2
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π −

√
3

2

)
.
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2�	��� �� !��� δ < ρ� ���� � ���	� 1;G �� !��� ��� ��	���� � ��� �

����� 1G% ��

�
�
���
� ��� 1"G� �
��
 �� 
�������� 1;G �� !��� ����� ��� 
�������&� 1"G -0
�����
>#>@#�.# �� ������� �� 	���� ��
 �
� �
� ����� ���	�� G;% ��
 %;1# ,������ �� ��
�
���
�N�N�F|BOΓ|+ |ΓOB|+ |AOΓ| < |BKΓ|+ |ΓKA|+ |AKB| = 2π� ���
 ���	���� �� ���
�������� �#�#�#

Γ

Β
Α

Α∗
Β∗

Γ∗

Ο

,�!�� =4A+ "��� ��
�$!� �
	��
��

.+ ��� ( �������	� �
����� ����������
 ��
 �	� �
	��
�� ���	� ����
	*���
 ��!
�� ���
�
� ��
�� ���# /�� �� �
���
!�� ��
� �������
�
�� ��� �����
��� ���!� ��� 
�
������# 6�
����
��� ������ ��
 � 
������ �

��
��� ���� ��� �
	����� ��� �	��
 ��� ��
� ���������
�� ��� ���������� ����������� ��� �
�� �

��
�� ���� ���� ����� ���� �� ���������# 2��
�	����
 �� �������	�� ���� ����
� �
 �
	��
�� �	��
 	���# ( 
������ ��� ���� ��

�������
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��
 ���� �	� ��
	����� ��� ��� �	��
 �����! � ��&�
��# 1��! �	��
 � ��
	����� ��� ����
���
# � �

��
��# 2�� -��!��'637. �
 �&� �
	��
�� ;1G% ��
 ;1LGL%L ����� ���	���
���
��
�� 	��� ��
 ���	���
��� �	��
�� ��	��� 	���# 3����� ��� �	��
 ������� �� ����������&�
� �	� ���� ���� ���� ���� �� ���������# ��&�� �
��
 �
�$�
��� �
 �
��������
���	 ����#
;
 �&� �
	��
�� �
��&����� ��� �
	� 
������! ���� ��� �
����&����� �
������ ����
������������ ���
 ���� �� ���
�� �
	���� �� ����� �
�$�
��
�� �
��������
���#

α

β
γ

α

β
γ

,�!�� =4?+ 1��	����� �
��������
���� �

��
��

�! %��$ -:
:" ��� ���� ����
��% �� ���� �����
� ��
 
��������� ��� ��� ��� ��� �����
������ ���� �������� ��� ��� � �
�� ��������� ���� �
����*

Α

Β

Γ

Ο

Δ

Ε

Ζ

Η

,�!�� =4B+ 9)�� �

��
��

$��
����0 -[Gla20, σ. 69]. 6��
��� ��� ��	���� ������ �� �	� ���! ��� �

��
��� �#�# ���
;1� ��� �����
 ��� �
	��
� ���� �� �
	���� 1G%# 6��
��� ��
 �� &�� 1/� G2 ��
 %H ���
�

����� 1G%# �� &�� ���� ��������
 ��� �
������
� ( ��� �

����� ��
 � ����	� ;(
����	���
 �� ��� ���$�
����� ���! ��� �

�� ��
�����# 0
�����
� � G2 �	��
 ������ ����
1% ��
 ��&����� ������ ���� ;1� �
� ��
 ������ ��� ��	���� ���� ��� �	��
 � ��
� ;1%
-0
����� A#<#A.# 91
� �� ��	���� ;G2 �	��
 �� �
�
������ ��� ��� ���! ;G ��
 ������
���� �������
 ��
� ;1%# 0�
���
� �� ��	���� ;%H �	��
 �� �
�
������ ��� ��� ���! ;%
��
 ������ ���� �������
 ��
� ;1G# ������ � G% �	��
 ������ ���� 1/ ��
 ��&�����
������ ���� ;1� �
� �	��
 ������ ��� ��	���� ���� ;1( ��
 ������� �� ��	���� G%; ���
�
�
����
 ��� ��� G% �	��
 ��
 ���� ������ ��� ;1( -0
����� ?#>#�.� �#�#�#

;'��$�$ -:
:� "���� ��� �� ���� 
�������!��� �����
� ��� 
��
��� ���� ����
��
 �������
��� ���� �
���� ε% �� ������ ��� ������ �������
� ��� ��� �
��� ��� ����
��
*
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:
 "�
���� ���������)��� ����
��� 13Y 4 -��� �� ����� �
��� ��� �����. ���
������ $%&%� ���� ����� ��� 13% 1Y ��� 14 ����������% 
���� ��� ��� �� ��(�
� ���
����)��� ���!��

ε(OAΓ)2 + ε(OBA)2 + ε(OΓB)2 = ε(ABΓ)2.

b
a

c

y

z

x

Z

Y

X

O

Α

Γ

Β
υΑ

Δ

,�!�� =5@+ 2	��� 0�����
�	�� ���
!����� �
� ������

���
����0 -[Fou05, σ. 102]� P:<�� ���# B=AQ. :� ���� ������
���&� ��� ��!����� 640+

4ε(ABΓ)2 = a2 · υ2A
= a2 · (x2 + |OΔ|2)
= a2 · |OΔ|2 + (y2 + z2) · x2
= 4ε(OBΓ)2 + (y2 · x2) + (z2 · x2)
= 4ε(OBΓ) + 4ε(OAB)2 + 4ε(OAΓ)2.

( ��&��
� 
������ �
��&���
 ��� �� ��
 ��
 � ;/ �	��
 ������� ���� G% -&��� ��� �

�����
;G%.� �
��
 � G% �	��
 ������� ��� &��� 1/ ��� �

����� 1G% ��
 ��&����� �������
���� ;1� �
� -��&�����. ������� ��
 �� ���� ����	� ��� ��
����� ;1/� �#�#�#

;'��$�$ -:
:� � ��� 
��
��� ����
��
 ������� ������ ����� ��� ��� �� ������������
�
��� ����� ������ �����
 � ��� (* E� 
���������� � ����� �
�� ��� ����
��
*
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+�� 1�����$	
� �
,�	$����
 �"��	


/������� ��������� 1G%/### ��

�������� �� ��	���� � ��
 ����	�� ; ����� ��� ��
�����
����&� �����*���� ��!��*�� �� ���
�� ��!�� ��� ���
��
��	��
 ��������� �� ����	� ;
�� �
� ��
�$�� ��� ���������# ;
 ����
�� ��� ��������� ����� ��
 �� ���&�
����
��!���� ;1� ;G� ### �������
 '���	 %$	 ��!��*��	# ;
 ����� ;1� ;G� ### �������

����� ��
 ��!�����!�	 ����	 ��� ��
��	���# �� ���&����� ������
 1��$ %$	
��!��*��	# 9;��� �� ���&���� �	��
 ��
�� � ��
��	�� ������
 ��!%� ��!��*��#
,���� �� ��� �
� (��� �
����
�� �����&�� ��
 �� ��	���� � ��� ��

���
 �� ���&����# ,��

Ο

Α

Β Γ

Δ
Ε

ε

,�!�� =5>+ 0�
��	��

������� �� ��������&�� ������
��
�� �� ��
��� ��
��	���# �� ����	� ; ������
 ��!�2�
%$	 ��!��*��	� �
 ���	�� 1;G� G;%� %;/� ### �������
 ��!�����!�	 ��!�	 ���
��
��	��� ��
 �
 �
	��
�� ���	�� ��� ������	*����
 ��
� ��
�$�� ��� ��������� �������

0!*��!�	 %$	 ��!��*��	#

,�� ����	� ; -��
�$! ��� ��
��	���. �
	*���
 ���
 ������� ��� �

��
��� ��� �����'
*���
 ������!��� ��
*� ! .%�!�� ��
*�# ;
 ���	�� 1;G� G;%� ### -��
 �� ��	����
��� �
� ��

�����. �������
 ;��!�	 %$	 ������!���	 ��
*�	 ��
 �
 ��
����	�� ���
�
� �
	*��� �������
 '���	 %$	 ������!���	 ��
*�	# ( ������

�! ���	� ����'
��
 ��!%� ���� �� ���	���
�� ���&���� ��� �
��&���
 ��� ��	���� ��� �����
 ���� �
�
����� ��� �	��
 ��
��# /&� ������

��� ;1G%###� ;L1LGL%L### ���	�� �������
 ;6��	�
���	���
��� ��
�� ���� �	��
 	��� ��
 ���	���
��� �	��
�� �	��
 ��	��� 	���# ;
 ��
��	���
���
��
��&���
 ��� �	� ������

�! ���	� ��
 ��� ��	���� � ��� �����
 ���� �
� ����� ���#
"
������� �����
! ��� ������

�! ���	� ��
 ������������� �� ��	���� � ���
��
��&��
���

�� ��
��	��� ��� ����� ��� 	�
� ������

�! ���	� ��
 �
 ����
� ���� �	��
 �� ���&����
��� �
	*����
 �� ����� ��� ������

�!� ���	�� ��
 ��� ��
����� �# /&� ��
��	��� ;1G%###
��
 ;L1LGL%L### �������
 ;6��	 ���� �
 ���	���
��� ��
�� ���� �	��
 	��� ��
 �
 ���	���
���
�	��
�� ���� �	��
 ��	��� 	���#

�! %��$ -:�:� ��� ���� �
�� ���
�
��� ����� �� �������� ��� ������ ��� �
�)�
��� ����� ��������� ��
 H�*

$��
����0 ( �����
�� �	��
 ���� ���	� � 	�
� �� ���!� ��� 0
������ ?#�#�# 92��� ��
 �
��
�! ������

�! ���	� ���
 � ��
��# 6��
�&�� ��� ��	���� ������ ��� ������

�! ��

�
	*�� �	� ��
��	�� ;1G%/### #�
� ���	�� ���� ��
�$! ; ��� ��
��	��� -��
��. �
�$����
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����
�!��
 ��� ����� ���
��+

|AOB| = π − |BAO| − |ABO|,
|BOΓ| = π − |ΓBO| − |BΓO|,
|ΓOΔ| = π − |ΔΓO| − |ΓΔO|,

... ... ⇒
|AOB|+ |BOΓ|+ |ΓOΔ|+ ... = (π − |BAO| − |ABO|) + (π − |ΓBO| − |BΓO|) + ...,

= (π − |ABO| − |ΓBO|) + (π − |BΓO| − |ΔΓO) + ...

< (π − |ABΓ|) + (π − |BΓΔ|) + ...

= ν · π − (|ABΓ|+ |BΓΔ|+ |ΓΔE|+ ...)

= 2π.

( ��
������ �
��&���
 �$�
��*����� ��� 0
����� ?#�#> ��
� �

��
��� ��� ��
��	���# (
�������	� 
������ �
��&���
 ��� �� ��
 �� ��
�
��� ��� ���
�� ��� ���
�� ��
��& ��'
������� �� � ����
�� �	��
 (ν − 2)π -0
����� �#>>#>.� �#�#�#�� ��!�� ��� �
��&���
 ���
�
� ������

�! ���	� ��
 ��� ��	���� ��� �����
 ���� �
� ����� ��� ����� ��
 ��� ����
��
������ �
�� �� �
����&���� ��	���� ������
 � ���!$ ��!��*��#

α

β Α

Β

Γ Δ

Ε

Β

Γ Δ

ΕΑ

''

' ' '

,�!�� =5�+ "����
� ��
��	��

�! %��$ -:�:
 �� ���� ����
�� �
����
� �� ���!���� ��
 ���'����� ��� ��� ����������
�
��� ��� ����� �����*

$��
����0 ( �����
�� �	��
 ����� ������
� ��� �
������ ��� 6��! ��� ��
� -0�

���
A#A#>.� �#�#�#
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+� &	��*	$��

Α

Β

Γ

Δ

,�!�� =54+ ���
���
�

�
� ��
��	��� �� �

���
��� ����
� �����*���� 0�%!���!�# �� ���
���
� ���� ��
�
�	��
 �� ������� ��� �

����� ��� ��	����# "��� ���
��� ����	�� ��'��

�������� �� ���
��	���� �
	*�
 ��� ���
���
� ��� ���
 �� ����	� ���� �� ��
�$��#

�! %��$ -:":� 2	��� ������� $&� ��� ������ $C%&C%�C ��� �����
� ��
 ε% ���� )���
�� ���!�
� �� �������

|A∗B| = |BΓ∗|, |Γ∗A| = |AB∗|, |B∗Γ| = |ΓA∗|.

/��� �� ������� ��� �� $C%&C%�C ���������� ���� ���
��� &�%�$%$& �
������
� �� ������
1* 	����� �� �� ������� $C&�% $&C�% $&�C ��������#�!� ����������� ���� ��� &�%�$%$&
��� ���
 �� ���
#�� ��
� $C%&C%�C (����!� ���� ������ � ��
 ε ��� ������ 1% ���� ��
$C%&C%�C �� �
�����
� �� ������ " ��� ' ��� �� ����������� ������
��*
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Β Γ
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Β∗Γ∗

Ο
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κΒ
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ρΒ
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,�!�� =55+ ���
���
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$��
����0 ,�� ��!�� 644 �� ��	���� � �	��
 ���� ��� ��
�
�& ��
 � * �	��
 � ������ ��� �
��� ����	� ;# 9;�
 �
 ����	�� ��� ���$�
����
 �
�
�����
 ��� ��
�� ����	� ; �	��
 ������
�
��� 91������ 4#5#B# :
� ���� �����
�� �
��&���
 ��	��� ��� �� ������� ��
 �
 �
�	� �����
������� ����	�� ����	����� �� ���� 

*
��&� ������ ��� �&���� κA, κB, κΓ �� ����
� ��
�
��
�$�� ��� �

����� ��
 ���	��� �
� ����
�� ��� ����� �

����� ��� �
�
�����
 ��� �����#
�� ; �	��
 �� 

*
�� ����
� ����� ��� �&���� -6��
��� 5#4#>.# ( 
�
����� ��� 

*
��&
����
��� �� ���
 	��� ������
� �� �
�� ���� �
�
� �&������ �
��
��&�
 ���� �
���
�

���
��� / ��	 ��� ����	�� *# 1� ������	����� �� ρA, ρB, ρΓ �
� ���	��� ����� ��� �&����#
���� � 
�
����� ��� 

*
��& ����
�� ����������
 ��


ρ2A − |OA|2 = ρ2B − |OB|2 = ρ2Γ − |OΓ|2.
��&�� ����	��
 ��
 �� �
�����
� �
	���� �� �����	����� ��
 �	� ������ ���	���
�� �
�
(ρA, |OA|), (ρB, |OB|), (ρΓ, |OΓ|), ����� �
� ����� ������� 	���� �
� ���� ��� ��
�$! ���
�����

��� �

����� ��
	 �
� ����
�� ��� 1G% �
 ��
�$�� �� ��������� �� ����	� / ���
*� �#�#�#

.+ ���7� �� ���
���
� 1G%/ ��� ������	*���
 ���� ��� �
����&���� �
����� �� ���

�� ; �� �
����! ��� ��
�$!� ��� / ��	 ��� ��
����� � ��� ��
�� 1G%� �������� �� |OΔ|
�� �	��
 �� &��� ��� ���
����&
�� ��� �� / ��
 ���� �� ��$
�*���
 �� ��� �&���� ��� ;
�� �
�� ����� ���
���!����� ��� ���� �
�
� �&����� (|OΔ|2 = |ρ2A − |OA|2).

.+ ���7
 J��&�
 ��
 �� ���	��
�$� ��� 0
������ ?#5#># 2�� ����	 ���
���
� 1G%/
��
 �
��������� ��� ��
�$! / ��� ��	���� � ��� 1G%� � �
����! ; �� ���
 �
� 
�
������
��� ���$�
����
 ���� �
�����# 92��
 �
 ������� ��� �� ; �
�� �
� ����
�� ��� 1G% ��
��

����� �
� ��
�$�� 1L�GL�%L� ��� �� �
��&���� ���� ������� �
� ��
�����
�� ��
��
���� �!��� ��� ����� /1�/G�/% ��
 �
� ���
�������� ��� ��	���� � ��

��
�$����� �
�
���	���
�� ��
	 �
� ����
�� ��� 1G%# 6� ���
��
����	 ���� ��	���� ��!�� ��
���
� ���
644#
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���)� ���� ������
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;����*���� ��
�
��� �	� ��
��	�� ��� ���	�� -�+. � ���� �	��
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	*���
 ������� ��������
���� ���� ���� ��
 ���� �� ��������� �� ��!���� ���� ���
���
��&� �� ��	���� ��!����
�� �� 	�
� �������#

�� ���
��	� ��� �����&������ ������	*����
 �&���� ��� ���� ��� �����# 92��
 � ���	��
��� ����� �	��
 ρ = |OX|# �� �!��� ��� ����� ��� ����� ����	*���
 �� �� �!��� ���
������

�� |OX| ��� ����� ��
 �� ���
��� ���# 91� ������	����� �� ω = |XOY | �� ���
�
��� ��	����
�� ���	�� ��� ����� �� ���	�
�� ���� �� �!��� ��� ����� �	��
 σ = |XY | = ρ·ω#
1�� ��� ���� ��

� �� 	�
� �!��� σ ���
 ��
 � �&���� � ��� ����� ��� ������ ��� ���	��
� ���	�� 
��&��
 ��

r = ρ ��(
α

2
),

���� � �	��
 �� ���
��� ��� �����# 92��
 �� ������ �����
��

σ = |XY | = ρ · ω = 2πr = 2πρ ��(
α

2
).

1�����
����� ��� ����� �������� ��
 � ���	� � ��� �����&������ ���
����
 ������
��
��
��
 ����� ��� �� ���
��� � ��� ����� -���� �
 ���
!��
� �� ���	�
�.

ω = 2π ��(
α

2
).

,��� ���	��
�$� �
��
���	�� ��� ��������!� ��� ����� ��� ��� ����
�� ����� 8;Y �
���	����� ��� ����� ����	*����� -���������. �
� ���	��� ��� ;8 ��
 ;Y # ; �
���
�

����
��� ���	������ � ��� ����� ��� ��� ���	� � ��� ����� �����	 ���� �&�� ��� �������	��
��	����� �� �
�� �� ��� �	����
 ���� ��� ��������� ��������#�� �
�������� ��
 �������
�
��� ���� ��� �����*���
 ���� $���������� I������# ( 	�
� �
��
���	� �����	 ��
 ���
��������� ��� �����
�� �����# ; ����� ������
 ���
 ���� �!��� �
�� ������

�� 8Y

λ

κ

Ο

Κ

Λ

Χ

Υ

Y

X

Y'

X'

Ο

ω

,�!�� =A=+ 1�������� ��� �����
�� �����

��
 �����	����
 ��� ��	���� ������	*����� ��� ����� ����
��& ������	��# ;
 ������
���	
��� ������� �����& ��� �����
�� ����� ��
 ��� ���	���
��� ��
����� ��!����� �	��

�������
 ��� �
����������# 0�
���
� �	��
 ��
 � ���	��
�$� �
��
���	� ��� ��
����!�
��� �����
�� ����� ��� �� ��	���� ��!��#
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+��� 0<����

O

ρ

ε

X

,�!�� =AA+ ,$�	
�

/������� ����	�� ; ���� ��
� ��
 �!���� 
� �����*���� .2�*!� ��
%!�� � ���
��%*
�	 ! ��� ������

�� ���� ��� ����	�� 8 ��� ��
�� �
� �� ���	� 
��&�


|OX| = ρ.

�� ����	� ��� ��
�� �
� �� ���	� |XO| < ρ �������&� �� ���%�!�� %$	 �2�*!�	#
�� ����	� �
� �� ���	� |OX| > ρ �������&� �� �5�%�!�� %$	 �2�*!�	# :�

���
��� �
� ����
�� ��� ��������� ���� �&��� ���
��&����
 ��
 ���� �$�	
�# 92��
 ������
��� 3�!�� �2�*!�	� ��� �	��
 ��� ���&�
���� ��!�� ��� ���	�� �� ��
� �	��
 ����	�
��� �$�	
��� ��� @����%!� �2�*!�	 ��� �	��
 �	� ��
�! �
�
������ ��� �� ����
� ���
�$�	
��# /&� �$�	
�� �������
 ;6��	 ���� ����� ��� 	�
� ���	��#

�! %��$ -:��:� /� ����� ������ �#����� σ ��� �����
�
 ε% ��
 ��� ������% �����  ����
�!���� ��
 ε  ��� ������ ��
 ε*

O

X

ε

σ

Κ

δ
ρ

,�!�� =A?+ ���! �$�	
�� ��
 ��
�����

$��
����0 �� ���
�	 ��� ������� �	��
 � �������� δ = |OK| ��� ����
�� ; ��� �� ��	����#
1��! �
	*���
 $�
������ ��� ������ ��� �� ; ��� ��	���� ��
 �
	*����� �� ���!� ��
���&�
���� ��!�� ;"� ���� " � �
����! ��� ; ��	 ��� �# )��
���� �
 ��!� �����������
����
�� �� �� �!��� � ��
 ��� ���	�� 
+ ->. �F@� -�. δ �= 0 ��
 δ < ρ� -4. �F
� -5. δ > ρ#

->. ,��� ��
	����� ���! -�F@. �� ��	���� �
�
����
 ��� �� ����
� ; ��� �$�	
��
-"F;. ��
 �� ��
�� ����	� ����	*����
 �� �� ����	� ��� �&���� ����
�� ; ��
 ���	���



!���� ��
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 ��� ��
�����# 92��� ����
�� �&���� ������
 4����%�	 �����	 ��� �$�	
��# "���
��	���� �
�
������ �
� ��� ����
�� ��� �$�	
�� �
	*�
 ���� ��� ���!� ��� �� ���!� ����
����
� �&���#

-�. ,��� ��
	����� ���! -δ < ρ. ���
���� ����	� ��� ��
����� 8 �� ��������
|XK| = √

ρ2 − δ2� �
� �� ���	�� ��� �� 0�����
�
� ���
��� �
��&���
 ��
 |XO| = ρ�
��� ����	��
 ��
 �	��
 ��
 ��	 ��� �$�	
��# :� �� 	�
� ��
��	
��� �������� �&���� ��
 �
�&���� ��� � �� ����
� " ��
 ���	�� r =

√
ρ2 − δ2 ����	*���
 �� ��� ���! ��� ��
�����

��
 ��� �$�	
��# ����
�
 �&���
 �������
 4��!�* ������ ! ������
�	 ������ !
��!���$��� ������ ��� �$�	
��# �� ��
����

��
�� ���� �	��
 ��
 �
��&����� ���
��	���� ��� ������� ��� �$�	
�� ���� ��� �
�
�����
 ��� �� ����
� ���# �� ��
 r < ρ
�
��
�����	 ��� ������	� ����� ����� ��
 ��� ������	� ��� �&���� ��� ��
	������ ->.#

-4. ,��� ��
	����� ���! -�F
. � �������� ��� �� ��	���� 
��&��
 �� ��� ���	�� ��
 ��
" �	��
 ����	� ��� �$�	
��# %
� ���� ���� ����	� 8 ��� ��
����� �� �
	���� 8"; �� �	��

�
�����
� ��� " ��
 � �������! ��� ��� �� ; �	��
 |XO| = √|XK|2 + ρ2 > ρ� �
� ��
����	� ��� ��

�����
 ���� �$�	
�# 92�� ����
� ��	���� ������
 �2��% ��
� ��*����
%$	 �2�*!�	# �� �����
�� ��
�� ����	� " ��� ��
����� ����& �� ��� �$�	
� ������

.$��*� ���2�	 ��� �$��������� ��
����� �� ��� �$�	
�#

-5. ,��� ��
	����� ���! -δ > ρ. � �$�	
� ��
 �� ��	���� ��� ����� ��
�� ����	�� �$�&
�
� ���� ���� ����	� 8 ��� ��
����� �� 
��&�
 |XO| > |XK| > ρ� �#�#�#

� !���� -:��:� +��� �#�������� �����
� ��� �#����� ����� ������ ���� ������ ��� ����
�� ������ ���# � ��
 �� ��� �#����* $�������#�% ���� �����
� ������ ��� ���� �������
��� �#����� ����� �#�������� ��� �#�����*

$��
����0 /�	���� ���� �
����&���� �
����� ��
 ���� |OK| = ρ� �����! � �������� ���
����
�� ��� �� ��	���� 
��&��
 �� ��� ���	�� ��� �$�	
��� ���� �� ��	���� �$������
 ���
�$�	
�� ��
 ���
 ��
�� �� ���!� ���� �� "# 1��	��
�$�� �� �� ��	���� � �	��
 ������ ���
��
� " �
�� ���	��� ;" ��� �$�	
��� ����� ���� �� 0�����
�
� ���
���� ��� �� ����
����	� 8 ��� ��
����� �� ����� |OX| > |OK| = ρ� �
� �� " �� �	��
 �� �����
�� ��
��
����	� ��� � �� ��� �$�	
�� �#�#�#

A

B

O

X Y Z

X' Y' Z'
K

ε

ζ

,�!�� =AB+ ,$�	
� �� ��

��
�$!� ��
����	�� 18G

2	��
 �&���� �� ��&�� ��
 � �$�	
� ��
�����
 ��� ��� ��
�&��
� 18G �� ���	� ��

��
�'
$���� ��
	 ��� �
����
� ��� 1G# �� ����� 8 ��� ����� 1G �
��
�$�
 ���� ��� ��

��
�$!
��� ���
��� �&��� ��� �$�	
��# "��� ���� ����	� 89 ��� ������ �
�$�
��
�� ��� 1 ��
 G�
�
��
�$�
 ��� ��
������ �&���# �� ����	� 1 ��
 G �
	*��� ��� ����� ��

��
�$!� ��
 ��'

������� �����
� �
	*����� ��	��� �	� �
����
� ��� ��
�������� �$�	
��# ;
 �&���
 ���



5�? ����


�� !� ������


�
��
�$��� �� ����	� 89 ��� ����� 18G ��

������
 ���
 �� ��
������ ��	���� �� ���	�
�	��
 ������ ���� �
����
� 1G# �� ����	� 1 ��
 G �	��
 �
 ����
 ���� ����� ��� �&����#
%��
�� �
� ���� �&��� ��

������� �� �
� �$�	
� �����*���� � ���	 %�� ������ ��
��
� ��� �
����
�� ��� �$�	
�� ��� �	��
 ������ ��� ��	���� ��� �&����# /&� ����	� ���
�$�	
�� ��� �	��
 ��
� �
�� �
����
�� ��� �� �����*���� '
%������%!���#

.+ ���7� 1����
��&���
 �� �� ���� ��� "��#���� � ����������-[dC76, σ. 246]. ��
 ����
���� ��
$���
� ��� �$�	
�� � ���������
�� �
���� �����& �&� ����	�� ��� 1 ��
 G �	��

���� �!��� ���� �� ��� ����� 1G ��� �
	*����
 ��	 ��� ���	���� �&���� ��� �
�
����

��� �� 1 ��
 G# 9;��� �� 1 ��
 G ��� �	��
 ���
�
����

��� ���� �� ����	� 1� G ��
 ;� ����
; �� ����
� ��� �$�	
��� ��� �	��
 ����
���
��# ;
	*��� ������� ���� �� �
	� ����	� ���
��

��� ��	���� 1;G ��� �� ��

���
 ��
 ��� ��

��� ���
��� �&��� ��� ��

���
 �� 1 ��

G# 2�� ��
�
�����
 �� �
��&���� ��
 ����� ��� ��
$���	�� ��� �$�	
��� ���� � ���������
��

O

A B

,�!�� =?@+ :��
���� �&���� �

*������ ��� �� 1�G

�
���� �����& ��� 1 ��
 G �	��
 �� ���&�
���� ��!�� 1G# 1� ���� ��� ��
�
�����
 � ������
��� ��� ��
$���
� ��� �$�	
��� ���� � �������� ���
�&���� ��	 ��� ��
$���	��� ����	*���
�
���� ���$�
� �� �� �!��� ���� �� ��� ����� ��� ���	���� �&���� ��� �
	*���
 ��� �� 1
��
 G# 1��� �����	��
 �#�# ��	 �!�� ��� �	��
 ���� �
�����
�� �$�	
�# ;
 ���������
��
���&��
� �����& �&� ����	�� 1 ��
 G ��� ������& �	��
 ���� �!��� ���	���� �&���� ���
�
	*���
 ��� �� 1� G ��
 �� ����
� ; ��� ���# 9;��� �� 1 ��
 G �	��
 ���
�
����

��� ����
��� �� ��	���� ��� ��

����� �� 1 ��
 G �
�
�����
 ��� �� ����
� ��� �$�	
��# "��� ���
����
� ��	���� �
	*�
 ��
 ��� ���
��� �&��� ��
 � ���������
�� �
���� �����& ��� 1 ��
 G�
�� ���!� ��� ��
	������ ��� �	��
 �����
���# ;��
��!���� ��
�&��
� ���� ���	���� �&����
�
� ��� 1�G �	��
 ��� ���������
� �
��
��! �����& ��� 1 ��
 G#

1� ���

������ ���!� ��� ��
	����� ��� ���
�
����

��� ����	��� ���
��
 �
� ���
�'
���� �����& ��� ���	���� �&���� ��� �$�	
�� ��
 ��� ����
�� ��� ��
�����# 9;��� ��

��� ��	����� ���
 ��
 ���� �$�	
�� �
� ���� *�&��� -�� ���
�
����

���. ����	�� 1 ��
 G
���
��
 ���� ��

��� ���
���� �&���� ��� �
�
����
 ��� ����# �� ���&�
���� ��!����
��� ��
����� ���
���
��&� �� ���� ���	���� �&����� �� ���	� �����
�&� �
� ���������
��
�������
� �����& ����	�� ��� �$�	
��#

;'��$�$ -:��:� "���� ��� �� ���������� �����
� ���
 � $& ��� �#����� 
�������� ���
�� ������ ���*

���
����0 0
�$����� �$�& �� ���������� ��	����� �	��
 � ������

��� ����� ��� ����	��
��� 
�������� ��� �� ��
� 1�G ��� ��
�!� ��
 �� ����
� ; ��� �$�	
�� ���
 ���!� ���

�
�����#
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;'��$�$ -:��:
 "���� ��� �� ���� ������ ��� ���
)� ��� �#����� ����������� �� ����
��
� ��
 
�������� ��� �� ������ ��� �#�����*

���
����0 6��
��� �	� ��� �
� ��
������� ��
���� ��� 1G ��
 �� ���������� ��	���� ���
�# 1���� ���� ��� �
����&���� ������ �� ��
�� ��� �� ����
� ; ��� �$�	
��# :
� ����
��
������ ��� 1G ��
�! %/ �� �	��
 ��	��� ������ ��� � -0
����� A#<#4.# 2�������� ��
: �� ����	� ���!� ��� %/ �� �� �� � ;: ��� ��

�����
 ��� � �� �	��
 ������ ���� %/�
�
� �� : �� �	��
 �� ����� ���� �$�& �� ;%/ �	��
 
��������#

;'��$�$ -:��:� "���� ��� ��� ���� ������ $%& ��� � ��� �#����� � �
���� � ������ ���
�����
� ��
 ����)��
 $&� ��� ������ ��
 ��������������
 �!���
 ��
 
�������� ��� ��
������ ��� �#����� ��� � ��������������� �!���� ��
 ����)��
 ���������� ���� �#����*

;'��$�$ -:��:" "���� ��� ��������� �����
� ��
 �����
� ��� �#���� σ ���'�
� �!���
�
��� ������ �� ������ ����� �� �
���� ������ ��� ��������� �
�� �����
�*

:
� ����	� ��� ���
 ��� ��

��� ��
�� ����	� �� ��� �$�	
� ������
 �2��% ��
$ %$	
�2�*!�	# �� ��
�� ����	� ��� �$��������� �� ��� �$�	
� ������
 .$��*� ���2�	 ���
�$��������� �� ��� �$�	
�#

�! %��$ -:��:
 ,�� �
���� ε ����� �#�������� ��� �#����� � ���� ��� �����% ���� �����
������ ��� ���� ���� ������� ��� �#�����*

Ο

Ρ
ε

κ

,�!�� =?>+ 2���	� �$�������� ���� �$�	
�

$��
����0 ( ����	� � ��
 �� ����
� ; ��� �$�	
�� �
	*��� ��	���� � ��� �����
 ��� �$�	
�
���� ���
��� �&��� �# 1� � �$�	
� ��
 � ����	� ����� ��� ��
�� ����	�� ���� ��
 � �&����
� ��
 � ����	� ����� ��� ��
�� ����	�� �
� �$�������
 ��
 � ����	� �	��
 ������ ��� ��
�
���	��� ��� �&����� ��� �	��
 ��
 ���	�� ��� �$�	
�� -0
����� �#�#�.# 1��	��
�$�� �� �
����	� � �	��
 ������ ��� ��
� ���	��� ��� �$�	
��� �� �	��
 ������ ��
 ��� ��
� ���	���
��� �� ������� �� ���
 ��� ��
�� ����	� �� ������ �
� ��
 �� ��� �$�	
�� �#�#�#

� !���� -:��:
 ,�� �
���� ε ����� �#�������� ��� �#����� σ ��� ������ 9 ���� ���
�����% ���� 
�������� ��� �� 9 ��� ���������� ��� �#�������� �����
� ��� �#����� ��� 9*

�! %��$ -:��:� ��� ���� ������ $ ����� �#����� 1-�.% �� �#��������� ��� �� $ ����
��� �#���� ����� ���� �����! ��
� ��� �������'�
� �)�� ��
 ���� ����� �� ��� �#���� ���
����� �!��� �
� �% �� �����
� ��
 �����
 ����� ������ ���� ����� ��
 �)��
* /� ������
�
��! ��
 �!���
 �
������
� �� �� ������ ���# � ��� �#��������� �� ��� �#����*
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Α
Ο Β

Γ

,�!�� =?�+ 2$��������� ����� �$�	
�� ��� ����	� ����� ���!�

$��
����0 6��
��� �� ��	���� � ��� �
	*���
 ��� ��� ����	� ;1 ��
 �	� �$�������� 1%
��� �� 1# �� ��	���� ���� �����
 ��� �$�	
� ���� ���
��� �&��� �� ��� ���	� � 1% ���

��� ��
�� ����	�� �
� �	��
 �$�������� ����&# �� �
	���� ;%1 �	��
 ������� �
�����
��
�����
���� ��� �
�
�!� ����� ��� �� �$�& ���
 ������� ��� 	�
� �����	����� ;1 ��
 ������
;% �� �� 	�
� �!��� |OΓ| = ρ# ,�������
 ��
 � �������� δ = |ΓB| ��� % ��� ��� ������
��� 
��&��
 �� �� &��� ����& ��� �
�����	�� �

������ �	��
 �����
� ��
 �����
���� ���
��
����� �# ,������ �� ����	� ���$!�� ���� �� %� ��

������
 ���� �
�
� �&��� �� ����
�
G ��
 ���	�� �# ( ���	�� � ��� �
�
�& �&���� ������	*���
 �&���� ��� �� ���
� �
	����
;G% ��
 ;%1+

δ

ρ
=

|BΓ|
|OΓ| =

|AΓ|
|OA| =

√
x2 − ρ2

x
⇒ δ =

ρ
√
x2 − ρ2

x
,

���� x = |OA|� �#�#�#

; ����� ��� ����$��	*�
 � �
����&���� �
����� ������
 �2��% ��
�	 �,
�	 ���
�$�	
�� ��� �� ����	� 1# 9;��� �� ����	� 1 ������
&����
 ��� ���

�� �
 �$��������� ���
���� ��	���� �� �	���� ��
������� ��
 ��� �

� �
	*���
 �
� -���

� ����
������. ���
�'
�

�! ��
$���
� ��� �$������
 ��� �����# ��� &��
�� ���!� ��� ��
$���
�� ����$��	*�
 �
������� �
�����#

ε
ζ

Ο

Χ

,�!�� =?4+ 2$��������� �&�
��
�� �$�	
��
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�! %��$ -:��:" "������� �#����� 1-�. ��� �
����� ' 
������ �!���
��� �#���������
��� �#����� �� ���������� ���������� ��� '* /� ������ ���# � ��
 �
���
��
 ��� ���
�#����� �
������
� �� ������� �!���% �� �����
� ε ��
 �����
 ����� ������ ���� '*

$��
����0 6��
��� �� ��	���� � �� ������ ���� * ��
 �
�
������ ��� �� ����
� ; ���
�$�	
��# �� ��	���� ���� �����
 ��� �$�	
� ���� ���
��� �&��� �# ;
 ����	�� �
 ��
�������
��� �
�
������� ��� ����	� Y ��� � �	��
 �$��������� ��� �$�	
��# ��&�� �
��
 �	��

������� ��� ��
� ��� ���	��� ;Y ��� �$�	
��# 0�
����� ������� ����� �
 ����	�� -���

�
����
������. ���
��

�! ��
$���
� �$�������� ��� �$�	
�� ���� �!��� ��� �&���� �� �#�#�#

Α

Β Γ

Ο

Δ

υ

ω

,�!�� =?5+ ,$�	
� �����
������ �� ����

;'��$�$ -:��:& &��� ��� ������ ��� �#����� ��
 �����#���� �� �)�� !@�
� 
 ��� ������
�*

���
����0 ( *���&���� ���	�� ������	*���
 ��� �� ��	���� ��!�� ��� ��������
 ��	����
�
�
������ ��� ��� ����� ��� �����# 1��� �����
 ��� ���� ���� ��� 
�������� 1G% ��

��� �$�	
� ���� ���
��� �&��� ��� �	��
 ������
��� � �����
������� �&���� ��� �

�����#
( ���	�� ��� �����
������� �&���� ��� �

����� ������	*���
 -0
����� <#=#�.+

ρ =
υ ��

(
ω
2

)
1 + ��

(
ω
2

) .
;'��$�$ -:��:( "���� ��� ���� ������
�� ���� ������������ �#����% 
���
 �#���� ��

�#������� ��� ��� �������� �
�)� ��
* "���� ��� � ���� ��
 ������
 ���# � ��� �#�����
�
� � �� ��� �
�� $&�% ������'���� ��� ��� 
��
��� ��
 ��� ��
� �
�� ����� � $&�*

���
����0 6��
��� �� �
	� �
������&��� ��	���� ��� �
��
�� -��� �����. 1G� G% ��
 %1#
�� �
	� ���� ��	���� ��������
 �� ��� ����	� ;� �� ���	� ���
 	��� ��������
� ��� ���
���� 1G% ����� ��
 ���� �
� ����� ��
�� ��� ���
��
��# 91
� � �$�	
� �� ����
� ; ��

���	�� |OZ| ���� H � �
����! ��� ; ��� 1G%� �$������
 ���� ��� ��
�� ��� ���
���
��#
1��� �����
��&�
 ��� &��
�� ��� �$�	
��# %
� ��� ����

��� ��� H ��
��!
��� ��
� ���
2 � �
����! ��� ; ���� ��
� /1G� ���� �� ��	���� � ��� ��

���
 �� ;� H ��
 2 �����

��� ���! 1G ������ ��
 �
	*�
 ��� ���	� 2(H� ��� ���	�� �� ���
� �	��
 ��
 �� ���
� ���
�
��
�� 1G ��� ���
���
��# 1��� �
��
 �� ��	���� � ��

���
 �&� -��&�����. ������� �
��
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Δ

Α

Β

Γ

Ο
Ε

Ζ

Θ
Η

Ι

,�!�� =?<+ 2����
������ �$�	
� ���
���
��

��� 1G+ �
� ;2 ��
 ;H# ,�������
 ��
 � γ = |EHZ| �	��
 �� ���
� ��� �
��
�� 1G# 2�	����
�� 
 ������	*�
 ��� ���	�� ��� �$�	
��� ����

�$
(γ
2

)
=

r

|HZ| ⇒ |HZ| = r · �$
(γ
2

)
.

,�������
 ��
 �
 ��������
� ��� ����	�� ���$!� H ��� �����
������� �$�	
�� �� ��� ��
�
1G%� ��� �
� ����
�� ��� �

����� 1G%� 
������
�&� �
�

|ZH| = r · �$
(γ
2

)
, |ZΘ| = r · �$

(α
2

)
, |ZI| = r · �$

(
β

2

)
,

���� �� �� � �� ���
� ��� �
��
�� G%� %1 ��
 1G ���
���	���#

;'��$�$ -:��:� "���� ��� ��� ���� ����
�� ����� 
������ ����� �
������ �)��� ��

�#������� ��� �
�)� ���*

Ο

Σ

Χ

Υ

ΖΤ
κ

σ

Α

Β

Γ

,�!�� =?=+ "�������! �����
������� ����� �

��
��

���
����0 "������&��� �$�	
� �-,�
. �����
������ ���� ���
�! ��
$���
�� �����! �$�'
������� ��
 ��� �

�� ��
�� ���# �� ����	� ���$!� 8�Y �H ��� �$�	
�� �� �
� ��
�� ���
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��
�� �
	*��� ��� ��	���� � ��� �����
 ��� �$�	
� ���� �&��� �# �� ���&�
���� ��!'
���� ,8�,Y �,H �	��
 ���	��� ��� �$�	
�� �
� 	�� �����& ����# �� �
	���� ,8;� ,Y ;�
,H;� ���� ; � ��
�$! ��� �

��
��� �	��
 	�� �
�����
� �
��
 ����� ��� 	�
� �����	�����
,; ��
 	��� �
� ������� ����
�� ,8�,Y �,H# 2������� �� &�� ����� ��� �

����� ��� ��
8�Y �H �
�� ��� ��
�! �����	����� ,; �� �
	*��� �� 	�
� 	���� � ��	 ��� ,;# 2�������
�� ��	���� � ��� 8�Y �H �� �	��
 ������ ���� ,; �� �����
 ��� �$�	
� ���� ��� �&��� �
�� ���	�� |TX| = |TY | = |TZ| ��
 ��� �
	��
� ���� �
	���� 1G%� ��� ���	�� � �&���� �
�	��
 � �����
�������# ( ���
�! ��
$���
� ��� ��
�����
 ��� ��� �&��� � ��
 ��� ��
�$!
; ��� �

��
�� �	��
 � *���&����#

;'��$�$ -:��:- &���� ��
 ������
����
 �� ����� -686. 
���� ��� -60. �� 13%1Y %14
����� ���������� ������� ���� &�%�$%$&% -H0. �� �����
� 13�%1Y 3%14� ����� ����������
������ ���� &�%�$%$& ��� -:0. ��� � ������ Y �4% 4�3% 3�Y ����� ���������� ��������
��������� ��� 
��
��
 1$%1&%1�*

.+ ���7
 ( �
����&���� ������ ��	���
 ��� �
��� �� ��� ���	� ���������*����
 �

�
	��
�� ���	�� ��� ����� �����
������ ���� �� ����� ���
��� �# �� ���
��� ��� �����
�
���
�
	*���
 ��� ��� ���� � ��� ���	��� 
 ��� ����� �
�� �� &��� �

�$(
ω

2
) = λ =

ρ

υ
.

1
��	 ��
��� �� ��
���� ��� �&��� �-��
. �� ����	
��� ���	�� ��
 �
	� ����	� 8�Y �H �� 

Τ

Α

Β

Γ
κ

Χ

ΥΖ

Ο1

Ο2Ο3

ρ

υ

,�!�� =?A+ "�������! �

��
��

����&# ,�� ����	� ���� $�
����� ���	���
�� �
� �$��������� G%�%1�1G ��
 ������	*����
�� �
	���� 1G%# "����
� �
�����	����� �
� �8��Y ��H ���� �F�
 ��
 �
	*���� ���	���
��
�� ����	� O1, O2, O3# ( �
	��
�� �
��&���
 ��

��
�$����� �� �
	���� G%O1�%1O2�1GO3

���	���
�� ��
	 �
� G%�%1�1G ��� ���� �� O1, O2, O3 ��������� �� ����	� ; ��� �������
��� ��	���� 1G% ��� ����	� �#

;'��$�$ -:��:) "���� ��� � ��� 
!� 
��#������)� ���������� �#���)� �����  �!����
 ��� ������* E� 
���� ��� �������� ��� ���� �
�� �� ��� � 
!� �#���)� 1-�. ��� 12-�2.
�
���� ��� ��� ������� � ��� �2 ��� ��� ��������� ��� ������� ��
� |OO′|*
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+��� 0<�����* �
,�	$��

Ο

Α

Β

Γ

Δ

Με

σ

Κ

,�!�� =??+ 0�

���
������ �$�	
� ���
���
��

�! %��$ -:�
:� /������ �� �
������
� ������ ���'�
� ����� ����� ��� �#���� ��

�� ��������*

$��
����0 �� �����
� ����	� �
	*��� ��� ���
���
� 1G%/# 6��
��� �� ����
� " ���
��

���
������� �&���� ��� ��
�� 1G% ��� ���
���
��# �� ����	� ��� ����	�� "; ���
�	��
 ������ ��� ��	���� ��� 1G% ��
 �
�
����
 ��� �� " 
�������� ��� �� 1�G ��
 %# 1��
��� ���� ��

� �� ���������� ��	���� � �� �	� ��� �
� ����� ��� �
�
�����
 ��� �� / �#�#
��� /1 �����
 ��� ";# ��&�� ���� ��� �������� ��
 �� 5 ����	� 1�G�% ��
 / ��� �	��

�����	����# 1� �� � ��� ������ ��� ";� ���� �� !��� ��
������ �
�� ���!� �
� ��
 ����
������ ��� ��	���� ��� 1G%� ������� ��
 � 1/ �� !��� ����	� ��� ��
����� ��� 1G%�
���	���� �� ��� �������# �� ����	� ���!� -;. ��� � ��
 ��� "; ���
 ��� 
�
�����

|OΔ| = |OA| = |OB| = |OΓ| = ρ,

�
� �	��
 ���� �$�	
� ����
�� ; ��
 ���	��� 
� �#�#�#

� !���� -:�
:� 1� ���
#�� ������
��
 ����������� �� �#����*

( �$�	
� ��� ����$��	*�
 �� �
����&���� ��

��� ������
 ��!����!����
$ �2�*!�
%�� %�%!���!��# 0��&��
� �� ��

�����
�� ��� 5 ��
�� ��� ����� �� ����
 ��

���
��'
���� �$�	
�# 1� ������ ���� �� �����*���� .2��!��� ������!� ��
 ��� �$�	
� ���
��
�� ��� ���� �
� ��
�$�� ���� �����*���� ��!����!����
$ �2�*!�# ,���� ����
���� ��
 �� ���&��
� �	��
 ���!�B��� �� �2�*!�#

;'��$�$ -:�
:� "���� ��� ��� �������������
� �����#���� �� �#���� ���� ��� �����%
���� ����� �����)���*

;'��$�$ -:�
:
 "���� ��� ��� �
����
� �����#���� �� �#���� ���� ��� �����% ���� �
(��� ��� ����� ���!���� �����@��� �� �!���*

;'��$�$ -:�
:� "���� ��� ��� ���� ������ �����#���� �� �#���� ���� ��� �����% ���� �
(��� ��
 ����� ���!���� �����@��� �� �!���*
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;'��$�$ -:�
:" "���� ��� ��� ����(� ������ �����#���� �� �#���� ���� ��� �����% ����
�� (����� ��
 ����� ���!���� �����@��� �� �!��� ��� �� 
�������!� �����
� ε ��� (���)�
��
 ����� ������ ���� �������
��� ����� ��
*

α

β

ε

,�!�� =?B+ "����� �
	��� �����
������ �� �$�	
�

;'��$�$ -:�
:& E� �������
����� �#���� 
������� ������� � ����� �� 
�������� ��� ����

������ ������* E� ��������� ���� �� ���(���� ���� �!��*

;'��$�$ -:�
:( E� �������
����� �#���� 
������� ������� � ����� �� 
�������� ��� 
!�

������ ������ ��� �� �#������� 
������� �����
�
* E� ��������� ���� �� ���(���� ����
�!��*

;'��$�$ -:�
:� E� �������
����� �#���� 
������� ������� � ����� �� 
�������� ��� ���

���� ������ ��� �� �#������� 
!� 
������� �����
��* E� ��������� ���� �� ���(���� ����
�!��*

;'��$�$ -:�
:- "�
���� �����
� ε% �
���� �% �� ����������� �� �
�� ��� ������ $ �����
��� ε ��� �* E� (����� ������ & ��� ��� � �� ����� �� �������� ��� �� $ ��� �� �����
� ε*

���
����0 6��
��� �� ��	���� * �� ������ ���� � ��
 �
�
������ ��� �� 1# 92��� " ��
����	� ���!� ��� * �� ��� �# 6��
��� ��
 �� ��	���� �� �� ��

���� ��� ����	� � ��
 ������
��� ε# 92��� � � ����	�'���! ��� � ��
 ε -� � �	��
 � �
����! ��� � ��� ε.# ; �&����
�-"�|KA|. ��
 �� ��	���� � ��������
 �� �&� ����	� % ��
 /# �� �
������ �������
 ���
�
������ ��� ��
����� �+ M� �
���	 ����	� G ��	 ��� � 
������� ��� �� % -! /. ��
 ���
����	� � -91����� 5#A#4.#

;'��$�$ -:�
:) "�
����� ���� �� �
��
������ ������ $%&%� ��� �����
� ε �� ��������
�
��* E� (����� �#���� 
��������� ��� �� ���� ������ ��� �#�������� ��
 �����
�
 ε*

���
����0 �� �
������ �������
 ��� �
����&����� ���
����� ��� �&��� � ��� �
�
����

��� �� �
	� ����	� ��
 ��� ����	� � ��� ������ ��� ��	���� 1G% ��� ����
� ��� �#
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,�!�� =B@+ ,$�	
� ��
 �	��
��

/&� ��	���� � ��
 � �
�
������ ��� �� ����
� ; �$�	
�� σ ��������
 ���� �	� �
����
� ��'
�!� 1G# �� ��	���� ���� ���������� ��� ��� �$�	
� ��
 �&� ���
����� �&����� ���	���
��
� ��
 �# �� ��	���� ���� �
	*��� ��	��� �����

� �	��
�� ���	�� �� ���! ��� 1G# ( ���	�
�
�� �� ��� �
��
�� �
	*���
 ��� ��� ��	���� ���	� ��� ������	*���
 ��	 ��
����� * ���
�
�
����
 ��� �� ; ��
 �	��
 ������ ���� �
����
� 1G# �� ��	���� ���� �	��
 ��
������
��� �$��������� ��
����� ��� 1 ��
 G -0�

��� ?#>>#>.# 1��� ����������
 ��
 � ���	�
��� �
��
�� ω = XOY �	��
 	�� �� ��� ���	���
�� ���	� ��� ������	*��� �
 �$���������
��� �&���� � ��
 � ��� ����	� 1 ��
 G# %��
��� �&� ���
���
 �&���
 � ��
 � �
	*����

���	���
�� ��� ��	���� ��� �
�
�����
 ��� �� ����
� ��� �$�	
�� �������� ��������
 ����
�
����
� ���!� 1G# ��� ���	� ��� ������	*��� �
 �$��������� ����� ��� �&���� ��� 1
��
 G �����*���� >�
*� %�
 ���*�%�
 �����
#
;'%!��%� ;����*���� �� ��!�� ��� �$�	
�� ��� ��

���������
 �����& ��� ��
�� �
��
�
��
�� ���	��� ��� ���	�� � ���! �	��
 �
����
�� ��� �$�	
��# ( ���	� ��� �
��
�� ������

>�
*� %$	 �%!��%��# /&� ��
����
 �������
 ;6��	 ���� �
 ���	��� ��� �$�

�� ���
�
� ��

����� �	��
 	��� ��
 �
 ���	�� ���� �	��
 ��	��� 	���#

�! %��$ -:��:� � ����� ���� 
��
��
 ��
 �������'���� ��� �� �����
� � ��� ( ���!���
�� ��� ����� ��� �#����� � �������
 ��
 �
� ��������� ��� �#���� ��
 ���� �� ������ ���
��� ��� ��� � $& ��� 
��
��
* 	������� � ����� �
� ���!��� �� ��� ����� ��� ��������
�!���� ��
 ���'����� ��� �� 
!� �����
�*

;'��$�$ -:��:� ?���� �#������� �������
� ���'�
� ���� �����
� ��� 
!� �� ��
��'�����
��� 
��������� ��� �� ������ ��� �#�����;

;'��$�$ -:��:
 $�� 
������ �
���� ��
 
�� ������ ��� �#���� #��� �����
� �#��������
�
� �*

���
����0 6��
��� �� ��	���� � ��� �
�
����
 ��� �� ����
� ��� �$�	
�� ��
 �	��
 ������
���� ����	�� ����	�# 92��� � � ���
���� �&���� ���� ��� ���	�� �� � �����
 ��� �$�	
�
��
 D �� ����	� ���!� ��� � �� ��� ����	�� ����	�# 6��
��� �
� �$��������� η1, η2 ��� ��
D �
�� ��� � ��
 �� �&� ��	���� ��� ������ ���� ��

���
 ��� ����	�� ����	� ��
 �	� ���
�
� η1, η2#
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Α

Β

Γ
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β∗

γ∗
φ

χ

ψ

σ

αβ
γ

Χ

Υ

Ζ

,�!�� =B>+ ,$�	
� ��
 �
	��
��

������������ ��� ��
�$! �
�� �

��
�� ��� ����
� ; �
�� �$�	
�� ��	
����� ��	 ���
�$�	
�� ��� ��!�� ��� ���	*�
 �� �
	���� ��� ��
����� ��
 ������
 .2��!�� %!*��
�#
�� ��!�� �������	��
 ��� ���� ���	���� �&���� ��� ���������� ��	 ��� �$�	
�� �
 ��
��
��� �

��
��# �� �!��� ����� ��� ����� ��������
 �� �� ���
� ��� ��
�� ��� �

��
��#
1� �
 ��
�� ��� �

��
�� ����� ���
� ���	���
�� ��� ��
 � -�� ���	�
�.� ���� �� �!�� ���
����� ����� �	��
 ���	���
��

α∗ = αρ, β∗ = βρ, γ∗ = γρ,

���� 
 � ���	�� ��� �$�	
��# �� ���� ���� �����*����
 ����!�	 %�� �2��!���� %!�7
�,
��# �� �!�� ���� �������
 4��$ %�
 ����!,
 %�� �2��!���� %!��,
��#
�� ��
� ���� 1�G ��
 % �	��
 �� ��
�� ����	� ��� �$�	
�� ��
 ��� ����� ��� �

��
��
��
 �������
 ��!�2�	 %�� �2��!���� %!��,
��# 1�� ��� �
����&���� ��
��
�$�
��
���� ��
 �
 �	��
�� ���	�� ��� �

��
�� $�� ��
 � ������	*����
 ���	���
�� ��
� ��
�'
$�� 1� G ��
 % ��� �
� �$��������� ���	 ��� ���	���� �&���� ��� �
	*��� �
 ��
�� ���
�

��
��# ;
 ���	�� ����� �����*����
 >�
*�	 %�� �2��!���� %!��,
��# /&� �$�
'


�� �
	���� 1G% ��
 1LGL%L �������
 ;6�� ���� ����� 	��� ���	���
��� ����
�� ��
 	���
���	��# ( ������	� �
�� �� �
	���� ��� ��
����� �	��
 �
�$��!�# 0����� �
�����
� ���
��
�������
	�� ��� �$�
�&� �� 
�
������ �

����� ����$�
����
 ��
 ��� �$�


�� �
	����#
)��
���� ������ ��
 �
�$�
��� ����
�� ��� �
� ���	�� �� ��&�� ��
� �������� ��
��
�'
$���# ( �
����&���� ���
���	�
�� �����& �

��
�� ��
 �$�


��� �

����� ��	���
 ��

���� 
�
����� ��� �

��
�� ����$
�*���
 �� 
�
����� ��� �$�


��� �

����� ��
 ��&���'
�
�� ���� 
�
����� ��� �$�


��� �

����� ����$
�*���
 �� �
� 
�
����� ��� �

��
��# 92��
��	��� ����& ��� ������
���& �	��
 � ������� �
�����#

�! %��$ -:�":� +��� �#������ ������� �#����� σ �����#���� �� �!��� �����������
���� σ*

$��
����0 92��� �� �$�


�� �
	���� ;1G% ��
 �� ������	*���� �� �� 	�
� �
������ ���
���	���
�� �
	��
� ���	�# ,��� 0
����� ?#B#= ���������*���
 � ��

���
������� �����



54? ����


�� !� ������


ΒO

φ
χ

σ

Γ

Α

κ

,�!�� =B�+ 0�

���
������� �&���� �$�


��& �

�����

��� �

��
�� ���	�� ;1G% �� ���� ��� ��

���
������ �&��� � ��� �

����� 1G%# ��
����	� ����& ��� �&���� ������� ��� �� ; �!� 	�
� �������� ��� ������� ��
 �� 1�G ��

%� �
� �	��
 ��	 ��� �$�	
�� σ� �#�#�#

;'��$�$ -:�":� "���� ��� � ��� �#����� ��� ����! �
�����! �)��
 �� ���
# ���
������ ��� �#����� ����� ���������� �!���� ��� �#�����*

.+ ���7� 9;��� �
 �
	��
�� ���
 ��
 �
 ������

��� ���	��� -0�
��
�$�� ?#4. ���������'
��� ��� ��
�$! ���� ��� ����
� ; �
�� �$�	
��� �
	*���� ���� ��� ����� ��� ��
�� ����
�� ��� �$�	
�� ��� .2��!�� ������
�� �����! ��� ��!�� ���� �$�	
� ��� ��

�
	*�'
��
 ��� �
����
�� ���� ���	���� �&����# 1��� �	��
 �� ������� ��� ��������� ���� ����
��
$���
� ��� �$�	
��# 9;��� ��
 ��
� �
	��
�� ���
 ��
 ��
� ������

��� ���	�� ���
�&��
�� �
��
����
!����� ���!� ��� ���
���
��	� �
� �� �����!����� 
�
������ ��� �$�


���
��������� ��������� ��� �� ���	���
��� 
�
������ ��� ������

��� ���
��# 0�

�����
�
�
� �� ���
�$�
���� ���� ��!���� ��� �$�	
�� �� ��&�� ���� 0�
��
�$� B#4# ( �������
�
����� ��	���
 ��� ���
�����
 �
 �	��
�� ���	�� �
�� �

��
�� ��� �
� ��
�� ���# ,���
������� ��
��
�$� �� ��&�� -0
����� ?#><#4. ��
 ��
 ���	��
�$� �
 ��
�� �
���
�
	*����

��!
�� ��� �
� �	��
�� ��� �

��
��#

�! %��$ -:�":
 2	��� ����
��� ����� 1$&� �� �
��� �G&1�% (G�1$% �G$1& ���

��
��� ������ #-1$.% �-1&.% @-1�. -����� ���������� � ����������� ��� .* /��� ���!��

���(α) = ���(β) ���(γ) + ��(β) ��(γ) ���(φ).

$��
����0 %
� ��� �����
�� ��������&�� ��� �
	��
� �� ��� ��
�$! ��� ; ��� ����
�
�$�	
�� σ ���	��� 
 ��
 ��	
����� �� 1�G�% �� �	��
 �� ����	� ���!� ��� ����� ��� �� ���
�$�	
�# 2�	��� ���
�&�� �� �$������� ��	���� � ��� �$�	
�� ��� ����	� 1# 92��� ��
 �

;G ��
 ;% ������� �� � ���	���
�� ��� / ��
 2 -��� ����&���
� ��
	����� ��� ���� ���
�����	��
 �� ���������� ��
�����.# 2$�
��*���� ��� �
	���� ;/2 ��
 1/2 ��� �&��
��� �����
�����
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�� ���
��� �����
�����

|EΔ|2 = |OE|2 + |OΔ|2 − 2|OE||OΔ| ���(α)

|OE| =
ρ

���(β)
, |OΔ| = ρ

���(γ)
, ⇒

|EΔ|2 = ρ2(
1

���(β)2
+

1

���(γ)2
− 2

���(α)

���(β) ���(γ)
)

= ρ2((1 + �$(β)2) + (1 + �$(γ)2)− 2
���(α)

���(β) ���(γ)
).

92����� ��	��� ��


|EΔ|2 = |AE|2 + |AΔ|2 − 2|AE||AΔ| ���(φ)

|AE| = ρ �$(β), |AΔ| = ρ �$(γ), ⇒
|EΔ|2 = ρ2(�$(β)2 + �$(γ)2 − 2 �$(β) �$(γ) ���(φ)).

2�
�������� �
� �&� ��$
���
� �
� �� |EΔ|2 ��
 ������
����� �
	������

1− ���(α)

���(β) ���(γ)
= − �$(β) �$(γ) ���(φ) ⇒

���(β) ���(γ)− ���(α) = − ��(β) ��(γ) ���(φ),

��� �	��
 
���&���� �� ��� *���&���� �����# ,��� ��
	����� ��� ��� �� ��� �&� ����	��
/ ��
 2 ��� ���
��
 �#�# �� /� ���� ����	��
 ��
 � ���	���
�� ���! ;G �	��
 ��
������
�
�� �� ��	���� �� ������� � ���	� � �	��
 �
�!# ���� ���(γ) = 0, ��(γ) = 1 ��
 � �&���
�	����


���(α) = ��(β) ���(φ) ⇔ |OE| ���(α) = |AE| ���(φ),

��� �����&�
 ���� ��� ��
�����	�� ��� 1/ ��
 ;G# 9;��� ��
 �� �&� ����	� ��� ���
'
����� ���� �
 ;% ��
 ;G �	��
 ���	���
�� ��
������� �
�� �
� 12 ��
 1/ ��
 �
 ���	��
� ��
 � �	��
 �
���# 1��� ����������
 ��
 �
 ���	�� � ��
 $ �	��
 	��� ��
 � ����� �	����

���(α) = ���(φ)# ,� ���� ������� �
� ��

�����
� 
��&�
 � ���$�
������ �&���� �#�#�#
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.+ ���7
 ( �
����� ���! ���
�	 �� �
�������	 ��
 ��� �
����� �
� �$�


�� �
	��'
�� �� �
!�� ��� ����� ��� ����
�� α∗, β∗, γ∗ ��� �
	������ ���� �
�! ��� ��
��
�$��
-��!��'694.# 1��� �
��
����
�&�� ��� �����
������ �&�� ���� ���
���
���&�� �� ��

α =
α∗

ρ
, β =

β∗

ρ
, γ =

γ∗

ρ
.

; �&��� ��� �
��&���
 ������
 �!,%�	 �2��!�� 	 %���	 ��
$��% 
�� #

�! %��$ -:�":� ��� ���� �#������ ������� �� ���
��� � ��
� α∗, β∗, γ∗ ��� �����������
�������� ������ #%� ��� @ ���!��0

���(
α∗

ρ
) = ���(

β∗

ρ
) ���(

γ∗

ρ
) + ��(

β∗

ρ
) ��(

γ∗

ρ
) ���(φ).

;'��$�$ -:�":
 ��� ���� �����)��� �#������ ������� �� ���
��� � ��
� α∗, β∗, γ∗ ���
����������� �������� ������ φ = 90◦%� ��� @ ���!��0

���(
α∗

ρ
) = ���(

β∗

ρ
) ���(

γ∗

ρ
).

;'��$�$ -:�":� "���� ��� �� ��� �#���� 
�����
� ������ ������
�� �������% ��� ������
�� � �� α∗ ��� ���
�)� ��� �� ������ # ���������!� ��� �������0

���

(
α∗

2ρ

)
· ��

(
φ

2

)
=

1

2
.

;'��$�$ -:�":" /��������� ��� ���
# $ ������
��
 $&�" �� � ��� ��� � α∗ ���
������ ���� �#����� ������� α∗ ��� ������������� ��� ������!���� ������ ��� �� 
������
��� �� �
�������� ��� 
��
��
 ������ ��
 �������'�
� 
!� �
��� ��
 ������
��
 ���!��� ��
1
3
. -"�� ��� ��� 2$����� 7*;*H.

;'��$�$ -:�":& "���� ��� �� ����� ���� ������ ��� �#�����)� ������!��� ����)��� �����
�����!����� ��� ;8 ����)�* -"�� ��� ��� 2$����� F*:*6.
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/���	��� �

��
�� ;8Y H� �
 ������� ��
� ��
�� ��� �
	*��� �	� ��� �
	��
� ;89Y 9H9 ���
������
 ��!���$!���%��� %!*��!�	 ��� ;8Y H# 1�

�����
� � �

���� ���!� ���
�

��
�� ;89Y 9H9 �	����
 �� ��!�# ( ��
����	� ;89 �	��
 � ������ ��� ��	���� ;Y H ��

�
�� �� ��
�� ��� ;8� � ��
����	� ;Y 9 �	��
 � ������ ��� ;H8 ��
 �
�� �� ��
�� ���
;Y ��
 � ��
����	� ;H9 �	��
 � ������ ��� ;8Y ��
 �
�� �� ��
�� ��� ;H# ;
 �
�
� �����
��
����	�� �
	*��� �
� ����� ��
 �������� ��� �
	��
� ;89Y 9H9#

�! %��$ -:�&:� 1� �
��� ��� �������������� � 132Y 242 ��� ����
��
 13Y 4 ����� ��
���������������� ����������� 
��
��� ����)� ��� 13Y 40

|X ′OY ′|+ |Ẑ| = |Y ′OZ ′|+ |X̂| = |Z ′OX ′|+ |Ŷ | = π.

O

B

A

Z

ε

X'

Y'

φω

,�!�� =B=+ 0�
����
����
�! �
	��
��

$��
����0 ,�� ��	���� � �� ������ ���� ;H ��� ����	� ; ��

������
 �$���� � ���	�

1;G ��� ���
� ��� �	��
� Ẑ ��
 �$ ���
�� -�� �

���&. �
 ;89 ��
 ;Y 9# ( ���	� Ẑ

��&��
 �� ��� $F1;G� ���� � ����	� ;1 �	��
 � ���! ��� � �� �� ��	���� H;8 ��
 ;G �
���! ��� � �� �� ��	���� H;Y # 1�� ��� �

��� ��
��� �
��&���
 ��
 �
 ���	�� �F89;Y 9
��
 $F1;G ����� �
� ����
�� ���� ������� ��
 ���

����� �
� �	��
 ��
����
����
���#
1������ ��	������ ��� ����� ��
 �
� �
� ����� ���	��� �#�#�#
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�� !� ������


�! %��$ -:�&:
 � �������������� OX ′′Y ′′Z ′′ ��� �������������� � OX ′Y ′Z ′ ���
����
��
 OXY Z �
������� �� ��� ����� ����
�� OXY Z*

$��
����0 ,&�$��� �� ��� �

���� � ���! OZ ′′ ��� ��
����
����
�!� ��� OX ′Y ′Z ′ ��
�	��
 ������ ��
� OX ′, OY ′ ��
 ��� ��� 	�
� ��

� �� ��� OZ ′# 1��! ���� ��� 
�
����� ���
���
 ��
 � OZ� �#�#�#

� !���� -:�&:� 	�� � ����
��� ����� OXY Z ���� �
��� �GY OZ% (GZOX% �GXOY
��� 
��
��� ������ #-OX.% �-OY .% @-OZ. -����� ���������� � ����������� ��� .* /��� �
�������������� ��� OX ′Y ′Z ′ ���� ���������� �
���

α′ = π − φ, β ′ = π − χ, γ′ = π − ψ

��� 
��
���
φ′ = π − α, χ′ = π − β, ψ′ = π − γ.

$��
����0 ;
 �
���� �
�
� 
������� �����	������ ���� 0
����� ?#><#># ;
 �������� �
�
�
�
��&����� �$�
��*����� ��� 	�
� �
����� ���� ��
����
����
�! ��� ��
����
����
�!�
��� �	��
 -0
����� ?#><#�. � �
�
�! �
	��
��� �#�#�#

( &��
�� ��� ��
����
����
�!� �

��
�� ��
 � ������
���� ��
�� ��
 �
��
�� ���
�
��&���
 ��� �
� �
����&����� �
�����
� ��	���
 ��
 �
 ��
�� ��
 �
 �	��
�� �
�� �

��
��
�	��
 ���� ����
� �
��� 
���&���� ���
��	�# ;
 ��� �
���
�
	*��� �
� ��# ,� ���� ���
��K��� �$�	����
 ��
 �� ��&��
� ���
��� ��� �����
����� ��� �
��&���
 ��� �� �
���
�$�
��*����� �� ���� ��
����
����
�! �
	��
�#

�! %��$ -:�&:� 2	��� ����
��� ����� 1$&� �� �
��� �G&1�% (G�1$% �G$1& ���

��
��� ������ #-1$.% �-1&.% @-1�. -����� ���������� � ����������� ��� .* /��� ���!��

���(φ) = −���(χ) ���(ψ) + ��(χ) ��(ψ) ���(α).

$��
����0 2$�
��*���� ��� �&�� ��� �����
����� -0
����� ?#>5#�. ���� ��
����
����
�!
�	��
� ����������� ����� �
� �����
� ��� 0�
	������ ?#><#>+

���(α′) = ���(β ′) ���(γ′) + ��(β ′) ��(γ′) ���(φ′) ⇔
���(π − φ) = ���(π − χ) ���(π − ψ) + ��(π − φ) ��(π − ψ) ���(π − α) ⇔
−���(φ) = ���(χ) ���(ψ)− ��(χ) ��(ψ) ���(α),

�#�#�#
"�
 ���! � �
����� ���
�	 �� �
�������	 ���� ��
 � 0
���� �$�


��� �&��� �����
'

����� -0
����� ?#>5#4. �� ����� �����& ���
��	�� ��� �$�


��& �

����� ��� ��������

� �
	��
�� �� �
� �$�	
�# 1����������� ���� ������
���&� ��� 0�
��
�$�� ?#>5 ����'
$
�*���� ��� �
����&���� �
����� ���� �������� @��%�!� �2��!�� %��� ��
$7
��% 
�� #

�! %��$ -:�&:" ��� ���� �#������ ������� �� ���
��� � ��
� α∗, β∗, γ∗ ��� �����������
�������� ������ #%� ��� @ ���!��0

���(φ) = −���(χ) ���(ψ) + ��(χ) ��(ψ) ���(
α∗

ρ
),

���
 ρ � ������ ��� �#�����*
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Α

Β

Γ

α∗

β∗

γ∗
Ο

φ

χ

ψ

,�!�� =BA+ ,$�


�� �
	����

.+ ��� ; �&��� ������ �����& ������ ���	*�
 ��
 �� ������� ��
 �� �$�


�� �
	����
�
���
�
	*����
 ��!
�� ��� �
� ���	�� ���� $�� ��
 �# 0
�����
� �� ����&� �
 ���	��
����� ���� �&������ ��� �
����&���� ��	���� �� �
�� �L ��
	������ �� �!��� ��� ����
��
��� �

����� ��
 ��� ���� ���	���
���� �&���� �
� �
� ����� ����
�� �
	������ �����
��
���� �
� ����
�� ��� �

�����# 92����� ��� �
� ���
���
�! �
�$�
� ��� �� �����
�����
�
	���� ��� ��
�����# 2��	 � ����� ��� ���
�� ��� �
��	 �
� ��� ��!
� �
���
�

��� ���
�

�����# 2��	 ��� �
� ���	�� �����
�	����� �� ��!�� ��� �

����� ���� ��
 �� �������#
)��
���� ����� �
	���� �� �
� 	�
�� ���	�� ��� �	��
 �����& ���� ���
�# 1��	���� ����
�$�	
� ��� ���
���� �
�$�
��
�� �
	���� �� �
� 	�
�� ���	��# 2�� ��� ���
��
 ���
�����#

( ������	� ������ ��� �$�


��� �� �� �����	��
� ��	���� �
	���� �$	�����
 �� ������
��

�����
�� ���� �#�# ��
 ��� ������� ������� ��� �&��� ��� ��
����� ��� ���$�
���

�� .2��!�� 	 %���	 %�� $��% 
��#

�! %��$ -:�&:& 2	��� ����
��� ����� 1$&� �� �
��� �G&1�% (G�1$% �G$1& ���

��
��� ������ #-1$.% �-1&.% @-1�. -����� ���������� � ����������� ��� .* /��� ���!��

��(φ)

��(α)
=

��(χ)

��(β)
=

��(ψ)

��(γ)
.

$��
����0 :
� ���! �����
�� �
��&���
 ���
����	*����� ��� �&�� ��� �����
����� -0
�'
���� ?#>5#�.+

���(α) = ���(β) ���(γ) + ��(β) ��(γ) ���(φ) ⇒
(���(α) − ���(β) ���(γ))2 = (��(β) ��(γ) ���(φ))2 ⇒
���(α)2 + ���(β)2 ���(γ)2 − 2 ���(α) ���(β) ���(γ) = ��(β)2 ��(γ)2 ���(φ)2

= ��(β)2 ��(γ)2(1− ��(φ)2)

= 1− ���(β)2 − ���(γ)2 + ���(β)2 ���(γ)2 − ��(β)2 ��(γ)2 ��(φ)2 ⇒
���(α)2 − 2 ���(α) ���(β) ���(γ) = 1− ���(β)2 − ���(γ)2 − ��(β)2 ��(γ)2 ��(φ)2.
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�� !� ������


( �������	� ��	���� �
�$���


��(β)2 ��(γ)2 ��(φ)2 = 1− ���(α)2 − ���(β)2 − ���(γ)2 + 2 ���(α) ���(β) ���(γ) ⇔
��(φ)2 =

1− ���(α)2 − ���(β)2 − ���(γ)2 + 2 ���(α) ���(β) ���(γ)

��(β)2 ��(γ)2
⇔

��(φ)2

��(α)2
=

1− ���(α)2 − ���(β)2 − ���(γ)2 + 2 ���(α) ���(β) ���(γ)

��(α)2 ��(β)2 ��(γ)2
.

; �������	�� �&��� �	��
 ������

��� �� �
�� �� ��� ��
 �� ������� �� �	��
 � 	�
�� ��
 �
�

�� ���� ���	�� ��(χ)2

��(β)2
, ��(ψ)

2

��(γ)2
� �#�#�#

( ����$
��� ��� �
����&����� �&��� �
� �$�


�� �
	���� �	����
 ��� ��� �������
�
�����#

�! %��$ -:�&:( ��� ���� �#������ ������� �� ���
��� � ��
� α∗, β∗, γ∗ ��� �����������
�������� ������ #%� ��� @ ���!��0

��(φ)

��(α
∗
ρ
)
=

��(χ)

��(β
∗
ρ
)
=

��(ψ)

��(γ
∗
ρ
)
,

���
 ρ � ������ ��� �#�����*

( ������� �
���� ��	���
 ��� ��
����
����
�! �
	��
� ;89Y 9H9 �
�� �

��
�� ;8Y H ���
� ��
�$! ��� ���
 ����������	 ��� ����
� ��� �$�	
��# "��� ��
� ��� �

��
�� ;8Y H
�
	*�
 ��� ��	���� �
� ��� ; ��
 ���� �����
 ��� �$�	
� ���� ��� ���
��� �&���# 92��

�� ��	���� 8;Y �����
 ���� �$�	
� ��� ���
��� �&��� * ��
 �� H9 �	��
 � ����� ��� *
��� ��� ��

� ��� �	��
 ��
 �� H# 1������ ��
 �� ���� ����	� 89 ��
 Y 9 �	��
 �
 ����
 ���
���	���� �&���� ��� �
	*��� �
 ��
�� ��� �

��
�� �����������
 ��� ��� ��

� ��� ��
��
��� ��
	�����
 ��
 ������
� � �
�
�! �
	��
��#

Ο

X

Y

Z

ζ

χ

ψ

Z'

Y'

X'

,�!�� =B?+ ( ��
����
����
�! �
	��
��

;'��$�$ -:�&:� "���� ��� �� �#������ ������
�� �������% ��
 �����
 ��� �� ����� ������
����� �����% ����� ��� �� �� ��������������� ��
*
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�� "� ���
��
 ��� ������ ������

-�� ��6�$* ��
 )��


�� ������� ������

��� ��
$���
�� ���
	*���
 ����� �

���&� ��
 �
� 
�
������ ��� ������&
��
����� ��������# 92��
 �� ������� ��� ��
$���
�� ��� �
�����	�� ��
�������
����� ��
����
�� �!���� �� � ��
 � �	��
 �-��N��N��.� �� ������� ��� ��
$���	�� ��� �&��� ����'

�� � �	��
 6δ2 ��
 ������� ������	*����
 �� ������ ���� ��� ������
�� �
���������� ��
������ ��� ��
�� ��� �� �������&�# �� ������� ��� ������
�� ��
��� ��� ��
���
�*�

������	�� ��
 �������� ���
��
�� ���
�$�
�� -��� ������ �
� ���!��
� ��
�����.# 2��	
��� ��
���
�*����
 ������	�� �	��
 ��� ������ ����&��� ��
$���
��� ���� � �&�
��
���
� ������ � �$�	
�� ����� ��
 �������� ����� ��� ��
$���
��# ; �

���� ��� ������&
����� ��� ��
$���
�� !I��
 �������� ���� �� ���� ���
�� �
���� ��
���
� �� ��� �

���
�!���� ���
��� �������� �	��
 ���
��	���� ��� "��#���� � ���������� -��(�
�� ������
���#������ [dC76, σ. 114]� �������� ����
 
���������������P,�	B5� ���# >4@Q. ��
 ����
��
�� ���	�
� ����& ��� ���!�����# 1����
��&���
 ������ ��
 �� ������� ��� ������ ���
���	��
�� ��
 ��� �$�	
�� ���
�	 �� �

���	 �� �

� ������� ������
�� �����
������� ��
����� �
� ��
$���
��# ( �
��
���	� �	��
� ���� ���	�� � 	�
� �� ���!� ��� �
��
����
!����
�
� ��� �

��� ��� �!���� ��
 ��� ������& ��� �&���� -0�
��
�$�� =#<.# �� ����7
� 
 �,
�� �
	*���
 �� �� �

� ��� ������� �����
��� ��
��	��� �����
������� ����
����# 0�
���
� �� ����� 
 %�� ���*
�!�� �
	*���
 �� �

� �����
��� �

������
�����
������� ���� �&�
��
�# ,� ���� �� �&� ��!���� �� ������� ��� ������ �	��
 ����
��� �&����� �������� �� ���
�$�
�� ���
�*���
 ���� ������
��� ��� ������& ��� �����
���
��� ���#������# 3� ��!�����!� ����� 
 ��� ���	��
�� ���
�&�� �� �

� ���

Α

Β Γ

Δ
ΕΖ

υ

ε

,�!�� =BB+ 2������ ��
�����
�� ��
$���
�� ���	��
��

��
�����
�� ������� ��� �����
��� �

������ ��� �����
������� ���� �&�
��
� �����
��������� ��� �

��� ��� ����
�� ����# 1� ������	*���� ���
 �� Π1,Π2,Π3, ... �� ����'
�
�� ���&���� ��� �
��
����
!���� ��
 ���� 0�
��
�$� =#�# 1
�	*��� ��� �� ���
�����
-Π1. �����
������ ���� �&��� � ��
 ������ ��� �� ������� �	��
 ��	��� �����
������
���� � ��
 ���
 �
����
� ��!��� ����
�� ��� �� �
����&����# 2�� pν ������	*�
 ���
��
	���
� ��� Πν ���� �� ������� ��� ��
�����
�� ��
$���
�� ��� �����
��& �
	������ ��
���� �� Πν �	��


υ · pν ,
���� � �� &��� ��� �
	������# 1�� �� C!��� =#�#� �
��&���
 ��
 � �������	�

υ · p1, υ · p2, υ · p3, ...

�	��
 �&�����# "�
 ��� �� C!��� =#�#4 �
��&���
 ��
 � �������	� �	��
 ��
 $
������� �
�
���� �� 1�	��� =#>#> � �������	� �� �����	��
# �� �

� ��

��� ���!� ��� �������	�� ���'
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��*���� ��
�����
� ����� 
 %�� ���*
�!��# 0
��&���
 ��
��� ��� �� �
����&����
-0�

��� =#4#>. � ������� �
�����#

�! %��$ ):�:� /� ��(�
�� ��� �������
��� ���#������ �
���
��
 ����� ��� ��

ε = 2π · ρ · υ,

���
 � � ������ ��� (���� ��
 �
���
��
 ��� 
 �� !@�� ��
*

; ������
���� ��� ��
�����
�� ������& ��� ����� �	����
 �� ������� �
���# 3� ��!�7

Ο

ΧΑ

Β Γ

Δ

Ε

,�!�� A@@+ 2������ ��
�����
�� ��
$���
�� �����

����!� ����� 
 ��� ����� ���
�&�� �� �

� ��� ��
�����
�� ������� ��� �����
���
��
��	��� ��� �����
������� ���� ���� ����� ��������� ��� �

��� ��� ����
�� ����#
:� ���� �
����&������ ������
���&� �� ������� ��� ��
�����
�� ��
$���
�� ��� �����
'
��& ����� �� ���� �� Πν �	��


1

2
· υν · pν ,

���� υν �� &��� ��� �

���
�!� ��
�� ��� �
	������ -��
 �� &��� ��� ������ �&�� � ����'
��

�� ���� �� �!��� ��� ��!����� ���� �� ;2 ��� ��!��'700.# "�
 ���
 �
��
��������
�&���� ��
 � �������	�

1

2
· υ1 · p1, 1

2
· υ2 · p2, 1

2
· υ3 · p3, ...

�	��
 �&����� ��
 $
������ ��� ��� �

���

1

2
· υ · (2πρ),

���� υ = |OX| �� �!��� ��� ������

�� ��� ����� ��
 
 � ���	�� ��� �&���� ��� �����
���# "�
 ���
 ���� �� 1�	��� =#>#> � �������	� �� �����	��
# �� �

� ��

��� ���!� ���
�������	�� �����*���� ��
�����
� ����� 
 %�� �,
��#

�! %��$ ):�:
 /� ��(�
�� ��� �������
��� ���#������ �)��
 ����� ��� ��

ε = π · υ · ρ,

���
 � � ������ ��� (���� ��
 �)��
 ��� 
 �� � ��� ��� ���������� ��
*
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�� "� ���
��
 ��� ������ ������

$��
����0 ,�
��
�$� ��� �����
�� �
��	 ��� ���� �� ��� ��
� �������
�
�� �
� �� �

�#
/�	������ ��
��� �
��� ��
 � �������	�

υ1, υ2, υ3, ...

�	��
 �&����� ��
 $
������ �
� �����	��
 ��
 ���
��� �
�� �� υ = |OX|# %
� �
� ��

'
���
��� pν ���
	*���� !�� ��
 �����	���� ��� 2πρ# %
� ��� �����!
��� ��� �����
���
�
�
�*���
 ��
 � ������� �
� �� �

�� �&�$��� �� ��� ���	� �� ���� ��
 ��������
 �����
�
��)� ��
 �
������
� ����� �� �������� ��� �����# "�� ����� ��
��� ��� ������ �� �

�
��� �������	�� (υν)(pν) �� �	��
 �� υ · (2πρ) �� ���� �
��&���
 ��
 � �&��� ��� ������&�
�#�#�#

κ

Λ λ

Κ

μ
η

Ο

Χ

,�!�� A@>+ 2������ ��
�����
�� ��
$���
�� �����
�� �����

; ������
���� ��� ������& ��� ��
�����
�� ��
$���
�� �����
�� ����� �������
 ����
���	���
�� ������
��� �
� ������# ( ��
�����
� ��
$���
� ��� �����
�� ����� ���
�	
�� ���
���	 �� � �
�$�
� ��� ��
�����
�� ��� ����� �� �
�� ��� ������ ���� -�&����
� ��� ��!��'701. ��	�� ��� ��
�����
� ��� ����� �� �
�� ��� �
�
! ���� -�&���� � ���
��!��'701.# 2$�
��*����� ��� �&�� ������ ������� ��
 �� ������� �	����
 ��� ��� �&��

ε = π(υ2ρ2 − υ1ρ1),

���� ρ1, ρ2, υ1, υ2 �	��
 �� �!�� ������

�� ��
 ���	��� ����� ��� �&� ����� ��� ���	�� �
�
�$�
� �	��
 � �����
�� �����#

υ1 υ2

ρ1

ρ2

υ

δ

,�!�� A@�+ ���! �����
�� �����
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6������� υ = υ2 − υ1, δ = ρ2 − ρ1 ��
 ���
���
������� ���� �&�� ������ ��


υ2ρ2 − υ1ρ1 = (υ1 + υ)(ρ1 + δ)− υ1ρ1

= υρ1 + υ1δ + υδ

= υρ1 + (υ
ρ1
δ
)δ + υδ

= υ(ρ1 + ρ1 + δ)

= υ(ρ1 + ρ2).

( ���
��������� ���� ����	� 
������ �
��&���
 ��� ��� ���
����� ��� ���
���	��� �
'
�����	�� �

�����# �� ��
��
�
��� ρ = 1

2
(ρ1 + ρ2) �	��
 � ���	�� ��� ����	�� ���!� ���

�����
�� ����� ��
 ���
 ������ ��� ������� �
�����#

�! %��$ ):�:� /� ��(�
�� ��� �������
��� ���#������ ��
 ����
��
 �)��
 
�
���� ���
��� �!��

ε = 2π · ρ · υ,
���
 � � ������ ��� ������� ��� � ��
 ��� 
 �� � ��� ��� ���������� ��
*

� !���� ):�:� /� ��(�
�� ��� �������
��� ���#������ �
���
��
% �)��
 ���)� ���
����
��
 �)��
 
�
���� ��� ��� �!��

ε = 2πρυ,

���
 
 �� � ��� ��� ���������� ��� � � ������ ��� ������� ��� � ��
 ������!*

υ

ρ

υ

ρ

υ

ρ

,�!�� A@4+ 2������ ��
�����
�� ��
$���
��� ���
�	�� �&���

$��
����0 �� ��

��� ���� �����
�	 �� ��
��
��� ������������ ��� �

�� �
����������
�
������� ����
 ��� ��
��!
���� ��
 �
� ��� ���� � ����	� ���! �	��
 � �&���� �� ���	��
�� �
�� ��� ���	��� ��� ������ ��� ���� �&�
��
� � ����	� ���! �	��
 �&���� 	��� �� �����
��� ������ �#�#�#

.+ ���7� ; �������	�� �&��� ��	���
 ��
 �� ���&�
���� ��!�� 1G ��

��
�$����� ��
	
�� ����� ��� : ��
���
 ��
�����
� ��
$���
� �����
�� ����� �� �� 	�
� �������� ���'
��
���� ��� ��	��� ��� �
�� �� ��	���� ��� �&���� ��

��
�$!� � -��!��'704.# 9;��� ��
1G �	��
 ������ ��� ��	���� ��� � ���� � ��
�����
� ��
$���
� �	��
 ���! ���� ���	��
��#
9;��� �� 1G �	��
 ��� ��	���� ��� � ��
 �
�
���
� ��� ��� ���	�� ��� �� ���� ��
�����

���� ��	����� ����
��� ����&�
�� -��!��'705.#
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�� "� ���
��
 ��� ������ ������

Μ

Α

Β

κ

ρ
Ο

,�!�� A@5+ 2������ ��
�����
�� �����
���� ��� ��	��� ��� 1G

O
ρκ Α

Β

ε

Μ

,�!�� A@<+ /���&�
�� ���� �� 1G ��

�����
 ��� �

� !���� ):�:
 /� ��(�
�� ��� �������
��� ���#������ �
���
��
% �)��
 ���)� ���
����
��
 �)��
 
�
���� ��� ��� �!��

ε = 2πση,

���
 σ � �������� ��
 ����
 ��� ���������� ��� ��� ����� ��� η �� !@�� ��
 ������!*

σ

η

η

σ σ

η

,�!�� A@=+ 2������ ��
�����
�� ��
$���
��� ���
�	�� �&��� JJ

$��
����0 1����
�� �
� ��� ��!�����# ,��� ��
	����� ��� ���	��
�� �� ��

��� ����	*���

�� �� �
����&����# ,�
� ��

�����
� ��� ����� ��
 ��� �����
�� ������ ��� ��� ���
�����
��� �
�����	�� �

����� �� ����
�� -
�σ. ��
 -���. ���	���
�� �
��&���


ρ

σ
=
η

υ
⇒ ρυ = ση.

1��
���
������� �� 
� ���� �&�� ��� �
����&����� ��
	������ �����
��&���� �� *���&'
����� �#�#�#

.+ ���7
 1� �
��
����
!����� �� ��
	 �����&������ ��� ���$�
����� ��
� ��
��
�'
$��� ?#B� ?#? ��
 �
�
�� �� ��
 � �
��
���	� ��� �����&������ �
���
�	 �� �!�� ��
 ��
������� �
 �&��
� ��� �����	������ ��� �� ��� �
!�� �
	��� ��������
 �� ���!� ��� ���'
�
� �� ����&� ������
���&� ��
����� �������# �� ������� ��!�� ��	���
 �� �����&�����
������ ���	��
�� ��
 �����
�� ����� ��
 �� ������ ����# "�
 ��
� �
�
� ��

�����
� ��
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υ

ρ

η

σ

υ

ρ

η

σ

,�!�� A@A+ 2������ ��
�����
�� ��
$���
��� ���
�	�� ��������
��� �&���

υ

2πρ=|ΑΧΒ|

υ

2πρ=|ΑΒ| 2πρ=|ΑΧΒ|

υ

A B
X

X
A B

A B

,�!�� A@?+ 2������ ���� �����&������

� �	��
 �� �!��� ��� ������

�� ��
 �� 
 �	��
 � ���	�� ��� ����� ���!� ��
 ��
	�����
 ���
��� ���	���
�� 
������ ��� ����
�$���
# ,� ���!� �� ���	 ����� �	��
� ��
� ��

�����
� ���
����� ��
 ��� �����
�� ������ �� �!��� ����� 18G ��
 ���� ��
	����� ��� ���	��
��
�� �!��� ��� �����
����� ��!����� 1G#

;'��$�$ ):�:� "���� ��� ��� �� �������������
� ��
 �����#����� �� 
�
����� �!���
��
� �!(�� ���� ��� ������� 

��� �������
�� ���#�����*

���
����0 8
��
����	��� ��� 91����� �#>4#=#

ω

α

β

Β

Α

Γ

Α∗

Δ

,�!�� A@B+ 0
����! �

����� �� ���� ��	����
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�� "� ���
��
 ��� ������ ������

;'��$�$ ):�:
 "���� ��� 
������� 
!� �����
�� � ��� ( ��� ����)��
 $&� ��
 �����
�

�% ���� )��� � ���
�� ��
 &� �� ����� ��� ��� ��� � ��� � ��� (% �� ��(�
�� ��� ���(�� �
$C&� ��
 $&� ��� ( �����

ε(A∗BΓ) = ���(ω)ε(ABΓ),

���
 � � ����� ��� �����
�� � ��� (*

;'��$�$ ):�:� "���� ��� � ������!����� �!��� ���!�� ��� ���� �� ������� $&� ���� ���
���
�� ��
 &� ��������� ���� ��� ��� ��� � ��� (*

���
����0 2$�
���� �� 0�

��� ?#>#� ��
 ����$�
� �� 1G% ��� ��	���� � ��
������ �����
���
 ���� � ���! ��� G% �� �������
 �� ��� ���! ��� ���#

;'��$�$ ):�:" "���� ��� � ������!����� �!��� ���!�� ��� ���� ������� $&� ��
 �����
�

� ��� ��� ���(�� ��
 $C&C�C �� �����
� (* "���
 

ε(A∗B∗Γ∗) = ���(ω)ε(ABΓ),

���
 � � ����� ��� �����
�� � ��� (*

α

β

Α

Β

Γ

Δ

Α∗

Β∗

Γ∗

Δ∗

,�!�� A>@+ 0
����! �

����� �� ���� ��	����

���
����0 1�� �	� ��
�$! ��� 1G% �#�# ��� 1 $�
� ��
������ 1/ �
�� ��� ���! ��� �
��
 �# 2$�
���� ��� �
����&���� ������ ��� �&� �
	���� 1G/ ��
 1%/ ��
 �
������ !
�$�	
���� ������� �� �� �� �� / �	��
 ���� ! ��� ��� �� G%#

;'��$�$ ):�:& "���� ��� ��� ���� �
��� ���!���� $&�"*** ��
 �����
�
 � ��� ���
���(�� ��
 $C&C�C"C*** ��� �����
� ( ���!�� � ����� �����! ��� ��(�
)� ��
�0

ε(A∗B∗Γ∗Δ∗...) = ���(ω)ε(ABΓΔ...),

���
 � � ����� ��� �����
�� � ��� (*

���
����0 7�
� ��� �	� ��
�$! ��� 1G%/### �
� �
����
�� ��
 �
�	
��� �� �� �
	����#
"����
� �$�
���� ��� �
����&���� ������ ��
 �
������#



"��� ���
���	 ��� ��
���
� 5<4

-�� ��6�$�� ��
 �<����


�� ������� ��� �$�	
�� ������	*���
 ���� ��� ������� ���
��� ��� �
��&����� ���
�����
������ �����
�� ���&����# 6��
�&�� ��
 � �$�	
� ��
�����
 ��� ��� ��

��
�$!
���� �&���� � ��
	 �
����
� 12 ����&# :
� �
�����
�� ��� �$�	
�� ��
�����
 ��� ��'


��
�$! �����
��& ��������� �����
������� ���� �&��� �# 1� ������	*���� ���
 ��
Π1,Π2,Π3, ... �� �����
�� ���&���� ��� �
��
����
!���� ��
 ���� 0�
��
�$� =#�# 1
�	'
*��� ��� �� ���
����� -Π1. �����
������ ���� �&��� � ��
 ������ ��� �� ������� �	��

��	��� �����
������ ���� � ��
 ���
 �
����
� ��!��� ����
�� ��� �� �
����&����# "���
��� ��

��
�$! ���� ����
�� ��������� ��
	 ��� �
����
� 12� ��� ���������� ��
 ����	'
���
 �� �	� �
����
� ��� ���������� ��
�����
 �	� ��
$���
� ��� �������	��
 ��� ������
��
 �����
��� ������# ( ��
�����
� ��
$���
� ����� ��� ����� ��
 �����
�� �����

Α

Β

Γ

Δ

Ε

Ζ

Η

Θ
Κ

Λ

Μ

Ν

,�!�� A>>+ 0
�����
�� ��
$���	�� �$�	
��

������	����� ���� �
����&���� ��
��
�$� ��
 �&�$��� �� ���� �&���� ��� �����	���'
���-0�

��� B#>#�. �	��
 �
� �����
�! ��
$���
�� ��� ���� ��
	����� ��� ��������� -Π2

���� ���� ������
���&� ���� ��!��'711. �	��


ε2 = (2π · η2) · (|AK|+ |KΛ|+ |ΛM |+ |ME|) = (2π · η2) · |AE| = (2π · η2)(2ρ)

���� η2 = |ΛN | �	��
 � �������� ��� ����
�� ��� ��������� -Π2. ��� �� ����
� ���
�&����� ��� �	��
 	�� �� ��� ���	�� ��� �����
������� �&���� ��� �����
��& ���������
��
 
 � ���	�� ��� �&���� � ���� ���	�� �	��
 �����
������ �� ���&����# 6��
�&�� ��
���
��
 �� ������� ��� ��
$���	�� ��� �$�	
�� �	��
 �� �

� ��� �������	�� ��� �
��&���

�������

ε1 = (4πρ)η1, ε2 = (4πρ)η2, ε3 = (4πρ)η3, ....

�� ��
 � �������	� ���! �����	��
 �� �����
�	����� ��� �� ��
 � �������	� ��� ���	���

η1, η2, η3, ...

��� �&���� ��� �����
������� ��� ���&���� Πν -��� �� ��� ��

� ���� �	��
 �����
��'
���� ���� �&��� �� �
����
� |AE| = 2ρ. �����	��
 ��� 
# ,������ �� �

� ����� ���
������� εν �	��
 ��

ε = 4πρ2.
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�� �� �� �	 �� �����*���� ������� ��� �$�	
��
�����!����� ���� ������� �
�����#

�! %��$ ):
:� /� ��(�
�� ��� ���#������ ��� �#����� ������� � ����� ε = 4πρ2.

σ
τ

,�!�� A>�+ ,$�	
� ��
 ��

������ �&�
��
��

� !���� ):
:� � �#���� σ ���� �� �
�� ��(�
�� �� ��� �������
�� ���#����� ��
 �����
(�������� �
� � �
���
��
 �*

υ

α

β

,�!�� A>4+ 2������ �$�


�!� *����

;����*����.2��!��� <,
$ �� ��!�� ��� �$�	
�� ��� ��

���������
 �����& �&� ��
��'
�!��� ��
����� ��� ��� �������# ( �������� � ��� ��
����� ������
 ;AB�	 ��� �$�


�!�
*����# �� ������� ��� �$�


�!� *���� �
	*���
� ��
���
� �� ���� ��� �$�	
��� �� �

�
������� ������� �����
������� ���� �$�


�! *���# 6��
�&�� ��� �$�


�! *��� ��
��
������� ��� ��� ��

��
�$! ����� 1G �&���� � ��
	 �
����
� 8Y ����& -��!��'714.#
�� ������� ��� ��
$���
�� ��� ��
�����
 �
	*���
 �� �� �

� ��� ��
�	������ ��� ��
�'
����
�� ��
$���
�� ��� �����
�� ����� ��� �
��&����� ��
	*����� �� ���� �� � 	��
��
� ��
 ���
����� ��� ���	���
�� �������
�! �
���! �� ��
�$�� �� ����	� �
�	
����#
3� �
��� �������
�! �
���! P1 ��	
����� �� 	�
� �� ���&�
���� ��!�� 1G� ����� ����
��� ��

��
�$! ��� �
��&���
 �����
�� �����# ( ��&��
� �������
�! �
���! �
��&���

��	
������ �� ����� % ��� ����� ��
 ���
����� ��� �������
�! �
���! 1%G# 0
��&���

��� ����� ��� �
��� �
� �������	� �������
��� �
����� P1, P2, P3, ... ��� �
�����	*�




"��� ���
���	 ��� ��
���
� 5<<

Χ

Υ

Α

Β

Γ

Ο

Μ

Ν

Β∗

Γ∗

Α∗

η2

υ

,�!�� A>5+ ;

���� ������& �$�


�!� *����

�� ���� 1G# "��� �������
�! �
���! ���
 �
����
� ��!��� ����
�� ��� ��� �
����&����#
9;��� ��
 ���� �$�	
� �
	*���
 �
� ���� ���&���� Pν � ���	���
�� ���	�� ��� �����
��'
����� �&���� ην ��
 � ��
�����
� ��
$���
� ��� ��
�������� ���
��& �
��&���
 ��

���
���� ��
 ���� �&���

εν = 2(πην) · |A∗B∗| = (2πυ)ην.

9;��� �	���� �
���������� �� ην �����	���� ���� ���	�� 
 ��� ��

���
������� �&����
��
 ������� ��� �� ����& ��
�������� �$�	
��� �
� �����	���� ��� ������� �
�����#

�! %��$ ):
:
 /� ��(�
�� �#����� � ')��� !@�
� 
 �� ��� �#���� ������� � ���!���
��

ε = 2π · ρ · υ,
�
���)� ����� ���������� ��� ����� ��� ')��� ���� �#���� ��� ��������� ����� ��� ��
!@�� ���*

;'��$�$ ):
:� "�
���� �!(�� �� (��� $&�"* ���� ������ ��� ��� �� � ������
��
�
�!������ �� �� �B � ��
� x* $�� �� ������ � ��� ������
 ��� � ��� & ��� ��
�������� |BH| = y #����
�� ��� ��������� �5 ��� 
�������
 &"* /� �����
� B�5 ������
��� �!(�% ��� ��������� ����� ��� x, y% ���� ���������* "������� ��
 x �� (����� ���
����� ����� ��
 y �
�(����� �
��* 	����� �� 
���������� �� ��(�
�� ��
 ����!�������
������)��
*

x

y

Α

Β Γ

Δ

Ε
Ζ

Η

Θ

Ι

,�!�� A><+ 0�������
�! ���! �&���
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�� "� ���
��
 ��� ������ ������

-�� ��6�$�� �<������� �
,����"�

92������ �� ������� ��� �$�	
�� ���
�&�� �� 
	����� �
� �&����� ���
� ��� ���
��
���
��!���� ��� �
	*����
 ���� ���� ��
$���
� ��� ��
 �� ������ ����# �� �
������ �	��

������� �� �� ��	����# 2� ����� �� �
� ��
���
� �$�	
� -�� �
�� �� ������� ���.� �'
��� � ��� �	��
 �&����� �� ����
	����� ��� �
�����
�! ����	� ��� ��� ���
��� �&��� ���
�$�	
��# 9;��� ��
 ��� ��	����� �� ������� �
	*���
 �
��� �
� .2��!��� ������
��
�����! ���&���� ���� ���� �$�	
�� ��� ���	�� �
 ����
�� �	��
 ���� ���	���� �&����#
�� �$�


�� ���&����� ��� ������	�� �� �� �$�


�� �
	����� ���
��
��&���
 ���� ����
�$�	
�� ������������ ��� ��
�$! �
�� ������

�!� ���	�� ��� ����
� ��� �$�	
�� ��

���
����� �
� ����� ��� ��
�� ��� �� ��� �$�	
�# ;
 ����� ����� �
	*��� �
� ����
�� ���
�$�


��& ���������# ;
 �	��
�� ��� ������

�!� ���	�� �
	*��� �
� ���	�� ��� �$�


��&
���������# /&� �$�


�� ���&���� �������
 ;6��� ���� ����� 	��� ���	���
��� ����
��
��
 	��� ���	���
��� ���	��# %
� �������� ��

�

*������ �� ��!%� �2��!��� ����7
��
�� �����! ���&���� ��� ���	�� �
 ����
�� -���� ���	���� �&����. �
�����
�������
�$!���� ��� �� ���&���� ��� ��� �	� ��

� -�� ��� ��� �� �&� ��
�$�	

� ��� �
	*�
 �
���
���� �&����'$�
��� ��� ����
��.# ;
 �
�	� �
���� 
�
������ ��� ���
��&�� ��� ��

Α Β

Γ

Δ

,�!�� A>=+ "�
�� �$�


�� ���
�����
� 1G%/

�������� �	��
 �
 	�
�� �� ����� ��� ������& ��� ��	���� -4#>.# ��� ������ �
�$�
� ����
 �
�������	� 
�
�����# 9;�� ������ ��
 �� �	��
 � �$�	
� ,� ��� ���	�� ��� ���	�� ����������
	�� �� 
� ���
 ������ ����
������ �������� �� ���	���� �� �� 2����	��
� ��	����#

6�� %$%� ):�:� "!� ��� ���!���� ���
� ��� ��(�
�*

6�� %$%� ):�:
 2	�� ���!���� Π ��
 �
�������� ��� ����% ����������� �� �� ���% ���
�!���� Π,Π′,Π′′% *** ��
 
�� ������!������� ���� ��(�
�� �� �������� ��� ��(�
)� ���
���
�)���

ε(Π) = ε(Π′) + ε(Π′′) + ....

6�� %$%� ):�:� 2	�� ���!���� Π ��
 ���������� ���� �� ��� ���� Π′ ���� ��(�
��

ε(Π) < ε(Π′).

6�� %$%� ):�:" /� ��(�
�� ��������� ��� �#����� ����� 4πρ2*



"��� ���
���	 ��
������	 ��
����	�	 5<A

.+ ���7� "�
 �
 ����� �
� 
�
������ J��&�
 �� ������� �� �� ����
� ��� ������ ��

�
� �� ������� ��������� -0�
��
�$�� 4#>.# �� ������������ ���!� ��� ��
��
�$��
�� ��	����� ��
� ���� ��
 ��� 2����	��
� ��	����� �
 
�
������ B#4#> ' B#4#5 ��� ���������
�
� �� �������� ����
	*��� ��!
�� ��� �&�� ��� ������& �
� �$�


�� �
	���� -6��
���
B#4#>. ��
 ���
����
� �� ������� ��
��� �$�


��� ���������#

ωΑ

Β

ΓΔ

ω

,�!�� A>A+ ,$�


�! ��
����� ���	�� �

�! %��$ ):�:� /� ��(�
�� �#����� � �������
 / ������ � -�� �������. �����

ε(T ) = ω(2ρ2).

$��
����0 1� � ���	� ��� �$�


�!� ��
����� �F1G%/ �	��
 ��� ��
$!� ω = 2π
ν

� ���� �
���
��� ���
�
�� �

����� ���� � �
����� 
��&�
# 1��� �����
 ��� ��� �
�����
�! J�
�����
B#4#� ��
 ��� J�
����� B#4#5 ��� ���
��&�� ��� �� �������# ,&�$��� �� ����� ������������
� �� ��!��� ����
�� ��
������ �
����
�� ���&������ ��� ��� �$�	
� ��
 ������

4πρ2 = ε(Σ) = νε(T ) ⇒ ε(T ) =
2π

ν
2ρ2.

0�
���
� �� � ���	� �	��
 
��� ���������
� ��� �� � �
����� 
��&�
# 1�

�����
� ��

ω =
μ

ν
(2π), με 0 <

μ

ν
< 1

��
 �� ������ ��� ���
��� ���
�	�� � ��
 � �	��
 �������� ���� 
��&�
 ���


ε(T ) = (
μ

ν
2π)(2ρ2).

��&�� �
��
 � ���	� �
�$���
 ��� ��
�
��� � ���
�� ���
�� 2π
ν

��
 �������� � ���	���
'
�� �$�


�! ��
����� � �
�$���
 ��� ����� � �
����
��� �$�


��� ��
����� ������&�
�&�$��� �� �� �
����&���� �!��� 2π

ν
(2ρ2)# ,������ ��
 � ���!� ��� ��
	�����

ε(T ) = μ
2π

ν
(2ρ2) = ω(2ρ2).
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�� "� ���
��
 ��� ������ ������

,��� ���
�! ��
	������ �
��
����
�&�� �� C!��� 4#�#4 �� ��� 	�
� �
��� ��� �� ������
�
� ��	���� ������# 92��� ��
��� ��
 � ���	� � �	��
 ��� ��
$!�

ω = θ(2π), με 0 < θ < 1.

"��� �� �
����$�
��� �!���� �
� ������� ���
�
� ���
�� � ���
��
 ���������� ���
�
��
� ���
 ����

μ

ν
< θ <

μ+ 1

ν
.

;
 ���	���
��� �$�


��� ��
����
 T1, T, T2 �� ���	��

ω1 =
μ

ν
(2π), ω = θ(2π), ω2 =

μ+ 1

ν
(2π),

������������ �
� ���
 ���� � �
��� ����
� ���� �� ����	*���
� �� ��

������
 � ���� ����
���� ���� ��
 �� ������

ε(T1) =
2πμ

ν
(2ρ2) < ε(T ) < ε(T2) =

2π(μ+ 1)

ν
(2ρ2).

1� ���������� ��
��� ��

δ = ε(T )− (2πθ)(2ρ2),

�	��
 ���
��� �

���� ���� �
��&���
 ��
 � ������� ��
������

δ = ε(T )− (2πθ)(2ρ2) < ε(T )− (2π
μ

ν
)(2ρ2)

< ε(T2)− (2π
μ

ν
)(2ρ2)

= (2π
μ+ 1

ν
)(2ρ2)− (2π

μ

ν
)(2ρ2)

=
2π

ν
(2ρ2).


��&�
 �
� ���� �# ��&�� ���� �	��
 ����� �
��
 � �������	�� �
�� ���
�	 �� �	��
 �
�
���
��
��� �� �
��	 �� ��
���� ��������� �# 0�
���
� ��	������ ��
 �����	 �� ����� � �������
δ < 0� �
� �
���
 � F @# 1��� ������
���
 ��� �����
�� ��� �
������� �#�#�#

��,!$�� ):�:� /� ��(�
�� ε(T ) ��
 �#������! ����)��
 / �#����� �-�. �� -
��
���.
������ �% ( ��� � ���!��� ��

ε(T ) = (α + β + γ − π)ρ2.

$��
����0 ( �����
�� ���
	*���
 ���� ���

��
�! ������
	� ��� �$�	
��# �� �$�


��
�
	���� 1G% �
	*�
 ���� ��� ���
�
����

��� ����	�� ��� ��
�$�� ��� ��� 	�� ��
 �'
������� 
�������
��-J�
����� B#4#>. �
	���� 1LGL%L# �� ��
�$�	

� ΣN -�� ���� M ���
��!��'718. ��� �
	*���
 ��� ��� ����
� 1G ��
 ��

���
 �� �
	���� �����*� ��

����
���
(����� -��
 �� ���� ���
�.� ���&�����
 ��!
�� ��� �
� �$�


��� ��
������ ��� ���
�� ���
�

����� �� ����
�� ��
���&��
�+
>. ��� ��
���� G1% ��� ��

���
 �� �
	����#
�. ��� ��
���� 1G% ��� ���
 ��
�� �� ��� �
����&���� �� �
	���� 1G%#
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������	 ��
����	�	 5<B

Α

Β Γ

Γ∗
Α∗

Β∗

Ν

Ο

,�!�� A>?+ ,$�


�� �
	����

4. ��� ��
���� 1L%LGL ��� ���
 ��� ���
� ��
�$�	

� �� �
	���� 1LGL%L 
�������
��
��� 1G%# ( ������ ��
��� ��� ��
�	�� ��
�$�

	�� �	��
 ��� 
������ ��� �������

ε(ΣN ) = 2πρ2 = [α(2ρ)2] + [β(2ρ2)− ε(ABΓ)] + [γ(2ρ2)− ε(ABΓ)].

1�����
����� ��� ��	���� ��	
����� ��� *���&���� ������ �#�#�#

� !���� ):�:� �� ���� �#������ ������� �� �������� ��� ����)� ��
 ����� �����!����
��
 �*

� !���� ):�:
 /� ��(�
�� �
���! �#������! ���
�)��
 ? �� ������ α1, ..., αν ����� ���
��

ε(Π) = [(α1 + α2 + ... + αν)− (ν − 2)π] · (ρ2).
$��
����0 1� �� ���&���� ���
 � ��
�$�� A1, A2, ..., Aν � �
����� �	� �#�# ��� A1 ��
 ��
�'
��	������ ��� ������� A2� ����� ��� A1 �� �
� A3, ...Aν ������	*����� -�'�. �
	����# ��
������� ��� ��������� �	��
 �� ��
�
��� ��� ������� ��� �

����� ��
 ���� ��� ��� ��
�
	���� ���� ���
 ������� ��� �	����
 ��� ��6��
��� B#4#> ��
 �	��
 ��� ��
$!� -�N�N�'
�.ρ2# 1�
�	*����� ���� �
� ���	�� ��� �
�$�
�� ����� �

����� ��	
����� �� ��
�
���
(α1+α2 + ...+αν)� ��� ��� �� -�'�. �� ��!��� �
	���� ������ �� �$�

���� -�'�.�� �#�#�#

.+ ���7
 ( 
������ �$�


��� ��������� �

*������ ���� ��
$���
� �
�� �$�	
�� ,
���	��� 
 ��

�������
 ��� ��
	����� ��� �� �&� ��!���� �	��
 ���
�
����

��� �����! ���'

�&� �� ����������&� ���
 ���� �� ��� �� ����
���	 �� �� ���
�
����

�� ��� �����# :�
���!� ��� ����
� ���$�
����
 ���� �����
�� ��� 6��
!����� B#4#> �� 1G% ��
 1LGL%L
�� 	��#

;'��$�$ ):�:� "���� ��� �� ��(�
�� � ���� �#������! ������!��
 ����)��
 �#����� �����
��� � ��� � ����� ��
 � �
�
������ �� ��� �!��

a =
ε

3ρ2
+
π

3
.

�
������� ��� � ����� ��
 �#������! ������!��
 ����� ������� �����!���� ��� ;8 ����)�*
-"�� ��� ��� 2$����� 7*6O*M.
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�� "� ���
��
 ��� ������ ������

-� 9������������� �
� Euler

,� ���! ��� ��
��
�$� �� ��&�� �
� �$�
���! ��� �&��� ��� ������& ��� �$�


���
��������� ����������� �� �������
���
� ��� �$�	
��# :
� ���� �%!��$ ��� �$�	
��
�	��
 �
� ��!
�� �����! ��� �� ������
�� �����! ��
�� �$�


�� ���&����# 9;��� ��
����
�� ������
�� ���
��&�� ��
 ��� �� ��� ���������&������
 ��
 ��
����� �� �����
��
��� ��
�$��# �� �������	� ����	��
 ��
 �� �&� ������
� �	��
 ��
���
��� ���� �� �����
��
�! ! ������
� ���! ! ����
� ��
�$!# �� ���
��� ��� Euler ���
 ��
 �� �
� ����
�
������ �� ��!��� ��� ������
��� �� �����
�� ��!��� ��� ����� ��
 �� �����
�� ��!���
��� ��
�$�� �	��
 �

���	 �����������
 �����& ����#

��,!$�� ):":� �� ���� ����������� ��� �#����� �� 	 �� �� ��� �������� ��
 ���
�
�
������ $ ����� ��� �
������ + ���
#�� ���!��

K + E = A + 2.

,�!�� A>B+ 0������
��� ��� �$�	
�� �� ���� 	�� ������
�

$��
����0 �� ��!�� ��	���
 �	� ���! ��
	����� �������
���� ��� �$�	
�� �� ? 	�� �����&
���� �

���
�� ������
� ��� �	��
 �

��
�����
� -����� ��
 �
� �
�
� ���	�� ���� �
���.#
1��
���
��&� ���� �����
��� ��� �$�	
�� �� ? ������
� ��� �
	� ��	���� ��� �	��
 ������
��� �&� ��
 �
�
�����
� ��
 �� �
	�� ��� �� ����
� ���# 92����� ��
��� 2 F ?� " F = ��

1 F >�# 1� ��&�� ��
� ��� ���
�! �����
��# %
�$���� �� ������� ��� �$�	
�� 4πρ2 ���
��
�
��� ��� ������� ��� ������
��

4πρ2 = ε1 + ε2 + ...+ εE .

"��� ������
� �����! ��
�� �$�


�� ���&����� ���
 ������� ��� ��$
�*���
 �� �
� ���	��
��� ��
 �� ��!��� ��� ����
�� ���

εν = ((α1 + α2 + ...ακ)− (κ− 2)π)ρ2.

"�
 �� �����
�� ������� �� �	��
 ��� ��
�
��� ����
�� ��
�
������

4πρ2 = (Σ(α)− Σ(κπ) + E(2π))ρ2 ⇔ (2π)(2−E) = Σ(α)− πΣ(κ).
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�
����������� ��� EULER 5=>

;
 �&� �
�
 ���
� ��

������� �� ��
�
��� ���� ��� ���
�� ���� ��� ������
�� � �
�'
��� -Σ(α). ��
 �� ��
�
��� ���� ��� �

���� � ��� �	���� �� ��!��� ��� ����
�� ���
������
�& � ��&��
�� (Σ(κ))#

,��$������� ���� �
� ���	�� ���� ��� ������
�� ��
 �
� ��
	*���� �� ������# ,���
	�
� ����� ��*���� ���� �
� ���	�� ��� �
�$�
� ������
� ��� ����
����� ���� 	�
� ��
�$!#
�� ��
�
��� ��� ���
�� �
�� ������ �� �	��
 ��� �$�& ���� ��*& �� ���&����� ��!
�� ���
��

��! �&
� ��� ��� �� ���� ��
�$!# 92����� " ��
�$��� ������� ����
�
��� Σ(α) ����
��� ���
�� ���� ��� ������
�� �� �	��
 "-��.# �� ��
�
��� Σ(κ) ���� ��� �

���� �
��� ��$
�*��� �� ��!��� ��� ����
�� ���� ������
�& �� �	��
 �1� �����! �� �
����
� ���
��!���� ��� �����# ��&�� �
��
 ���� ���! ����
�&�
 �� �&� ��

��� ������
�� �������
�� ���
���	 �&� $�
�� ��� ��
����� ��
�
���# ,������ � �������	�� �&��� �	����


(2π)(2− E) = Σ(α)− πΣ(κ) = (2π)K − π(2A) ⇔ 2− E = K −A,

��� �	��
 ��

��� �� *���&����� �#�#�#

�� ���
��� ��� Euler ����$�
���
 �� �
� ������� 
�
����� �
� ��
�� ���&��
�# ( 
���
�	��
 �� ��
���� ��� ����	� ; ��� �����

�� ��� ������
�� ��
 �� �
��������� �� ���&�'
�
� ���
�
�� ��� �� ; ���� ��
$���
� �
�� ������� �$�	
�� ��� �� ��

���
 �� �����!
��#
���� �
 ��
�� ��� ������
�� �
���������
 �� �$�


�� ���&���� �� ���	� �����
�� �	����
�	� �������
��� ��� �$�	
��# 92��
 �� 2 �	��
 �� ��!��� ��� ��
�� ��� ������
��� 1 ��
��!��� ��� ����� ��� ��
 " �� ��!��� ��� ��
�$�� ���� �
��&���
 �	� �������
��� ���
��

��������� �$�	
�� �� ���� �� ���
��	� �
� �� ������
� ���# 2$�
��*����� �������
�� ���
��� ��� Euler ������ ��

��,!$�� ):":
 ��� ���� �
��� ���!�
�� �� 	 �� �� ��� �
���% $ �� �� ��� ����� ���
+ �� �� ��� ���
#�� ���!��

K + E = A + 2.

,�!�� A�@+ "&��� �� �	� �
&��

%
� ���� ���&��
� 0� ��
�� ! ��� � �

���� �-0. F 2 ' 1 N " �����*���
 3�!��%$7
!��%��� %�� Euler ��� ������
��# �� �
����&���� ���
��� ���$�	����
 ��
 �
� ��
��
���&��
� � ��
����

��
�! �	��
 �# 1����
��&���
 ��
 �
� ���� ���&��
� � ��
����

��
�!
���! �	��
 ��� ��
$!� �'��� ���� � �� �������� ����� ��� ������
��� ��� �	��
 �� ��!���
��� �
���� ����&# 92��
 ��� ���&��
� ��� �
����&����� �
������ ��� �	��
 ���� �&���
�� �	� �
&�� �����& �&� �������
 ��
�� ���� ������ 2 F 5N5N5N5 F >= ��
��� 1 F
>�N>�N5N5 F 4� ����� ��
 " F ?N? F >= ��
�$��# ( ��
����

��
�! ��
��� �-0. F @#
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�� "� ���
��
 ��� ������ ������

-�# 53��
�

; ;����	 ��� ������
�� 0 �	��
 ���� �

���� �-,. ��� ����	*���
 �� �� ��

�������� ��
������� ��� ��
�� ��� ��

���	�
 �� 0# "�� ������	�� �
�� �� ��	���� ������ �
	*���

���� �����
�� ��
����

��
��� 
�
��!��� ���#

6�� %$%� ):&:� "!� ��� ���!�
�� ���
� ���
� ����
�*

6�� %$%� ):&:
 2	�� ���!�
�� Π ��
 �
�������� ��� ����% ����������� �� �� ���% ���!�
�
�� Π,Π′,Π′′% *** ��
 
�� ������!������� ���� ���� �� �������� ��� ����� ��� ���
�
���

o(Π) = o(Π′) + o(Π′′) + ....

6�� %$%� ):&:� 2	�� ���!�
�� Π ��
 ���������� ���� �� ��� ���� Π′ ���� ����

o(Π) < o(Π′).

6�� %$%� ):&:" 1 ����� ��
 �!(�
 �� ���
�� ��� ����
� � ��
� ����� ���*

1�� �� ��
����� �����
�	���� ������ ��� ���� ��� �
�����	�� ��
�������
�����# (
�
��
���	� ��� �����
��� ��� ������& �&���� ����
 ��� 
�
��!��� ��� ��$
�*��� �� ��
�'
����� �	��
 � 	�
� ��

��� �� ���!� ��� �����
��� ��� �&��� �
� �� ������� ��� �
�����	��
��
�������
����� -0�
��
�$�� 4#�.#

Α Β

Γ

Δ

,�!�� A�>+ /
�	
��� �&��� �� ��� ��
�������	����

?���� ):&:� "�����!�� ��� ���
��� ��
 ����
����
 -���
��� � ��
� 6. �!(�
 $&% $�%
$" ���������� �� � ��� ����% �� � ��� ���� ��� �� � ��� ���� ��� #����
�� ��� �� 
����
��!��� ������ ��������� �����
� ���� �� �����
� ��� ����� ���
�)�* �������'����� ���
�������������
� ������� ��� ������ ���� ��(�
�� 1

μνξ
*

$��
����0 0
�$���� �
��&����� ��� 	�� �
�����
� ��
�������	���� ��� ���� �� ��	���
B#<#> �� ����� ��� 	�
� ���� ;# "��� �� ��	��� B#<#� � ����� ��� �&��� ��� �	��
 >
-J�
����� B#<#5. �� �	��
 �� ��
�
��� ��� ����� 1 = μνξO� �#�#�#
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?���� ):&:
 1 ����� �-�. ���������
 �������������
�
 � �� ���
��� $&% $�% $"
��
 ���
� � ��� ����!� ������!� ���!��� �� �� �������� ��� ���)� ��� ���
�)� o(Σ) =
|AB||AΓ||AΔ|*

$��
����0 )��������� ��
 �
 
���	

|AB| = α

β
, |AΓ| = γ

δ
, |AΔ| = ε

ζ

�	��
 �������
 ��
 �
�

�&�� ��� �����
�	� �&��� ���� ��� �
����&���� �!���� �� βδζ 	��
�
�����
� ��
�������
���� ������� ��� ���	�� ���
 ���� 1

βδζ
. 2� ��������� � ����
�

1G �
�

�	��
 �� � �� ��!��� 
�� ��!���� �!���� 1
β

� � 1% �� � �� ��!��� 	�� ��!����

�!���� 1
δ

��
 � 1/ �� � �� ��!��� 	�� ��!���� �!���� 1
ζ

# 7�
������ ��� �� ����	� �
�	
����
��
������ ��	���� �
�� �� ��	���� ��� ����� ����� �
�

�&�� �� ��
�������	���� �� -���.
�� ��!��� 	�� ��
�������	���� ������� ��� ���	�� ���
 ���� 1

βδζ
. �� ��
�
��� ��� �����

����� ��� ��
�������
����� 
��&��
 �� ��� ���� ��� �
�
��& ��
�������
����� -J�
�����
B#<#�. ��
 �	��
 αγε

βδζ
� �#�#�#

α

β
γ

Π

,�!�� A��+ 9;���� �
�����	�� ��
�������
����� �-0.F���

��,!$�� ):&:� 1 ����� ��
 ���������
 �������������
�
 ? �� � �� ���)� �% ( ���
� �����

o(Π) = α · β · γ.

$��
����0 9;��� ��
 ��� ������ -0�
��
�$�� 4#�.� �$�
��*���� �� C!��� 4#�#4 �����
�

���&� ��� ��
 � ��
 ���� �
���� ������ ���
�
� ���
�� �

��� �# "��� �� �!��� ��
���
�� ���
���� 
� σ ��
 � ���
 ���� �� 
��&�


|α− ρ

ν
| < 1

ν
, |β − σ

ν
| < 1

ν
, |γ − τ

ν
| < 1

ν
.

1� ����� �����
 ��
 �� �
�
�� �
�����
� ��
�������	���� 0 ��

���
 ��� �����

�� ���
�� Π1 �� �!�� ����
�� ρ

ν
, σ
ν
, τ
ν
, ��
 ��

�����
 ��� �
�����
� ��
�������	���� Π2 �� �!'

�� ����
�� ρ+1
ν
, σ+1

ν
, τ+1

ν
. 92����
 ��
 ���� � ����� �-0.� ��� ��
 �� �
������ -���. ��


������
�&� �
� 	�
�� ��
�������

ρ

ν

σ

ν

τ

ν
≤ o(Π) ≤ ρ+ 1

ν

σ + 1

ν

τ + 1

ν
,

ρ

ν

σ

ν

τ

ν
≤ αβγ ≤ ρ+ 1

ν

σ + 1

ν

τ + 1

ν
.
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�� "� ���
��
 ��� ������ ������

2������� � �
�$�
� ���� �� 
������
�	 ��� ��
������

|o(Π)− αβγ| ≤ ρ+ 1

ν

σ + 1

ν

τ + 1

ν
− ρ

ν

σ

ν

τ

ν

=
ρσ + στ + τρ+ ρ+ σ + τ + 1

ν3

=
1

ν

(ρ
ν

σ

ν
+
σ

ν

τ

ν
+
τ

ν

ρ

ν

)
+

1

ν2

(ρ
ν
+
σ

ν
+
τ

ν

)
+

1

ν3

≤ 1

ν
(αβ + βγ + γα) +

1

ν2
(α+ β + γ) +

1

ν3

≤ (αβ + βγ + γα) + (α + β + γ) + 1

ν
.

( ��
������ ���! ��	���
 ��
 � �����
! �������� |o(Π)− αβγ| ��� ���
�	 �� �	��
 ���
�!�
�
��
 �	��
 �
�
���
� ���� �

���& ��� ���
�	 �� �	��
 ����!���� �
�
�� �������� �
��	 ��
��������� �
���� ������ �# ,������ � �������� ���! �� �	��
 ������ �#�#�#

� !���� ):&:� 1 ����� ��
 �!(�
 ��� � α ���!��� �� α3*

a

b

,�!�� A�4+ ��������� �
� �&����

;'��$�$ ):&:� "���� �� ��� (� ���� ���� �!(�
 ��� � α + β ��� ���!�� � ��
������

(α + β)3 = α3 + 3α2β + 3αβ2 + β3.

;'��$�$ ):&:
 "���� �� ��� (� ���� ��
 ������!����
 �� ����� ��� ��� ��
�������
α = (α− β) + β ��� ���!�� � ��
������

(α− β)3 = α3 − 3α2β + 3αβ2 − β3.
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:� ��� ��!��
� ��� ����� ��� �
�����	�� ��
�������
����� ��
 ��
�
��
� �
!�� ���
���
��� 
�
��!��� ��� ����� -0�
��
�$�� B#<. ���
�&�� �� �
�&�� ��� ���� ��� �
���
�

������ ��
 �����
� ��
 ��� ����	�� �

������#

�! %��$ ):(:� 1 ����� ���� ����! ��������� ? ���!��� �� �� �������� ��
 ��(�
�!
��� (���� ��
 ��� �� !@�� ��
 ���������*

,�!�� A�5+ 9;���� �
��& �
	������ F ������� ����� × &���

$��
����0 ( �����
�� �
� �� ���
�� �
	��� �������
 ��� �

���
�� �
	���# 7�
������ �
�
�
����	��� ��� �	� ��
�$! ��� ����� ��� �
	������ �� ��
	*���� �� �

���
�� �
	�����#
1
��	 ��
��� �� ��	����� ��
 �
� �

���
�� �
	��� � ����� �	����
 ��� �� �
������ ���
������& ��� �

����� ��	 �� &���# %
� �� ��	����� ���� �
��	 �� ��	����� ��
 �
� ����
�
	��� �� ���� ��� ��
�������
���� 
��&�
 � ���	���
�� 
�
������ �$�& ���� �

���
��
�
	��� �	��
 �� �
�� ���� ����
�� �
	������# 9;��� �� �
	��� �� ���� �� ��
�������
����
1G%/ ���
 ��� 	�
� ���� ��
 �� 	�
� ������� ����� �� �� ���� �
	��� ��� ��
�����

�� ��� ������ �
��� $�
������ �#�# ��� �� / ��� ������ /2 ��
 ������	*����� ��

Α

Β

Γ

Δ

Ε
Ζ

1

,�!�� A�<+ 9;���� �

���
��& �
	������ F ������� ����� × &���

�
�����
� /2H%# ; ����� ��� �
	������ ���� ��� �� �
	���� 12/ ����$�
���
 �� �����
��� �
	������ ���� ��� �� 	�� �
	���� GH%� �������� � ����� ��� �
	������ �� ���� ��
1G%/ �	��
 � 	�
�� �� ��� ���� ��� �
	������ �� ���� �� �
�����
� /2H% ��
 �
 ����
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�� "� ���
��
 ��� ������ ������

��
���� !�� ��
 � ����� ��� 
��&��
 �� �� ������� ��� ����� ��	 �� &���� �#�#�#:
� �������
������! ��� ������
���& ��� ����� ���
�	 �� �	��
 ��
 �
� ����
� �
	�����# "�
 � ����
���
�&�� �� �
�

������ ��� �������
�! ���� �� �
	����� �� �
	���� �� �
����
������ ��
��
�������
���� ��
 �� ��
�������
���� �� �������� �� �
�����
� ��
�������
����#
1���� � ������
���� ��	���
 ��
 �
� �� ��	����� ��� �&�� ��� ����� �
� ��� �� ����
�
�
	������ �
��	 �� �� ��	����� �
� �� �
	����� �� ���� ��� �
�����
� ��
�������
����#
%
 ���� ���� 
��&�
 � ������� �
�����#

�! %��$ ):(:
 /� ������ ������ �� (��� �� �����)��� $&�" ��� �� ���� �� ��� �
��
(��� ��� �
�� !@�� ���
� ��� �
�� ����*

Α Β

ΓΔ Ε Ζ

Η

,�!�� A�=+ J�������
�� ��
�������
����

$��
����0 ( �����
�� �
��
����
�	 �� �������� ��� �
��
����
�&�� ��
 ��� ������# ,��'
�
	����� �� ������� ���� �
�����	�� ��
 ���� ��
�������
����� �� ��� 	�
� ���� ��
 ��
	�
� &��� �
��
����
����� ��� 
������ ��� �

����� -��!��'726. 1/2 ��
 G%H� ��� ���
���	� �
��&���
 � 
������ ��� ������� ��� ���
����&
�� 1(%/ ��
 G(2H# "��
 �����'
�� ������� ��
 �
� ���� ������# 1� Π1 =1G%/'M;0D �	��
 �� �
�� �
	��� �� ���� ��

Ν

Ρ Π

Ο Ε
Θ Η

Ζ

Ι
Μ Λ

Κ

Δ
Α Β

Γ

Τ

Σ
Π1

Π3

Π2

,�!�� A�A+ 0
	����� 	��� �����

�
�����
� ��
�������
���� 1G%/ ��
 Π2 =1G%/'J"C: �� ����
� �
	��� �� ��� 	�
�
���� ��
 �� 	�
� &���# ���� ���� ��� ��
�����	�� ��� ����
�� -DM�:J. ��
 -M;�J".
�
	*���
 ��� �	��� ���
������ �
	������ Π3 =1G%/'2H(6 �� ��� 	�
� ��	��� ����# ��
Π1 ��
 Π3 ����� ��� 	�
� ����� �
��
 �� �

���
�� �
	��� �� ���� 16D �	��
 	�� �� �� �

'
���
�� �
	��� �� ���� G(0� �������� �� �$�

������ ��� �� �&� 	�� �
	����� �� ��
��
��
�� ���� ��� �	��
 �� �

���
�� �
	��� �60 ���� �� �
	����� ��� ��������� �� ����
�
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�� �
���*
� 0D1� ��
 6�G( ����� ��� 	�
� ����# 0
���������� �� ���� ��
 �� �

���
��
�
	��� �� ���� �G1 ������ ��� 
������ ��� ����� ��� Π1 ��
 Π3# 1������ �
��&���

��
 � 
������ ��� ����� ��� Π3 ��
 Π2 ��
 �����
�� � 
������ ��� ����� ��� Π1 ��
 Π2�
�#�#�#

�! %��$ ):(:� 1 ����� ��������� -����!  ������
. ���!��� �� �� ��(�
�� ��� (����
��
 ��� �� !@�� ��
*

$��
����0 92����
 ��� �
� �
������	��� �
�����
� ��
 ����&��
�� �#�#�#

�! %��$ ):(:" 1 ����� ��������� -����!  ������
. ���!��� �� �� ��(�
�� ��� �������
��� � ��
 ��� �� � ��� ��� ���������� ��
*

ε

Π1
Π2 Π3

,�!�� A�?+ 8�

��
�
�! �

������

$��
����0 8
��
����
�&�� �	��� ��

��
�
�!� ��� �
	������# �� ������� �� ������ ����
������

� ��� ��	���� � ��
 �� ��
	*���� ���
 �� �&� ������
� Π1 ��
 Π2# "����
� ��'
��$�
���� �� Π1 ���� 	�
� ��

� �� �� Π2 ��
 �� �
���
��*���� ���
 �� ��������� �

��
������� ��
�� ��� �
�
��& �
	������# 0
��&���
 ��� �
�� �
	��� �� ���� ��� ����'
�� ���! ��� �
�
��& ��
 �!��� ������

�� �� 	�
� �� �� �!��� ��� �
�
��& �
	������# (
�����
�� ������
�����
 �$�
��*����� ��� 0
����� B#=#>� �#�#�#

ε

Η

Θ
Α

Β Γ

Δ

ΕΖ

,�!�� A�B+ 9;���� �

���
��& �
	������

;'��$�$ ):(:� "���� ��� � ����� ���� ���������! ��������� ���!��� �� �� ��������
1
2
ε(ABΓΔ)|HΘ|% ���
 ε(ABΓΔ) �� ��(�
�� ���� �
��� ��
 ��������� ��� |HΘ| � ����

����� �
� � ��� ��� �������� ��� *
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�� "� ���
��
 ��� ������ ������

-�' 53��
� ������$"�

( ����&���
� ��
��	�� �	��
 ���! �� ��� �

���
�! ����# "�
 � ���!� ������ �����
��������� ������	�� ���� �
������
� �� ��$
������ ��� ���� ��� �� ��� ��!��
� ����
�&���# �� ������� ��!�� ��	���
 ��� �
��
����
�&�� �
	����� -��� ���	�� ���
	*����
�� ���
��� ��� ����. �
� �� �
�����	����� ��� ���� �
�� ��
��	���#

Α
Β

Γ

Δ

Ζ

Η

Θ

ΙΚ

Λ

Μ

Ν

Ξ

Ο

Σ

Ρ

Π

Τ

Υ

Φ

Χ Ε

Ψ

,�!�� A4@+ 0
�����
�� ��
��	��� �� �
	�����

�! %��$ ):�:� 2	��� �������� �
����
� ? �� (��� $&� ��(�
�! ε ��� !@�� 
* /���
��� ���� ������ ������� � 
�����
� ������ Π1 ��� Π2 ��
 ����� ��)���� ��������� ��� ��
����� ��
� o(Π1), o(Π2) ���)� ��� � ����� ��� �
����
�� o(Π) ���������!� ���

o(Π1) < o(Π) < o(Π2), και o(Π2)− o(Π1) =
ευ

ν
.

$��
����0 /
�	
��� �	� ���! �
�� ��� ��
�$! / ��� ��
��	��� �#�# ��� 1/ �� � 	��
��!���� ��
 $�
� ��
������ ��	���� �
�� ��� ����# 1�� �� ����	� ���!� ����� ���
��
����� �� �
� ����� ����� $�
� ��
������� �
�� ��� ��
���!�� ���! 1/# ,�����	*����

�
	����� �� ����
� �� ��
������ ���� ��	���� �� ��� ���	�� �

����� �	��
 �� �����!
��
���� ���� ��
��	�� -���� �� 1H(6J". ��
 ���� ��� ��

��������� ��
�� ��� ��
��	���
��� �����

�� ���� -���� �� 1G%C":.# �� ��

������� ���� ��
��	�� �
	����� �����*�
��������� ��
 �� ���� ��������� �
	�����# �� Π1 �	��
 � ����� ��� �����

��� �

������
��
 �� Π2 �	��
 � ����� ��� �����

��� �

������# �� Π1 ��

�����
 �� �����!
�� ��� Π
��
 ������� -J�
����� B#<#4. ���


o(Π1) < o(Π).

�� Π2 ��

���
 ������
� ��� ��
��	�� ��� �����

�� ��� ��
 �������

o(Π) < o(Π2).

( �
	�
�� ��
��!
��� �	��
 ��
 �� �&� ������ �������&���
 ��� 	�� �
	����� ��!� ����� ���
�	��
 �� ����'����# 0
�����
 ���� �
	��� ��� �������	 �� Π1 ���
 ��� 	�� ��� ��� ������
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���� ����
����� ��� Π2# %
� ��
���
��� -��!��'730.� �� �����

�� 1H(6"J �	��
 	�� ��
�� �����

�� ��� ���� ��� "J62MS� �� �����

�� ",DY M� �	��
 	�� �� �� �����

��
��� ���� ��� M�Y 7E8 ���## 92����
 ��
 � �
�$�
� ��� ����� ��� �&� ������� �	��
 �
����� ��� ����'���� �
	������ �� ���� �� 1G%� ������� o(Π2)− o(Π1) =

ευ
ν

� �#�#�#
:
� ���� �
	�
�� ��
��!
��� �$�
� ���� ���� �&� ������� ���� �� Π1 ��� ����'

�����*����
 �
� �&� �
�$�
��
��� �

���
��� ��
��	��� �� �� 	�
� &���# ; ����� ���
����� ���� ����$�
���
 ���� ���� ��� ������� ��� ������ ����#

�! %��$ ):�:
 2	��� ��� ��� 
������ ��������� �������� ?G$&�" ��� ?2G$2&2�2"2 ��
�� �
�� !@�� �������
�'����� �� ���������� �)���� Π1,Π2 ��� Π′

1,Π
′
2% ���� ���� ������!�

���� �������* /��� �� ����� ��� �����

o(Π1)

o(Π′
1)

=
o(Π2)

o(Π′
2)

=
ε(ABΓ)

ε(A′B′Γ′)
.

$��
����0 1� ��&�� ��� �����
�� �
� ��� ��&��
� ����# ; �
���� �����
��&���
 �� 	���
�&����# ; ����� ��� Π2 �	��
 �� ��
�
��� ��� ����� ��� � �

������ ��� �� ����
���&�#
�� �
��� ����'���� ���
 ���� o1 = ε · υ

ν
� ���� ε = ε(ABΓ) �� ������� ��� 1G% ��
 � ��

-��
��. &��� ��� ��
��	���# ( �
	�
�� ��
��!
��� �	��
 ��
 �� ��� ���� �
	��� ���
 ����
��� �	��
 ���
� �
�� �� 1G%� ���� �� ���� �# ; ����� ��� ��&��
�� �
	������ �������
�� �	��
 o2 = (κ2ε) · υ

ν
= k2o1. 1������ o3 = λ2o2 = λ2κ2o1 ���# ,����
�� �
����������

���� � ������ ��� �

������ ������

o(Π2) = o1 + ...+ oν = o1 + κ2o1 + κ2λ2o1 + ... = (1 + κ2 + κ2λ2 + ...)o1 = μ · o1.

�� � ��� ��

�����
 �� ��
�
��� ��� ����������� ���
������ �	��
 ���� �

���� ���
���
����
 ���� ��� �� � ��
 ��
 �� �
	���� ��� �����# 0
�����
� ��� ��� ���
����� ���
�

����� -��!��'730. /1G ��
 /", �
��&���
 ��


κ =
|KI|
|AB| =

|ΔK|
|ΔA| =

ν − 1

ν
.

1������ �
��&���
 ��


λ =
|NT |
|KI| =

ν − 2

ν − 1
⇒ λκ =

ν − 2

ν
.

,���������
 ������� �
	������ ��
��� ��


μ = (1 + κ2 + κ2λ2 + ...)

= 1 +

(
ν − 1

ν

)2

+

(
ν − 2

ν

)2

+ ...+

(
1

ν

)2

=
1

ν2
(1 + 22 + 32 + ...+ ν2),

��� ��	���
 ��
 � � ���
����
 ����� ��� �� � ��
 ��
 �� �
�
�� �
	����# 0�
���
��������
�� ��
 ��� ��� �
�
�*���
� �� ��&��
� ��� ������
 �� ��
���� ��
 -[CR96, σ. 14].

1 + 22 + 32 + ...+ ν2 =
ν(ν + 1)(2ν + 1)

6
⇒ μ =

(ν + 1)(2ν + 1)

6ν
.
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o(Π2)

o(Π′
2)

=
μ · o1
μ · o′1

=
o1
o′1

=
ε · υ

ν

ε′ · υ
ν

=
ε

ε′
,

�#�#�#

� !���� ):�:� ��� 
!� �������� ?% ?2 �� (����� ���� ��(�
)� ��� ��� !@� � ����� ���
����������� ������� o(Π1) = o(Π′

1) ��� o(Π2) = o(Π′
2)*

��,!$�� ):�:� "!� ���������� �
����
�� ��
 �
��
 !@�
� ��� �
��
 ��(�
�! (���� ���
�
��� �
�� ����*
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τ
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ψ

ε
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α
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η
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,�!�� A4>+ ,&��

�� ��
��	��� ���� ��� �
�����	����

$��
����0 ���������� �
� �&� ��
��	��� 1G%/ ��
 ���� �� ��� ���� ���� ��� 	�
� ��	����
�# 92��� ��
 �
 ����
� ���� ����� �� 	�
� ������� ε ��
 ��
 ����� �� 	�
� &��� �� ���� �
�
��� 1G%/ ���
 �����&��
� ����+ �-1G%/.>�-����.# 6� ��	����� ��
 ���� �	��
 �����#
0
�� ��&�� �������&��� �
	��� Πω F 1G%%LGL1L �� ���� 1G% ��� ���
 ���� 	�� ��
��� �
�$�
� � F �-1G%/.'�-����.# "����
� �������&��� �
� �� �&� �
	����� �� ������
Π1,Π2 ��� 0
������ B#A#> �
� ���
�
� � ���
 ���� �� υ

ν
�� �	��
 �
�
���
� ��� &���� ���

�
	������ Πω# ���� ��
 � ���	���
��� ����� ��� ���
��& �
	������ �� �	��


o(ABΓΛKM) < o(Πω).

1�� ��� ���� ��

� � �
�$�
� ��� ����� ��� �&� ��
��	��� �� �	��


o(Πω) = o(ABΓΔ)− o(αβγδ) < o(Π2)− o(Π′
1) = o(Π2)− o(Π1) = o(ABΓΛKM).

:
� ��
������ ��� ���
$����
 ���� �
����&����# 1������ ���	$��� ��	
����� ��
 ���
��� ������� ��
 �-1G%/.<�-����.# ,������ �� �
���
 �-1G%/.F�-����.� �#�#�#
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 1 ����� �������� � �
����
�� $&�" 
�
���� ��� ��� �!��

o(ABΓΔ) =
1

3
ε(ABΓ)υ,

���
 ε(ABΓ) �� ��(�
�� ��� (���� ��� ��� 
 �� !@�� ��� �
����
��*

Α

Β

Γ

Δ

Ε

Ζ

,�!�� A4�+ ����� ��
��	��� �-1G%/.F1
3
ε-1G%.�

$��
����0 1�� �
� ��
�$�� G ��
 % ��� ����� $�
� ��
������� ��
 	��� �
�� ��� ���! 1/
��
 ������
�� �� �

���
�� �
	��� 1G%H/2# 7�
� �����
� ��� �
����
� %2# �� �
	��� ���
���
��
��	��
 ��
	*���
 �� �
�
� ��
��	���+ ��� �
�
�! 1G%/� ��� G%/2 ��
 ��� %/2H#
;
 �
�	� ��
��	��� ����� ����� ��� 	�
� ����# ( G%2/ ��
 2%H/ �� ����
� �� 	�� �
	����
G%2 ��
 %2H ��
 ��
�! ��
�$! ��� / ����� 	��� ����
� ��
 �� 	�
� &��� �
� ��� 	�
� ����#
1��� ��
 � /2H% ���
 	�� ���� �� ��� �
�
�! ��
 	�� &���# 1$�& �
 �
�
� ��
��	��� �����
��� 	�
� ����� ���� �	� ���� �� �	��
 �� >I4 ��� �
	������� �#�#�#

.+ ���7� 92��
 ���
�$�
�� �� ��
���
!����� ��� �������	� ��!�� ��� ���� ��� ��
��	'
��� G%/2 ��� �

���
�� �
	���# ;
 �������
 ����� ��� G% ��
 /2 �	��
 ��&������ ��
 ��
��	���� 1G% ��
 /2H �	��
 �� �����
�� -0
����� A#5#�. ��
������ ��	���� ��� ��

�����
����� �
� ��&������# ( ��
�! ������� ����� ��� �&� ��������� ���
 �!��� ��� ��������
��� �&� ��
����� �����! �� &��� ��� �
	������� 1G%/2H# ( ��
��!
��� ���! �����	
���� ������� �
�����#

�! %��$ ):�:� 1 ����� ��� �
����
�� �� �������� ����� &� ��� "	 ���!��� ��

1

6
|BΓ||ΔE|υ ��(φ),

���
 
 �� � ��� ��� ���� � ������
 ��� -��
�(����. &� ��� "	 ��� φ � ����� �����!
��� &� ��� "	*

� !���� ):�:
 "������� 
!� ��
�(���� �
���)� � ��� ( ���)� ��� �
�
������� ����
����� &� ��� "	 ������)� ���)� ��� ������������ ���������� ��D �
�)� ��� �
���)�% ��
������
�� &�"	 ���� ���� ���������� ��� ����� ��
� ��� ��� � ��� (*
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�� "� ���
��
 ��� ������ ������

.+ ���7
 ( ��
��
�$�� ���!� ���
����� ���� ������� ��� Legendre [Leg37, σ. 134].�
���
 ���
�$�
�� ����� ��� ����� �
��
 �
��
����
�	 ��� �� ��
����

��
�� ��� �
	�� ��
	�
�� ����$�&��
 ���� ������
�� �
���
�

��� ���# 1� ������ �� �
��
����
!����� �

� �
�����
�� ��� �&��� ��� ����� ��� ��
��	��� �� �	�� ����
���
 ������ ������ ���� ���
�
��� �
����� ��� ��
��
�$��# 0
�����
 � 0
����� B#A#> $���
���
 ��
 � ����� ���
������� Π2 -���� ��
 ��� Π1. �	��
 �
� �
�����
�� ��� ����� ��� ��
��	��� �� �$����
�
�
���
� ��� ευ

ν
# 91
� ���������� �� � ��
 ��
������ ��� �

� �� ������ ��� *���&����

�&��# ; ������
���� ���� 0
����� B#A#� ��	���
 �����
� ��
 � ����� ��� Π2 �	��
 	��� ��

o(Π2) =
μευ

ν
=

(ν + 1)(2ν + 1)

6ν2
ευ.

�� �����
���� �
��&���
 ��	
������ �� �

� ��� ���������

(ν + 1)(2ν + 1)

6ν2
=

1

6
(1 +

1

ν
)(2 +

1

ν
) → 1

3
.

( ������� ��� �������!���� �	��
 ���� ���	� ����$�
� ��� ������� ��� ���������� ���
1
�
�!�� ���� ��
	����� ��� ����� ����� ���
��� ��� ��
��#

��,!$�� ):�:� 1 ����� ���� �
����
�� ����� �� ��� ����� ��
 ��������
 ��
 ��(�
�!
��� (���� ��� ��� �� !@�� ���*

Α

Β

Γ Δ

Ε

Ζ

Ο

υ

ε

,�!�� A44+ 9;���� ��
��	���

$��
����0 1�� �
� ��
�$! �#�# ��� 1 ��� ����� 1G%/### ��� ��
��	��� $�
� ���� �
�
�
����
�� �
�� �
� ����� ��
�$��# �� �
	��� ��
	*���
 �� �

���
�� �
	����� �� �� 	�
�
&��� ��
 �� �����
���� ���	��
 ��
�	*����� ���� ������ ��� �

���
��� ��
��	��� ����

��� �
���������� ���
!������ �#�#�#

� !���� ):�:� 1 ����� ����
��� �
����
�� !@�
� 
 �� ������ (��� ��(�
�! ε1 ���
���� (��� ��(�
�! ε2 ����� ���� ��

o =
1

3
υ · (ε1 + ε2 +

√
ε1ε2).
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υ

ε

Ο

ζ

,�!�� A45+ 9;���� �����
�� ��
��	���

$��
����0 0
��&���
 ����� ��� �� �
����&���� ���
���� ���
����� ��� �����
� ��
��	'
�� �� �
�$�
� -�� �
�� ��� ����. ��� �&� ��
��	��� �� ����
� �
� �&� ����
� ��� �����
��
��
��	���# 92��
� �� � �	��
 �� &��� ��� ��
��	��� �� ��� �
�
! ����� � *���&����� �����
�� �	��


o =
1

3
(η + υ)ε1 − 1

3
(ηε2) =

1

3
(υε1 + η(ε1 − ε2)).

9;��� �� ���&���� ��� �&� ��
������ ��	���� �	��
 ���
� -0�

��� A#A#>.� ������� �
����� ��� ������� ���� 
��&��
 �� ��� ���� ��� ���
������ ��� ����
�� ����� ��� ��
��� ��

� ��� 
��&��
 �� ��� ���� ��� ���
������

ε2
ε1

=
η2

(υ + η)2
⇒ η =

υ
√

ε2
ε1

1−
√

ε2
ε1

.

1��
���
������� �� � ���� �
����&���� �&�� ��
 �������� �
���
� �
��&���
 �� *���&�����
�#�#�#

;'��$�$ ):�:� "���� ��� � �������� �
����
� �� ��
 ���� ��� ���������)��� ����
��
-���
# ��� ������ ��� �� ����� �
��� ����� �����)��� �������. �� ����� � ��
� 
 ����

���� δ3

6
*

;'��$�$ ):�:
 "���� ��� �� ��(�
�� ��� �������
��� ���#������ ���� �
����
�� �����
�����!���� ��
 ��(�
�! ��� (���� ���*

Α Β

Γ
Δ

,�!�� A4<+ ���! �

���
�!� ��
��	��� ���� ��
�������
����

;'��$�$ ):�:� "���� ��� ��� �����
� ��������� ���� 
!� �������� ����� $& ��� �"
������
��
 �� ������ ���� ���������������* "���� ������ ��� 
������ ��� ����()� ������
�����
� ��
 ������ �� ������
�� ���� ���(�* ?��� � ���(�� �
��� ����� ���������;
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; ����� ���� ���	��
�� ��� ���
�	 �� ���
���	 ����� ��
 �&�$��� �� �
� ���
��� 
�
������
��� ����� -0�
��
�$�� B#<.� �$�& ����� ����
	*��� ��!
�� ��� ����� ���� ���� �
� ��'
�&��
�# 92��
 ����$�&������ �
� �	� ����� $�
�� ��� �

� ��
 �
�����	*���� ��� �&�
��
�
�� �����
������ �� ����� �
	����� ��� 
�	�� &���� � �� ���� ��� ���	��
��# 0�

�

'
*������ �� �����
�� �
	����� �����
������ ���� �&�
��
� ��
 �
	*���� ��� ;���� %��
���*
�!�� �� �

� ��� ����� ��� �����
��� �����
������� ���� �&�
��
� �

������
����� ���������
 �
 ��
�� ����#

,�!�� A4=+ 9;���� ���	��
��

�! %��$ ):-:� 1 ����� �
���
��
 ���!��� �� �� �������� ��
 ��(�
�! ��� (���� ��

��� �� !@�� ��
*

$��
����0 %
� ��� ������
��� ��� ������& �
��
���
�&�� ��� ���
� ���! �����! ������'
�	� �����
��� ��������� Π1,Π2,Π3, ... -=#�. ��� ���
�$����
 ���� ���� ��� ���	��
���
�
�	*����� ��� �� �����
������ ���
����� (Π1) ��
 �
����
�*����� �� ���� �!�� �� ��!'
��� ��� ��
�$��# ,&�$��� �� ���� ������
���&� ��� -C!��� =#<#>.� �� ������� ���
�����
������� ���� �&��� ���	��� 
 ��������� �� � �� ��!��� ����
�� �	��


μ(
ρ2

2
��(

2π

μ
)).

,�������
 -0
����� B#=#>. ��
 � ����� ��� �
	������ ���� ��� ���� �� ���&���� �� &���
� �	��


υμ(
ρ2

2
��(

2π

μ
)).

2��
�! �� &��� ��
�����
 �����
� ��������
 ��
 �� �

� ��� �
����&����� ��
�������
����� ��������
 �� � -= 2ν. �� �	��
 �� �
������ ��� &���� ��	 �� ������� ��� �&�����
�#�#�#

.+ ���7� ( �����
�� 
��&�
 ��
 ���� �
 ������

�� �	��
 ��
 ������� ��� ��	���� ���
�&���� ��� ����� ���� ����
��# �� ���� ��� ����*�
 �� ���!� ��� ��
	����� �	��
 ��
&��� ��� ���	��
��� ��� ��� ����	*���
 ����� �� �� �!��� ��� ������

��� ���� �	����
 ���
��� �&��

υ = δ ��(ω),
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υ

ω

,�!�� A4A+ 9;���� ����
�� ����
��& ���	��
��

���� � �� �!��� ��� ������

�� ��� ����
�� ���	��
�� ��
 � � ���	� ��� ������	*�
 �
������

� �� �� ��	���� ��� �&���� ��� �����# 92��
 � �
����&���� �
������ ���� �
���'
������� 
��&�
 ���� �
� �
��&� ����
��&� ���	��
��� ��� ��
 �
� ����
���#

.+ ���7
 ( ������ ���! -�� ��	���� �
�����
� ��
� ������

��. ���� ����
�� ���	��
��
�� ���� �&��� 
�� �	��
 �&���� -�	��
 ����
��.#
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9;��� ���� �&�
��
� ���
 ��
 ���� ���� � ������
���� ��� ����� ��� �	����
 �
�����	'
*����� ��� ���� �� �����
������� �����
��� ��
��	���# �� ����

� �� ������ ������!��

�
����� $�
��# ,��� �&��� ��� ����� ���
�$���� �����
�� ���&���� Π1,Π2,Π3, ... �
�	'
*����� �� �� ���
����� ��
 �
����
�*����� �
����
�� �
� ��
�$�� ��� �� ��� ��� �������
���&����# ;
	*���� ��� ;���� %�� �,
�� �� �� �

� ��� ����� ��� ��
��	��� ��
���� �� ���&���� Πν ��
 &��� �� &��� ��� �����#

,�!�� A4?+ 9;���� �����

�! %��$ ):):� 1 ����� �)��
 ���!��� �� �� 6A: ��
 �� ��������
 ��
 ��(�
�! ���
(���� ��
 ��� �� !@�� ��
*

$��
����0 ( �����
�� �	��
 � 	�
� �� ���!� ��� 0
������ B#?#>� �#�#�#

.+ ��� ( �
����� 
��&�
 ��
 �
� ����
��� ������ ��
 ��
 ����� �
��&�# ( �
��&��'
�� ��� �
����&����� �
������ �	��
 �
���� ���
�! ���� �� �����

�������
 ��
 ����&�#
( �����
�� �
� ���� ����
��� �	��
 � 	�
� �� ���!� �
� ���� �
��&�# ; ����� �����
��

Υ

υ

δ

Ο

Α Β

ΓΔ

ρ Ρ

Ε Μ

Ν

,�!�� A4B+ 9;���� �����
�� �����

����� ������	*���
 �$�

����� ��� ��� ���� ��� ����� �� ��� ������ ���� ��� ���� ���
����� �� ��� �
�
! ����#
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�! %��$ ):):
 1 ����� ��
 ����
��
 �)��
 ���!��� �� ��

1

3
(1− κ3)ευ,

���
 � ����� �� ��(�
�� ��� ������� (����% 
 �� !@�� ��
 �)��
 ��� ������� (���� ���
� � ����� ��� ������� ��� ���� � (���� ���� �
� � ��� �������*

$��
����0 1� � ����� ��� ���	��� �	��
 �� ���� � ����� ��� ������� ��� �
�
�& �&����
�
�� ��� ������ �	��
 κ2# 2�	��� � ����� ��� &���� ��� �
�
�& ����� �
�� �� &��� ���
������� �	��
 -���� ���
������ �

�����. ��
 ����� �# ; �&��� �
��&���
 ������ �
�'
$����� �� �
�
� &��� �9F�� ��
 �� �
�
� ������� �9Fκ2� ��
 ���
���
������� ���� ����
�&�� ��� �
�$�
�� ��� ����� ��� �&� ������ �#�#�#

( ������� �
����� �	��
 ��� ���� ��� �����
�� ����� ����
�!��
 ��� ���
��� ���
��	��
��� ��� �	��
 �
 �&� ���	��� ��� ������ ��� D� 
 ��
 �� &��� ��� �#

�! %��$ ):):� 1 ����� � ��
 ����
��
 �)��
 �� ������ ������� (���� 9% ������
���� � (���� � ��� !@�� 
 �����

o =
πδ

3
(P 2 + ρ2 + Pρ).

$��
����0 ( �����
�� ���
	*���
 ���� ���
�� �&�� ��� ����� ��� �����
�� ������ ��
�
�$�
� ��� ����� �&� �����

o =
π

3
(P 2Y − ρ2υ),

���� Y ��
 � �� &�� ��� ����� �� ��� ������ ���� ��
 ��� �
�
! ���� ���	���
��# ��
��!��'739 ��	���
 �� ���
��	� ��� �

����� ��� �
��&���
 ��������� ��� �����
� ���� ��
��	���� ��� �
�
����
 ��� ��� ����� ��� ;:# ( ���! ���! �	��
 ��� 
�������� �
���*
�
1G%/� ��� �
�����	������ �
� ����
�� ��� �����	 ��� 
�������� 1G;# 1�� ��� ���
�����
��� �

����� 1/2 ��
 /;M ������

P − ρ

δ
=
ρ

υ
⇒ υ =

ρδ

P − ρ
.

8
��
����
����� ��	��� ���
Y = υ + δ,

������

o =
π

3
(P 2Y − ρ2υ) =

π

3
(P 2(υ + δ)− ρ2υ)

=
π

3
(P 2(

ρδ

P − ρ
+ δ)− ρ2

ρδ

P − ρ
)

=
π

3
(P 2(

Pδ

P − ρ
)− ρ2

ρδ

P − ρ
)

=
πδ

3
(
P 3 − ρ3

P − ρ
)

=
πδ

3
(P 2 + ρ2 + Pρ),

�#�#�#
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9;��� ���� �&�
��
� ��
 ���� ���� ���
 ��
 ���� �$�	
� � ������
���� ��� ����� ���
�	����
 �
�����	*����� ��� �� ��� ���� ������� ��� �
��&����� ��� �����
�� ���&����#
:
� �
�����
�� ��� �$�	
�� ���	��� 
 ��
�����
 ��� ��� ��

��
�$! �����
��& ���������

Α

Β

Γ

Δ

Ε

Ζ

Η

Θ
Κ

Λ

Μ

Ν

,�!�� A5@+ 0
�����
�� ��� �$�	
��

�����
������� �� �&��� � ���	��� 
# 1� ������	*���� ���
 �� Π1,Π2,Π3, ... �� �����
��
���&���� ��� �
��
����
!���� ��
 ����0�
��
�$� =#�# 1
�	*��� ��� �� ���
����� -Π1.
�����
������ ���� �&��� � ��
 ������ ��� �� ������� �	��
 ��	��� �����
������ ���� �
��
 ���
 �
����
� ��!��� ����
�� ��� �� �
����&����# "��� ��� ��

��
�$! ���� ����
��
��������� ��
	 ��� �
����
� 12� ��� ���������� ��
 ����	���
 �� �	� �
����
� ��� ��'
�������� ��
�����
 ��� ���
��� � ����� ��� ���	�� �
��
����
�	��
 �
� �� �
�����	�����
����� ��� �$�	
��# ;
 �������� �
�����
� �����&� ���� ������
��� ����& ��� �����
����� ��
 ��� �

� ��� �
 ����
 ����	 ��	���� ����� ���������
 �
 ����
�� ����#

Α

Β

Γ

Δ

Ε

Ζ

,�!�� A5>+ )�����
���� ����� ���
��& �� ��

��
�$!� �

����� ��
	 ����
��

�! %��$ ):�/:� 1 ����� ��
 ������! ��
 ����!���� ���� ��� ��������# ����)��
 $&�
���� ��� (��� ��
 $& ���!��� �� �� 6A: ��
 ����
 ��
 �
���
��
 ��
 ����!���� ���� ���
��������# ��
 ���������
 $&"	 �� ��� �
�� (��� ��� �� �
�� !@�� �� �� �������*



"��#� ������ ��� ��
���
� 5AB

$��
����0 92��� H � �
����! ��� ����	�� % ���� ����� ��

��
�$!� 1G# �� ���
�� ���
��
�����
 ��� �� �
	���� 1G% ���
 ���� ��� �
�$�
� ��� ����� ��� ����� 1%H ��

G%H# ;
 �&� ����
 ����� ��
�! ���� ��� �&��� �� ���	�� |ZΓ| ��
 ������� εF�|ZΓ|2 ��

� �
�$�
� ��� ����� ���� �	��


1

3
ε|AZ| − 1

3
ε|BZ| = 1

3
ε|AB|,

�#�#�#

Α

Β

Γ

Δ

ΜΟ

Β∗

Γ∗

,�!�� A5�+ )�����
���� ����� ���
��& �� ��

��
�$!� �

����� ��
	 ��
�$!�

�! %��$ ):�/:
 1 ����� ��
 ������! ��
 ����!���� ���� ��� ��������# ����)��
 $&�
���� ����� 
��������� ��� ��� ���
# ��
 $ ��� �� �������� ��� (��� ��
 &� ���!��� ��
�� 
!� ����� ��
 ��(�
�! ��
 ��� ��� ��������� ��
 �!���
 ��
 
�����#�� �� ����� , ���
(���� ��
*

$��
����0 92��� / � ���! ��� G% �� ��� ����� ��

��
�$!�# ; ����� � ��� ��
���
 ��
�
	���� 1G% 
��&��
 �� ��� �
�$�
� ��� ����� ��� ��
����� �� �
	���� 1/% ��
 1/G
��

��
�$����� ��
	 ��� ��
�! ���� ���� 1/# ,&�$��� �� ��� �
����&���� �
����� �
����� ����� �	��
 �� >I4 ��� ����� ��� ���	��
�� �� ��� 	�
� ���� ��
 �� 	�
� &��� �� ��
���	���
�� �
	����� ��������

o =
1

3
(π|BB∗|2|AΔ|)− 1

3
(π|ΓΓ∗|2|AΔ|)

=
π|AΔ|

3
(|BB∗|2 − |ΓΓ∗|2)

=
π|AΔ|

3
(|BB∗| − |ΓΓ∗|)(|BB∗|+ |ΓΓ∗|)

=
π

3
(|AΔ|(|BB∗| − |ΓΓ∗|))(|BB∗|+ |ΓΓ∗|)

=
π

3
(2ε(ABΓ))(2|OM |)

=
2

3
ε(ABΓ) ∗ (2π|OM |),

�#�#�#
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�� "� ���
��
 ��� ������ ������

Α

Β

Γ

Δ

ΜΟ

Β∗

Γ∗

Δ

Γ

Μ

Β

Α

Β∗ Ν

Γ∗

Ο

,�!�� A54+ )�����
���� ����� ���
��& �� ��

��
�$!� 
�������&� �

�����

� !���� ):�/:� 1 ����� � ��
 ������! ��
 ����!���� ���� ��� ��������# ��������!�
����)��
 $&� ���� ����� 
��������� ��� ��� ���
# ��
 $ ��� �� �������� ��� (��� ��

&� ���!��� ��

o =
2

3
π|AM |2|B∗Γ∗|,

���
 , �� ����� ��� &� ��� &C% �C �� ���(���� ��� &%� ���� ����� ��������# �*

$��
����0 "��� ��� �
����&���� �
����� � ����� ��� �� ���� ���
��& �� �	��


o =
2

3
ε(ABΓ)(2π|OM |).

9;��� �� 1G% �	��
 
�������� -|AB| = |AΓ|.� ���� � 1: �	��
 ������ ���� G% ��
 ��
�
�����
� �
	���� 1:; ��
 M%LGL� �� M ��	 ��� GGL ���
 ���� |BN | = |ΓΓ∗|� �	��

���
�# ,�������
 ��


|OM |
|AM | =

|B∗Γ∗|
|NΓ∗| =

|OM |
|AM | =

|B∗Γ∗|
|BΓ| ⇒ |OM | = |AM ||B∗Γ∗|

|BΓ| .

8
��
����
����� ����� ��� �&�� � ����� ��� ���
��& �
�$���


o =
2

3
ε(ABΓ)(2π|OM |)

=
2

3

(
1

2
|BΓ||AM |

)
(2π|OM |)

=
2

3
π|AM |2|B∗Γ∗|,

�#�#�#

.+ ���7� 2	��
 �&���� �� ��&�� ��
 � �&��� ��� �������	�� ��
	������ 
��&�
 ��
 ����
��
	����� ��� � G% ��� �����
 ��� ����� ��

��
�$!�� �����! � G% �	��
 ��
������ �
��
��� ����� 1/#
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Α

Β

Γ

Ω
Ω∗

Γ∗

Β∗

Α∗
Μ

Ν
Ο

ρ

,�!�� A55+ )�����
���� ����� ���
��& �� ��

��
�$!�

�! %��$ ):�/:� 2	��� ��� �� ���!���� �������!���� ��� ��� ������� 1$% 1> ��� �� ��
����
 ���
�)��
 $&�"	***> �� ���� ���
��� ��� ������������
 �� �!��� �% ��������#����
���� ����� 
��������� ��� �� ������ 1 ��
 � ��� � �������� �� �� ��* /��� �� ������
��
 ��������� ���� ����

o =
2

3
πρ2|A∗Ω∗|,

���
 $C% >C �� ���(���� ��� $ ��� > ���� ����� ��������# � ��� � � ������ ��
 ���������
����
 �!���
 ��
 ���
�)��
*

$��
����0 ( �����
�� �
��&���
 �$�
��*����� �� �
����&���� ��

��� �� ���� ��� ��� ��
�
	���� ;1G� ;G%� ;%/� ### ��
 ��
�	*����� ���� �&���� �
� ���� ��
��������� �������
�#�#�#

.2��!�� 	 %����	 �����*���
 �� ���
�� ��� ��
�����
 ���� ��� ��

��
�$! ����
����
��& ����� �&���� � ��� ��

��
�$���
 ��
	 ����	� 8Y ��� ��
����� ��� �
�
������
��� �� ����
� ; ��� �&���� ��
 �� �������� ��� ����
�� �����#

Α

Β

Ο

Χ

Υ

Α∗

Β∗

ρ Μ

,�!�� A5<+ )�����
���� ����� �$�


��& �����
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�� "� ���
��
 ��� ������ ������

� !���� ):�/:
 1 ����� ��
 �#������! ����� ����
 $& �!���
 � ������� � ��
 �����
����#���� �!�� ��� 
������� ��
 � ��
 
�� ������ ��� ����� ����� ���� ��

o =
2

3
πρ2|A∗B∗|,

���
 $C ��� &C �� ���(���� ��� ����� ��
 ����
 $& ���� ����� ��������# �*

$��
����0 3� ���� ��� �� ���� ���
��& ���
�&�� �� �

� ��� ����� ��� ���
��� ���
��
������
 �� ��� �
��� ��� ��

�
�$���
 ���� �
����&���� �
����� ��� �� ���&����
;1G%/###3 �� �����
������ ���� �&��� �� ����� ��������
 �� ��!��� ��� 	��� ����
��
��� ��������� 1G%###3# ���� � ���	�� ��� �����
������� ��� ���&���� ���� �&����
��	��
 �
�� ��� ���	�� 
 ��� �&���� � ��
 � �&��� �
��&���
 ��� ��� �&�� ��� �
����&�����
�
������ ���
���
������� ���� ���� ��� 
 ��� ���	�� ��� �&���� �� �#�#�#

� !���� ):�/:� 1 ����� �#����� ������� � �����

o =
4

3
πρ3.

$��
����0 6��
�&�� ��� �$�	
� ��
������� ��� ��

$�
�
� ���	��� 
 ��� ��

��
�$���

��
	 ��� �
����
� ��� 12# ,��� �&��� ���� ���
�$���� �� ���&���� Π1,Π2, ... ���
 ���� �
12 �� �	��
 �
����
�� ����# 92��� oν � ����� ��� ���
��& Σν ��� �
��&���
 ��

��
�$�����
�� Πν ��
	 ��� �
����
� 12 ��
 ���� ρν � ���	�� ��� �����
������� ��� Πν �&����# "���
��� 0
����� B#>@#4 �� ������

oν =
2

3
πρ2ν |A∗E∗| = 2

3
πρ2ν |AE| =

4

3
πρρ2ν .

; ����� ��� �$�	
�� �	��
 �� �

� ��� oν ��
 ���� ���
����
� �&�$��� �� ��� �
����&����
�&��� ��� �� �

� ��� ���	��� ρν ��� �����
������� �&����# "���� ���� ������
 �� � �
���	�� ��� �����
������� �&���� ρν ��	��
 �
�� ��� ���	�� ��� ��

���
������� 
� �� �&
��
 �� �����
����� �#�#�#

A

B

O M

ρ

Α∗

Β∗

Χ

Υ

,�!�� A5=+ )�����
���� ����� �$�


��& ������	��

; .2��!�� 	 ���%����	 �	��
 �� ���
�� ��� ��

���	���
 �����& ���� �����
�� �����
�����
������� ���� �$�	
� ��
 ��� �$�	
�# 0
��&���
 ���� ��� ��

��
�$! ���� ����
��&
��!����� �&���� � ��
	 �
����
� ��� �&���� 8Y ��� ��� �����
 �� ����
�� ��!��#
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� !���� ):�/:" 1 ����� �#������! 
���
���
 ��
 ��������� ��� ���� $& �!���
 ����
���
 1 ������� � �����

o =
2

3
π|A∗B∗|(ρ2 − |OM |2) =

1

6
π|A∗B∗||AB|2,

���
 $C% &C �� ���(���� ��� ����� ��
 ����
 $& ���� ����� ��������# � ��� , �� �����
��
 ����
*

$��
����0 ( �����
�� �
��&���
 ������	*����� ��� �
�$�
� o1 − o2 �&� �����# ; �
����
-o1. �	��
 � ����� ��� ���
��& ��� �
��&���
 ���� ��� ��

��
�$! ��� ����
��& �����
��� �
	*�
 �� ���� 1G# ; ��&��
�� o2 �	��
 � ����� ��� ���
��& ��� �
��&���
 ���� ���
��

��
�$! ��� �

����� ;1G# ;
 �&� ����
 ������	*����
 ��� ��
	����� B#>@#� ��
 B#>@#>
���	���
��� �#�#�#

Α

ΒΒ∗

Α∗

Γ
υ

ρ

Ρ

Υ

Χ

Ο

κ

,�!�� A5A+ ;

���� ����� �$�


�!� *����

6��
�&�� ��
 � �$�


�! *��� ��
�����
 ��� ��� ��

��
�$! ��� ��
����� ��!�����
1L1GGL ��� �
	*���
 ��� ���� 1G �&���� � ��
 �
� �
������ ��� ��
�� ��� �� �	'
� �
����
� 8Y ��� ��� �� �����
# �� ��!�� ���� ��

��
�$���� ��
	 ��� �
����
� 8Y
-��!��'747.� ����� �
��&���
 ��� ���
�� ��� �	��
 ��
�� ��� �$�	
�� ��
 �
	*���
 ���������
��� �$�	
� �� �&� ��	���� �� �������� �F|A∗B∗|# 6��
�&�� ��� ;���� %$	 �2��!�7
��	 <,
$	 �� ��
�
��� ��� ����� o1+ o2 ��� �����
�� ����� -o1. ��� ��
�����
 ����
��� ��

��
�$! ��� �
���*	�� 1L1GGL ��
 ��� ����� ��� �$�


��& ������	�� -o2. ���
��
�����
 ���� ��� ��

��
�$! ��� ����� 1G#

�! %��$ ):�/:" 1 ����� ��� �#����� � ')��� ��
 ��������� ��� �� ���� $& ��
 �!���

������� � ���!��� ��

o =
1

2
πυ(P 2 + ρ2) +

1

6
πυ3,

���
 
 �� !@�� ��� �#����� � ')��� ��� 9% � �� ������� ��� ������� ��� ��� ���� � (����
����������*

$��
����0 ; ����� ��� �����
�� ����� �	����
 ���� ��� 0
����� B#B#4

o1 =
πυ

3
(P 2 + ρ2 + Pρ),



5?5 ����


�� "� ���
��
 ��� ������ ������

υ

α

β

,�!�� A5?+ 9;���� �$�


�!� *����

���� υ = |A∗B∗| �� &��� ���# 8
��
����
����� ��
 �� 0�

��� B#>@#5 �
	������ ��
 �
����� � ��� �$�


�!� *���� �	��


o = o1 + o2 =
πυ

3
(P 2 + ρ2 + Pρ) +

1

6
πυ|AB|2

=
1

6
πυ(2(P 2 + ρ2 + Pρ) + |AB|2)

=
1

6
πυ(2P 2 + 2ρ2 + 2Pρ+ (P − ρ)2 + υ2)

=
1

6
πυ(3P 2 + 3ρ2 + υ2)

=
1

2
πυ(P 2 + ρ2) +

1

6
πυ3,

�#�#�#

.+ ���7
 1� ����
������ �� ���� �� ����	� ��
 ���
 ����	 �
 ������
���	 ����� ���
���
��� ��
������
 ��� ��

��
�$!� ��� �	��
 ��
� �
�
��� ��

�����
� ������
���� �������
�������� ���� ���� �
	*����
 ���� $���������� I������# 2��	 �����&�����
 �
� ���
�	�
������� ������
���& ��� ���
�	 �� �$�
�����	 �� ���& ��

�����
� ���
�� �� ��� �'
�������� ���# ,�� �
��	� ��� Spivak �	�����
 ���
 ����	 �
 ������
���	 ��� ��
 �����
��

�����
�
 P,�	@5� ���# 4�=Q �� ���!��
� �$�
���!� ��� ���
��� ������� ��� ���

�'
��
��& ���
���&# ;
 ���
��� ����� ������
 ������� ���
	*����
 ��
� 
���� ��� �����&����
��� ��
 ��� �$�	�����
 ���� 2&���� ��
 ��
	�� ���� 1
�
�!��#
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	� �0

���	��� 1����
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5?= ����


�� �#� ��	����� ������

�/�� ."����
 �
��


;
 ����� ���
�!� ��
$���
�� , �� ��	���� � ������ ���� ����� ��� ��
 �� �
�
������ ���
��� ��
�$! ��� ; �	��
 �&���
 -0
����� ?#B#�.# 9;��� �� ��	���� ��� �	��
 ������ ����
����� ��� , �
 ����� ��� �
��&����� �	��
 �����@���% ����(���� ��
 
���(����# ;
 ����	��
�
�
��&������ ���� �� ��&��� ��� ����� �� ��	���� ��� ������� ���� �
� ������

�� ��� ,#
:
� ;�����B$ ��
����
	*���
 ��
 �� � ������

��� ����� ��� ����	�� 8 �� ���	� �����

Χ

Α Β

,�!�� A5B+ 92���
�� -|XA|+ |XB| = λ.

�����
� ��
�
��� ���������� ��� �&� �����
� ����	� 1 ��
 G#

|XA|+ |XB| = λ.

�� ����	� 1 ��
 G �������
 ��%*�	 ��� ����
���# 2���	��
� �
��&����� ��	��� ����
�����	 �
��� ����
��� �&�
��
�� �� ��	���� ��'������ -��
 �� ��
������. ��
� ������

��
���# ;
 �&���
 ���
�&� �� ���
���&� �� �
�
�! ��
	����� ����	����� ��� ���	�� ��
�����
� ����	� 1 ��
 G ����	�����#

;
 ��
������ �
��&����� ��� ����� �� ��	���� ��� �	��
 ��
������ �
�� ����
� �$�'
������� ��	���� ��� ���
�!� ��
$���
�� -0�
��
�$�� ?#B.# ( ��!����� ��
����
	*���

��
 �� � ������

��� ����� ��� ����	�� 8 �� ���	� ����� ��� 	�
� �������� ��� �����
�
����	� 1 ��
 �����
! ����	� �# �� ����	� 1 ������
 ��%*� ��� ��
����!� ��
 � ����	� �

Χ

Α

ξ

Υ

,�!�� A<@+ 0�
����! -|XA| = |XY |.

������
 @�����%���� ��� ��
����!�#
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����� �
 ���
����� �
��&����� ��� ����� �� ��	���� ��� �	��
 ��
������ �
�� �&�
��

��� ������

�� ��� ���
�!� ��
$���
��# ( A��!���� ��
����
	*���
 ��
 �� � �����'
�

��� ����� ��� ����	�� 8 �� ���	� ����� �����
! �
�$�
� ���������� ��� �&� �����
�
����	� 1 ��
 G#

||XA| − |XB|| = λ.

"�
 ���
 �� ����	� 1 ��
 G �����*����
 ��%*�	 ��� ���
���!�#

Α Β

Χ

,�!�� A<>+ )��
���! -||XA| − |XB|| = λ.

�� �
	� ���� �	�� �������� -����	��
�� ��
������� ���
�����. �����*����
 ������
��
>
����	 ��
���	 0���	 ��
 �
��&����� �� ����� ���
�!� ��
$���
�� �� ��	���� ��'
�
�
������ �
� ��� ��
�$!� ;# ;
 ����	��
� ��
 �
 ���
����� ������ ���� �� ��&��� �&�
������ ������
	�� ����� ��
 ����
� ������
	�� ��
 �������
 ��
���	 �� ��
%!�# (
���
���! ������ ���
 ���� ����� ������
	�� ���� ��
 ����
� ������
	��#

9;��� �� ��	����� �� �� ���	� �������� ��� ���
�! ��
$���
�� � �
�
����
 ��� ��� ��'

�$! ; ��� ���
�!� ��
$���
��� ���� �
��&������ ������� �� ��� ��	�� ��� �� �
 ��������
����!���� �� �	� �����
���
�! ����
� ��� �
��+ -�. ��� ����	� -�� � ��

���
 ���� �� ;
��
 ������ ���� ����	� ��� ,.� -�. �&� ���������� ����	�� -�� � �����
 ��� , ���� �&�
������

��. ��
 -�. �	� ����	� -�� � �$������
 ��� ,.# 9;��� ���$�
� !��� � �
�� ����!��
�
��
����
�	��
� ��� �
�!�� �����
���
�� �
� ����� �
� ��

�����
�# ,�����
�� ����� �


�
�*����� ��

�����
� ����� �����*����
 6�� ��!2�	 ��
���	 %���	# ,� ����� �
�'
����
����
 ��
 *�&�� ��
���!��� ����
��� ���
�&���� ��
 �
��&����� ��� ���! ���	��
��
�� ��	���� ��
������ �
�� �
� ������

�� ���#

(α) (β) (γ) (δ)

,�!�� A<�+ �� �����
� �	�� 
�
���
$�� ���
��� �����
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�� �#� ��	����� ������

.+ ��� ,��!��� � �����!� ������� �
� ���
��� ������ ���& �

� ��� ���
	��
 ��� ��� ��'
����

�! ����
�� ���� ��
$! �
�$
��� ��
�������� ����� ����
�!����# %
� ��
���
����
��� ��
����! �� �
�$
�! ��
������ ��� ����
�����

y = x2,

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

1
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3

4

5

,�!�� A<4+ 0�
����! �� �
�$
�! ��� y = x2

��� ���	�� � ���	� �	��
 ��� ����	� y = 1
4

��� y'����� ��
 � �
������&�� �	��
 � ��
������
��� x'����� ��� �� ����	� ��� y'����� y = −1

4
#

,������ ��	��� ��� ���
���! �� �
�$
�! ��
������ ��� ����
�����

y =
1

x
,

-5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5
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-3

-2

-1

1

2

3

4

,�!�� A<5+ 0�
����! �� �
�$
�! ��� y = 1
x

��� �	��
 ���
���! �
�
������ ��� �� ����	� ±(1, 1) ��
 �� ���	�� ��� ����	� ±(
√
2,
√
2)#
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�/�� 3� �<���	
 �
� Dandelin

;
 .2�*!�	 %�� Dandelin ->AB5'>?5A. �
�����&���� ��� ������
��� ��� ���
��� ��'
��� �� ���� ������

��&� ������� ��� ���$�
����� ���� �
����&���� ��
��
�$�# 0
�'
��
��
 ���� �
� �$�	
�� �����
������� �� ���
��� ! ���
��
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	����
10S� ��� ���	�� � �
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���� ε*
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Π
Κ
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Ψ
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;'��$�$ �/:&:( "���� ��� �� ���������� x, y ���� ������
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���(�� �% ��� ���
����� ��� ��� ��� �#�������� ���� ���
# ��� ����������% ���������!� ��� �������

x2 = 2δ · y,

���
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Μ
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δ
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Ξ
ξ

Ψ

,�!�� A?5+ 0�
����! ���� ��	�����

���
����0 |PΠ| = |PΨ| ⇔ (y + δ
2
)2 = x2 + (y − δ

2
)2.
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��� �
	*���
 �� � �������� ��� �&� ���
�� 0 ��
 � ��� ����
��� ��
 ��� �����
� λ > |ΠT |
��� �	��
 �� ��
�
��� ��� ���������� ��� �������� ����	�� 8 ��� ����
��� ��� �
� ���	��

|XT |+ |XΠ| = λ.

/&� ����
 �

���	 ��� ����
	*��� ��	��� ��!
�� �� ��!�� ��� ����
��� �	��
+ � ��������
p = |ΠΞ| �
�� ���	�� ��� 0 ��� ��� ���	���
�� �
������&�� � -� ������ ���������� ���
����@��. ��
 � ������
����� κ < 1 �
� ��� ���	� 
��&�


|XΠ|
|XΨ| = κ,

���� S �	��
 � �
����! ���� �
������&�� ��� �������� ����	�� 8 ��� ����
���#

ΠΞ

ξ

ΧΨ

Μ Ο Τ Α

Β
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���& ����
���

�! %��$ �/:(:� � �����@� ����� �
������� �� ���� ��� �
���� ?/ ��
 ���'���� ���
��� ������ ��� ��� ������ �
������� �� ���� ��� ���������� ��
 ?/* /� ����� 1 ��
 ?/
����� ������ �
�������� ��� �����@��*

$��
����0 91���� ������
� ��� �

���& -0�
��
�$�� >@#>. ��� ����
���# 91� �� ����	� 8
���
 ��������
� ��� �
� ���	�� ��� 
������
�&� ��� |XΠ|+ |XT | = λ� �&���� �������� ��

��
 �� ������

�� ��� 8 �� �
�� �
� �&� ����	�� ��� ���$�
����
� ����� ��
 �� ����	� ;
�� 
������
�&� ��� 	�
� 
������� �
� �� �	��
 ����	� ��� ����
���� �#�#�#

( ����	� 0� ��
 � ����������� ��� 0� �������
 ;'5�
�	 �����%!*�	 ��� ����
���#
�� �!�� ��� �&� ����
����� �������� ;1 ��
 ;G -���� ����� ��
 �� 	�
� �� ���&�
����
��!���� !I��
 ������
�� �
 ����	�� ;1 ��
 ;G. ��� ��������
 � ����
�� ����� ������ ���'
��*����
 ���	���
�� 4�����	 �5�
�	 ��
 4��! 	 �5�
�	 ��� ����
���# �� ����	�
���!� ���� ; ������
 ��
%!� %$	 �����B$	# ;
 ��
��� ��� ����
��� ��� �
�
�����

��� �� ����
� ��� �����*����
 @����%!�� %$	 �����B$	#

�! %��$ �/:(:
 1� 
��
����!��� ����� ������� ���� �
���� ��� ����)� ?/ ��� �
����
����� �������� �� ���� �� ������ ��� �����@��* /� ������ ��� � < ��� 
��
����!��� ��� �
���������� ����� ? ����� ������ �������� �
'
� ��� $ ��� , ��� ����� � �����@� ������
��� ����� ?/*
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$��
����0 ( ���������� �
��&���
 ��� ��� ������
	� �� �
�� ��� ����� ;1# 1� �� 8
��!��
 ���� ����
�� ���� ��
 �� ������

�� ��� 89 �� �
�� ����� ��� ����� �� ��!��

���� ����
��# 2��
�! �� 80 ��
 890 ����� �� 	�
� �!��� ��
 �� 8S ��
 8S9 �� �	��

������ ���� 	�
� ����	� ��
 �� ����� �� 	�
� �!���� �
� �� 8SS989 �� �	��
 �
�����
�
��
�������
����# ; ��&��
�� 
���

���� �
��&���
 ����� ��� ��� �

���� �$�& �� : ��

1 �� 
������
�&� |MΠ|

|MΞ| =
|AΠ|
|AΞ| = κ,

�
� �� 1 ��
 : �� �	��
 �
���
�� ��*��! �� �
�� E ��
 0# ,������ -91����� >#>A#�. ��

�� E� 0 �� �	��
 �
���
�� ��*��! ��� 1 ��
 :� �#�#�#

�� ������� �������	� ������	*�
 �� �
�$�
� �!�� �������� ��� ��
����
	*��� ���
����
��# ,���� �
��
����
�&���
 �
 ������
���	

a = |OA|, b = |OB|, c = |OΠ| = |ΠT |
2

, p = |ΠΞ|.

�! %��$ �/:(:�

a = |OA| = |BΠ| = |BT | = λ

2
⇔ λ = 2a = |AM |, ->@#>.

c =
|ΠT |
2

, b = |OB| ⇒ a2 = b2 + c2, ->@#�.

|MΠ| = a− c, |AΠ| = a + c ⇒ |MΞ| = a− c

κ
, |AΞ| = a+ c

κ
, ->@#4.

p = |ΠΞ| = |ΠM |+ |MΞ| = (a− c) +
a− c

κ
=

1 + κ

κ
(a− c), ->@#5.

κ =
c

a
⇒ p =

1− κ2

κ
a =

a2 − c2

c
=

b2

c
, ->@#<.

a =
κ

1− κ2
p, c =

κ2

1− κ2
p. ->@#=.
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 2c
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aa  b
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������ ������
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����# ( �
��� ��� -B#<. �
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κ = |BΠ|
|BΨ| � �
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����
����� �
� �
����&�����# ;
 �������	�� �&� ��

�� �	���� �
� �����
�

�����& ��� *����� �

���� -p, κ. ��
 -λ, c.� ��� �
	*��� ��� ����
�� �� ���� �&� ���!��
�
�
������ �#�#�#
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��� ��
 ���	�� ��� ������ ����� a# ;
 �&���
 �� ����
� �
� ���	�� ��� ����
���
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 @�����%��
%�	 ������ ��� ����
���#
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����!���� �!���
 σΠ ��� �����@��
�� ������ ���� ����� ? ��� 
�!���� ����� ��� /* � ����������� ε ��
 �� ����� �/ ������
��� �? �� ������ 3 ��� �����@��*
-H. � ε ����� �#�������� ��� �����@�� ��� �� 3 ����� �� ������ ���# � ��� ε*
-:. � �����@� ���������� �������� ���� ����� ��� �#��������� ��� ��
 �������� ��� ���
������ ��� �����@��*
-O. � �����@� ���������� �������� ��� ��������� ��
 (��������! �!���
 ��� σ*
-M. � �#�������� ε ��� 3 
�������� ��� �������������� ��� ������ ?3/*
-;. 1� ���(���� Y ��� Y 2 ��� ����)� ���� �#�������� ε ����������� ���� (�������� �!���
��� �����@��*
-N. /� �������� |TY ||ΠY ′| ����� ������� ��� ��� �� b2*
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,�!�� A?A+ G�����
��� ��
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������� �&���� ����
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$��
����0 �� ->. �	��
 ������
� ��� �

���& �$�& |ΠX|+ |XT | = |ΠX|+ |XΣ| = 2a#
%
� �� -�. �� ���
!����� ����	� 3 ��� �� �
�$�
��
�� ��� 8# C��� ��� �����������

|ΩΠ|+ |ΩT | = |ΠΩ|+ |ΩΣ| > |ΠΣ| = 2a.
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 � �
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�! �
� �� �
	���� 0,3# ( ��
������ ��	���
 ��
 �� 3
��� ��!��
 ���� ����
��� �
� �� 8 �	��
 �� �����
�� ����	� ��� � ��
�� �� ��� ����
��#
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|PΠ|+ |PT | = |PΠ|+ |PΩ|+ |ΩT | = |PΠ|+ |PΩ|+ |ΩΣ| > |PΠ|+ |PΣ| > |ΠΣ| = 2a.

91
� �� D ��� ��!��
 ���� ����
��# ;
 �&� �������	�� ��
������� �	��
 �
 �

���
��� �
� ��
�
	���� D,3 ��
 0D,#

�� -5. �$�	����
 ��� ��
 � ;8 �	��
 �
������ ��� �

����� 08� ��
 ������� |OX| <
1
2
(|XΠ|+ |XT |) = a -91����� >#>5#4.#

�� -<. �$�	����
 ��� ��
 �� �
	���� �8, �	��
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� � ����������� � ��� ,�
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������	 ��� ���	� ���� ��
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�� -=.� �
� �� ����	� Y �$�	����
 ��� ��
 � ;Y ������
 �� ���� ��� ����
�� ���

�

����� ,0�� �
� |OY | = |ΠΣ|
2

= a. 1������ �����
��&���
 � 
�
����� ��
 �
� ��� �
����!
Y 9 ��� 0 ���� ���� �# �� -A. �
��&���
 �
�����	������ ��� �Y ��� ���� ��!��
 ��� �&���
σ �� ����	� Y L# C��� ��� ������
	�� ��� ����
��� �� �
�� ;� �
 �Y L ��
 0Y 9 �	��
 	���
��
 �� �
������ |TY ||ΠY ′| = |TY ||TY ∗| �	��
 	�� -����� �
��!���. �� ��� �&���� ���
���	�� � �� �
�� ��� ��	*��� �&��� σ� �#�#�#

ΠΤ

,�!�� A??+ 1�������
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�
����� ���
�� ����
���

.+ ��� 1�� ��� 
�
����� -<. �
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 ��
 �
 ���	��� $����� ��� ����������
 ��� �	�
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���� �
���	������� ���� ����
�� ��
 ����������� ��� ����	� ���� ���
 ����
�
���	������ ��
 ���������� ���	�� �� ������	*��� ��� 	�
�� ���	�� �� ��� �$���������
�
�
�����
 ��� ��� ���� ���	�#

;'��$�$ �/:(:� "���� ��� � ����������� ���� �� ����� $3% �� $ ������� ��� 3 ���
��(�������� ��� �!���
 �-&%�.% ����� �#�������� �����@�� �� ������ ��� $ ��� ��� ������
��
 �!���
 & ��� ������ ����� ��� ������ � ��
 �!���
*

���
����0 6��
��� ��� ���! Y ��� ����������� �� ��� G8# �� ��
�
��� |XA| + |XB|
�	��
 �����
� 	�� �� ���	�� 
 ��� �&���� �#
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� ��)��� ���������� ��������� ����� ��
 
�
����
* "���� ��� � ����������� ����� ���
������� 3 �!���� ��
 �#�������� ��
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!� �!����*

���
����0 �� ����	� ���$!� % ���� �&���� ��� �$������
 ��� � �	��
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,�!�� AB@+ 92���
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�� �!���

|XA|+ |XB| = |AΓ|+ |ΓX|+ |XB| = |AΓ|+ |XB|+ |XΔ| = ρ+ ρ′.

;'��$�$ �/:(:� "���� ��� �� x, y ����� �� ���������� ������
 9 �����@�� ��� ��� �����
��� ������ ����� ����������% ���� ���!�� � �������

x2

a2
+
y2

b2
= 1,

���
 a, b ���������� � ������� ��� � ������ ������ ��� �����@��*

���
����0 ( ��	���� |PΠ|+ |PT | = 2a ��$
�*���
 ����
�!��
 ��� x ��
 y �� ���√
(c+ x)2 + y2 +

√
(c− x)2 + y2 = 2a.
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����� �&��� ������������ ����� ��
 ���
a2 = b2 + c2#

;'��$�$ �/:(:" "���� ��� � ������������� �!��
� ��� �����@�� ����� b
2

a
= κ · p% ���
 κ

� ������������ ��� �����@�� ��� p � ������ ���������� �
� � *

Π ΤΧΟ

Ρ
Σ

ω

,�!�� AB�+ 2�����

�! ���	�

����
%!��� ��
*� ��� ����	� D ����
��� �����*���
 � ���	� ω = |XOΣ| ��� �����'
�	*���
 ��� ��� ������ ����� ��
 ��� ���	�� ;, ��� ������
��& �&���� ��� ����	� ,� ���
���	� � ������ ��� �� D ���� ������ ����� �����
 ��� ����
��#

;'��$�$ �/:(:& 2	��� 9 ������ ��� �����@�� ε ��� 3 � ���(�� ��
 9 ���� ������
�����* 2	��� ������ � �� ������ ��� � ��� 39 �� ��� �����@� ��� ��� ��� �
�� ����� ��
�� 9 �� ���� ��� ������ �����* "���� ���0

-6. |PX|
|ΣX| =

b
a
,

-H. y = |PX| = b ��(ω), ���
 � � ��������� ����� ��
 9*
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 �� � �������� ��� �&� ���
�� 0 ��
 �
��� ���
���!� ��
 ��� �����
� λ < |ΠT | = 2δ ��� �	��
 ��� �
�$�
� ��� ���������� ���
�������� ����	�� 8 ��� ���
���!� ��� �
� ���	��

||XT | − |XΠ|| = λ.

/&� ����
 �

���	 ��� ����
	*��� ��	��� ��!
�� �� ��!�� ��� ���
���!� �	��
+ � ��������
p = |ΠΞ| �
�� ���	�� ��� 0 ��� ��� ���	���
�� �
������&�� � -� ������ ���������� ���
���
���!�. ��
 � ������
����� κ > 1 �
� ��� ���	� 
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|XΠ|
|XΨ| = κ,
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� ���	�� ��� 
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�&� ��� ||XΠ|− |XT || = λ� �&���� ��������
��
 ��
 �� ������

�� ��� 8 �� �
�� �
� �&� ����	�� ��� ���$�
����
� ����� ��
 �� ����	�
; �� 
������
�&� ��� 	�
� 
������� �
� �� �	��
 ����	� ��� ���
���!�� �#�#�#

( ����	� 0� ��� �����
 �
� �&� ���	�� ��
 � ����������� ��� 0� �������
 ;'5�
�	
�����%!*�	 ��� ���
���!�# �� ����	� ���!� ���� ; ������
 ��
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 ��
��� ��� ���
���!� ��� �
�
�����
 ��� �� ����
� ��� �����*����
 @����%!��
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����0 ( ���������� �
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�� ��� 89� �� �
�� ����� ��� ������ �� ��!��

���� ���
���!# 2��
�! �� 80 ��
 890 ����� �� 	�
� �!��� ��
 �� 8S ��
 8S9 �� �	��

������ ���� 	�
� ����	� ��
 �� ����� �� 	�
� �!���� �
� �� 8SS989 �� �	��
 �
�����
�
��
�������
����# ; ��&��
�� 
���

���� �
��&���
 ����� ��� ��� �

���� �$�& �� : ��

1 �� 
������
�&�

|MΠ|
|MΞ| =

|AΠ|
|AΞ| = κ,

�
� �� 1 ��
 : �� �	��
 �
���
�� ��*��! �� �
�� E ��
 0# ,������ -91����� >#>A#�. ��
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 ������
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a = |OA|, b = |MB|, c = |OΠ| = |ΠT |
2
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a = |OA| = λ

2
⇔ λ = 2a = |AM |, ->@#A.

c =
|ΠT |
2

, b = |MB| ⇒ c2 = a2 + b2, ->@#?.

|MΠ| = c− a, |AΠ| = c + a ⇒ |MΞ| = c− a

κ
, |AΞ| = c+ a

κ
, ->@#B.

|ΠΞ| = |ΠM |+ |MΞ| = (c− a) +
c− a

κ
=

1 + κ

κ
(c− a), ->@#>@.

κ =
c

a
⇒ |ΠΞ| = κ2 − 1

κ
a =

c2 − a2

c
=

b2

c
, ->@#>>.

a =
κ

κ2 − 1
p, c =

κ2

κ2 − 1
p, p = |ΠΞ|. ->@#>�.
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� �
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���� 
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 1 ��� ����������� �� �
� � ��� ����� �� ������ ���

���(�� % ��) ���� �
���� 
�� ��
 1 ��� �� ����������� ���� ����� �� ��� ��� ������*

$��
����0 %
� ��� �����
�� �
��
����
�&�� ��� 0
����� 4#?#=� �&�$��� �� ��� ���	�� ��

����	� D �	�� ����	�� � �
� ��� ; ��
����
	*����
 ��� ���� �����
� ���� μ = |PX|
|PY | � ����
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�����
 ��
 ���� &��
���! �����	 ���� ��	����

κ =
|PΠ|
|PΨ| =

√|PX|2 + |XΠ|2
|PY | − |YΨ| ⇔ |PX|2 + |XΠ|2 = κ2(|PY | − |YΨ|)2.

1� ������� |PY | = x� ���� 
��&��� ��
 �


|PX| = μ · x, |XΠ|2 = (c− x)2, |YΨ| = a

κ

��
 � �
����&���� ��	���� ����$
�*���
 �� �	� ��	���� ��� x#

x2(μ2 + 1− κ2) = b2.
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��� �&��� ���� 
��&�


μ2 + 1− κ2 > 0 ⇔ μ2 <
b2

a2
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 �� ����� �? ������
��� �? �� ������ 3 ��� 
���(�� �*
-H. � ε ����� �#�������� ��� 
���(�� � ��� �� 3 ����� �� ������ ���# � ��� ε*
-:. � 
���(�� ���������� �������� ��� ��������� ��
 ���'��� �!���
 ��� σ*
-O. � �#�������� ε ��� 3 
�������� ��� ����� ?3/*
-M. 1� ���(���� Y ��� Y 2 ��� ����)� ���� �#�������� ε ����������� ���� ���'��� �!���
��� 
���(�� �*
-;. /� �������� |ΠY ||TY ′| ����� ������� ��� ��� �� b2*
$��
����0 �� ->. �	��
 ������
� ��� �

���& �$�& |TX| − |XΠ| = |TX|+ |XΣ| = 2a#
%
� �� -�. �� ���
!����� ����	� 3 ��� �� �
�$�
��
�� ��� 8# C��� ��� �����������

|ΩT | − |ΩΠ| = |ΩT | − |ΩΣ| < |TΣ| = 2a.

( �������	� ��
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 � �
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	���� �,3# ( ��
������ ��	���
 ��
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�� �� ��� ���
���!#
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 ��� ��
 � ;8 �	��
 �
������ ��� �

����� 08� ��
 ������� |OX| >
1
2
(|XT | − |XΠ|) = a -91����� >#>5#4.#
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 �� �
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 ��� ��
 � ;Y ������
 �� ���� ��� ����
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�
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� |OY | = |TΣ|
2
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�
����� ��
 �
� ��� �
����!
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�� -=. �
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	�� ��� ���
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�� ;� �
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|ΠY ||TY ′| = |ΠY ||ΠY ∗| �	��
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Α Β

Χ
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 & ����� �
��!% 
���� ��� �� ���
��������� ��� �������� &3% ���
 3 ������ ��
 �!���
 ����� �#��������� 
���(�� � ��
������ �� ������ $ ��� & ��� �������� ����� �*

���
����0 0
�����
�� ��� 18 ��� ���� ��!��
 ��� ���������� ��� Y # ���� |Y A|−|Y B| =
|Y A| − |Y X| = ρ#

Α Β
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Ζ
Υ
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�� �&����
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 �#�������� ��� ��� 
!� 
������� �
��������� ��� 
���(�� � �� ������ �� ������ $%&
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��#��� |ρ− ρ′| ��� �������*
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������� ||XA| − |XB|| = |(|XY |+ |Y A|)− (|XZ|+ |ZB|)| = ||Y A| − |ZB|| = |ρ− ρ′|#
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;'��$�$ �/:�:� "���� ��� �� x, y ����� �� ���������� ������
 9 
���(�� � ��� ��� �
'
� 
��� ��� �������� ����� ����������% ���� ���!�� � �������

x2

a2
− y2

b2
= 1,

���
 a, b ���������� � ��������� ��� � �
'
� � ������ ��� 
���(�� �*

���
����0 ( ��	���� |PT | − |PΠ| = 2a ��$
�*���
 ����
�!��
 ��� x ��
 y �� ���√
(x− c)2 + y2 −

√
(x+ c)2 + y2 = 2a.

)�������� �� �&� ���� ��� ���
������ ������������� ��� 
	*� ��
 ����W�������� ����
���! �� �����
$��	� �����&���� ���� ���$�
����� �&��� ������������ ����� ��
 ���
c2 = a2 + b2#

;'��$�$ �/:�:" "���� ��� �� u = |PΣ|, v = |PΦ| ����� �� � �� ��� ���
�)� ��������
��������
 9�1J ��
 ���'���� ��� �� ������ 9 
���(�� �% #�������� ���������� ���� ���
��!�������% ���� ���!��0

u · v =
1

4
c2,

���
 2c � ������ �������� ��� 
���(�� �*
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 �� ��
 ����
 ��� ��!����� 801 �
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+

�$(ω) =
b

a
=

|OY |
|YΔ| ->@#>4.

|YΔ| = y �$(ω), |OΔ| = y

��(ω)
->@#>5.

|ΔP | = x− |YΔ| = x− y �$(ω) ->@#><.

|ΔP |
��(2ω)

=
u

��(ω)
->@#>=.

u =
x ��(ω) + y ���(ω)

��(2ω)
->@#>A.

v =
x ��(ω)− y ���(ω)

��(2ω)
->@#>?.
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