HEIIEPAYMENO OPIO XYNAPTHXHY o710 XoelR

1. Aivetoun ovvapmon f:(-2,3)U(3,5] > R pe:
_—1, ov —2<X<-1
X
X, ov —1<X<2 ) )
f(x)= 3 Xz ko1 n ypaguh mg maphotaon.
2, av  2<X<3 .
—X+5, av 3<X<5 2 a1 5%

Na Bpebodv, av vapyovv, Ta:
(i) lim f (x), (i) lim f (x), (iii) lim (X), (iv) lim f (X), (v) lim f (X), (vi) lim f (X)
. o o B
Abon: (@) «zopetpwcdy (i) lim f (X)= Xl_l)rg f (X) =
(ii) lim f (X)=1, agov Xl_l)I_rll f(x)=1= Xl_l)r_l} f(x), (iii) lim (x)=0

(iv) Aevovmdpyerto lim f (X), apov lim f(X)=4=2=1lim f(X)

X—2" X—2*

Xyo6ho: To onueio M(2,4), g evbelag X =2, dev aviKEL G YPAPIKY| TAPAGTOCT), AVIKEL OUW®G
otV Tapafors] Y = X*, Tov ival 0 POPENG TOL TUHIATOC TNG YPUPIKNS TUPUGTAGNC, OTO APIGTEPEL
™G evbelag X=2."Eto1 10 M €€l pe 1o TUNpa TG YPOPIKNG TOPACTAONG «OT OpLoTEPI» TNG eVOEing
X=2, v 010 oYécom mov £xel TO AKPO oG Nuevdeiag, pe v veroéAon Nuevdeio.

To 6pro, sivon 1 tetoypévn tov M, kot cvvendg lim f(X)=4.
X—>2"

(v) lim f(X)=2, agov lim f(X)=2=lim f(X) xa (vi) lim f(X)=lim f(X)=0

X—3 X—3~ X—3" X—5 X—>5"

B) «AlyePpwcay (i) [Mapatmpovpe 6tin f dev opiletar oe didotnua g popeng (a,—2)

, , SN _ e Wl I §
Kot emopévag, epyaldpevor oto (—2,—1) Ba €yovpe: }gg f (X) = Xlirg (X) = Xlirg "35>
y . S
(i) Tw xe(-2,-1), Xl_lgl f (X)—Xl_l)rirll?7—_—1—l
. 1 2 _ 2 _
kot v X€(-1,0), Xlir_rll f(X)_xllrEX =(-1)" =1.
A@od Xl_l)r}} f(x)=1= Xl_l)t}} f (X), Gpa lim f (x)=1.
“es . 1 2 _ 2 _
(iii) T Xe(-1,0)u(0,1), gir(}f(x)—!(lir(}x =0"=0.
(iv) T xe(1,2), lim f(X)=lim X* =2’ =4 ko yuo X€(2,3), lim f(X)=1lim2=2.
X—2" X2~ X—2% X—2*
Enedn lim f (X)=4#=2=lim f(X), dev vndpyerto lim f (X).
X—2" X—2" X—2

(v) Tw Xe(2,3), lim f(X)=1im2=2 kouyia Xe(3,4), lim f (X)=lim (-X+5)=-3+5=2.

X—3~ X—3" X—3* X—3*
A@ouiln; f (X):2:){1%r£1+ f(X), Gpa lim f (x)=2.
(vi) H f dgv opiletar o€ didotua g popeng (5,B), ko emopévag, epyalduevol oto dtdotnua (4,5)
0o &xovpe: lirrslf(x):lim f(X)=lim (-X+5)=-5+5=0.
X—>

X—=5" X—5"
Xy6Mo: Oa umopoHGOLE VO EPYOCTOVLE GE OTOLOONTOTE dtdotnua (0,5), pe 3<0<5, Oyl UG o€
dwwomuo (a,5), pe -2<a< 3, ywori tote 6¢ Bo uropovcaple va avtikotaoticovus f (X) =—X+5.

E&dALov, dd &xovpe TpodchHeto mpdPANa TO YEYOVAC, OTLTO 3 OEV OVIKEL GTO TESIO OPIGLOV.




2. 'Eoto po ovvapton f pe lim f (X)=4.

No Bpeite t0 lxiilgg(x) av: (i) g(X)=3(f(X))2—5, (ii) g(x):‘(sz((;(%

Aven: () g(x)=3(f(x)) -5.
Emedn 6Aa ta empépovg 6pto vdpyovv oto IR, dnradn lxin%f(x):4 Kol £in35=5:

. . 2 . 2 . . 2 . 2
timg (X)=lim| 3(f (X))’ =5 | =tim| 3(f (X)) |~tim3=31im( f (x)) =5 =3(1im f ()] -5~
=3-4"-5=3.16-5=48-5=43
2 f(x)-11]

(f(0) +1

kot fim| (£ (X)) +1]=lim(f (x)"+lim1 = (tim (x))z +1=4"+1=16+1=17 %0

X—2 X—2 X—2 X—2

Emeidn 6Aa ta empépoug opta vadpyovv 6to IR

(i) g(x)

tim[2f (x)-11]

X—2

lim[ 2 (X)]-lim11 )

X—2 X—2

() im 2O _ 2 09-11
lx_)zg( )_1x—>2(f(x))2+1 - lim[(f(X))2+lJ 17 -

X—2

B 21}3“(X)—“‘_|2-4—11|_|8—11|_|—3|_ 3
- 17 17 17 1117
Xy6ho: To Oedpnpa g ceridag 166, («AlyePpa opiwvy),

(m.y.) Béter v dmapén Tov ){131{0 f (X) Kol lgl)l(o g (X) #0 (evvoeital oto IR),

f(x lim f (X)
L , , o T(X) B
cav TPoVTAOEST, Yo VoL Lo «dMGEL TO dwkaimpo va Todpe 0t lim =

=% g(x)  lim g(x)
"Etot xt gpeic, 6tav 6EAovpe va Bpodpe 10 Oplo piag GUVAPTNONG, TOL EXEL TPOKVYEL
oav amotélecua TPA&ewv avapesa oe AAAEG CLVOPTNOELS, Ba Tpémet va Exovpe eEao@aiiost
™V OepEn TOV 0PLMV ALTOV TOV GLVOPTNGE®V, KAOMG Kal TIC 6VVONKES oL emiPdAlel | VITOPEN

KAGopaTog, pilag KA., Kol LETE VO TPOYWPGOLUE GTNV €0PEGT TOL 0piov, LE TNV «AlyePpa opiwvy.

. X1 (x+3) -27 . x=2
3. Noa Bpeite ta 6po: (i) lim , (i) Ilm——— xor (i) Im———.
Bp P @ x-2 X—1 (i) X0 X (iii) x>4 X2 —5X+4
. X -1 X -1
Avon: (i) hng 1 o f(X)= 7 M D, =R \{1} =(—o0,1)U(1,+x).
X— — —_

-1 2°-1 3
Eneiony lim(X-1)=2-1=1#0, ywu Xe(L,2)u(2,3), lim = ===3,

i lim(X-1) v (1L2)0(23), AmS =571
GOV Oplo PNTHG GLVAPTNONG.

(x+3)’ 27

iy 1im X3 =27
X—=0

. T f(X)= pe D, =R"=R-{0} =(-00,0)U(0,+x).

Emeon lin(} X=0, 0e pmopovue va EpYAcTOVE, LE TNV «AlyePpa TV Opimv».
X—>

- 3y [(x+3)=3][ (x+3)" +(x+3)-3+3
210 IR*, gyovpe: f(X)z(X+3) 27=(X+3) 3 :I:( ) ]|:( ) ( ) J:
X X X
X+3-3)(X* +6X+9+3X+9+9 X2 +9X+27
:( + )( +6X+9+3X+9+ ):X( +9X+ )=X2+9X+27

X X

3
‘Etor lim w

X—0 X

=lin(}(xz +9x+27)=o2 +9.0+27 =27.
X—



Jx=2 VX-2 JX-2
(iii) XIE}X —sxrd 1 (X) Z —sxrd (X—l)(X—4) ue f [ > )U( ) )u( ,+oo),

ago¥ Yo vo opiletonn f, «mpémet kon apkei» {X >0 kon (X-1)(x—4)= 0} .

Eneidn lin}[( X—1)(x- 4):| =0, 8¢ pmopoduE Vo EPYUCTOVLE, PE THY «AAyeBpa TV opiovy.
X—>

Jx-2 _ x-a (Px2)xea)
x2—5x+4_(x—1)(x—4)_(x_l)(x_4)(&+2)_

e x4 _ 1
(x=1)(x=4)(Vx+2)  (x=1) (AT (VX+2)  (x=1)(¥x+2)
Ix-2 1 i 1 11

Enopé 1,4)U(4,5): lim =1 = 3.4 127
mopgvog v X & (1,4)V(4,5): X0 X2 5%+ 4 XILI}(X—I)(&M) (4—1)(*/2”) a1

JX+2#0 o0 IR| ‘Etototo D, : f(X)=

2y0MO: ApyICOLE TIG KEKTTMGESY, Oy
AmAG TOpa oL paAAoV Yvopilovpe Tig vToype®oElg Tov e€etaldpevov, Ba tpénel va Eekabapicovyle,
OTL OQEIAOVUE VO SIUYEPICTOVLLE TO YPOVO HOG TNV NUEPD TV EEETACEMV, £TGL MGTE VO OTTOVTIIGOVLE
«GOOTO» 6To PEYIoTO TANB0G BTy, pe ™ péytotn dvvar (AOyw xpovov) TAnpdtnta.
['pagpovpe «apatdy, OTov YpeldleTol, ETGL MOTE AV LG «TEPIGGEYELY YPOVOC,
VO EMGTPEYOVLE KOl VO GUUTATPMOGOLVLE OGA LLOG KVTTOYPEMVEL TO GYOAKO PifAio.
vpripope:  lim =— =— . =
(X—l)(\/;+2) 11m[(x—1)(\/§+2)} lxlir}(x—l)-hm(\/;+2)

X—4 X—4

1 I T T

(4-1)(lim X+ 1im2) 3(@+2)_3(ﬁ+2)_3(2+2)_3-4_E
X7, av X<1}

X—4
4. Av f
Y ( ) {SX, ov X>1

;L e B . T 2 n2
Aven: (i) Mo Xe(-1,0)u(0,1), gggf(x)—hmx =0"=0.

X—0

(i) Tw xe(0,1), lim f(X)=1lm X’ =1=1 xa yuo X€(1,2), lim f(X)=lim(5X)=5-1=5.
X—1*

X—1~ X—1~ X—1*

va Bpeite, av vrdpyovv, Ta 6pra: (i) lim f(X) wou (ii) lim f (X).
X—

X—1

Eneidn )1(1_r)111 f(X)=1#5 =)1(1_I)11’1 f(X), Sevomapyet o lim f (X).
, , - nu eEPX ... .. [ X—mpX nuSX

5. Na Bpeite 1o opro: (i hm lm— iii) lim iv) lim .

Bp pu: (i) lin , (i) - (iii) x»o( - j @ )HO\/SX—+—2

nu3X . nu3X _, Mu3X nu3X? nupu
AvYon: (i) lim . «Kovta oto O», =3 Ko emeon lim———— 1 =1,
( ) x>0 X X 3IX i x->0 3X -0 4
Ba &yovpe: hmnu?’ lim(3-nu—3xj:3-li nu3X =3.1=3.
X—0 X X—0 3IX x>0 3X

Av u=3X, 161¢ hmu—hm(3x) 3.0=0. Apoodtav X— 0, t6te u—>0.

X—0

. X .
(ii) %(mé% Emedn l(lng X=0, de pmopoLE Vo EPYUSTOVUE, LE TNV «ALYEPPO T®V OpimdVY.

Ll lim1
«Kovtd 610 O», £0X _ oovx __MHX _nuX 1 , lim L _ X0 L
X X X-cuvX X ovvX x>0 GLVX hng ocvvX ouv0 1
X—>
X X 1 : X .. 1
Kot hmnu =1, xou emopévemg lim 222 = 1 (TIM ~—J=hmml -lim =1-1=1.
X-0 X X-0 X X»O X ovvX X-0 X X->0 guVvX



X—0

(iii) lim [%) . Emeion ling X=0, de pmopolLE va EpYOCSTOVUE, LE TNV «AlyePpa TV Opimv».
X—>

«Kovtd oto O», XZnpxX X _neX_ l—n—ux, liml=1 «o limn—ux =1,
X X X X X—0 X=0 X
KOl ETOUEVAC lim(wJ = lim(l _ﬂ_PlXj =liml —limn—ux =1-1=0.
X—0 X X—0 X X—0 X=0 X
. 5X
(iv) lim ——E2% Emedn, «xovtd oto 0», OAa ta empuépoug 0pta viapyovy oto IR,

X0 5X+4 -2
Gpa lim(V5x+4-2)=lim5X+4—lim2= [lim(5x+4)-2=+5-0+4-2=4-2=2-2=0

X—=0 X—=0 X—=0
Kot £T61 0 UITOPOVLLE VAL EPYUGTOVE, UE TNV «ALyePpa TV 0pimvy.

NUSX nu5x~(\/5x+4+2)

«Kovtd oto Oy, = =

Jsx+4-2 _(m_z)(M+2)

_ nu5x'(vsxj4+2) _nusx-({5x+4+2) _ nusx-(V5x+4+2) - n“SX(JWQ).
(Vaxea) -2 Sx+ A —A X X

S5x=u
Eniong, «xovtd oto O», limnM—SX = imM™ o1 ke lim(\/5X+ 4+ 2) =2+2=4.
x>0 55X u—0 X—0

[Av u=5X, 161 &irréuzl(irré(Sx):S-O:O. Apa 6tav X—>0, 1618 u—>0]

, . nusx .. | nudX i NUSX 14
Emopévoc gg—m_z_%[ o~ (\/5X+4+2):|—£1£1’(}—5X 1X1£r3(\/5x+4+2)_1 4=4.

i NuSX , , , 4 j
Yyormo: H f(X)=——————, opileton «xovtd oto O», apod D, =[——,0 |U(0,+0).
Zyého: (X) =55 P ov Dy { 50 ](0.40)

Mo va opiCetoun f, «apémnet kot aprei» {5X+ 4>0 ko 5X+4-2# O} ,

—4 —4
onhadn {XZ? Kol \/5X+4¢2} Kol 160dVVapo {XZ? Kol X;tO}.

210 [_%’4_00} goope: VSX+4 =2 5X+4=2" < 5X=4-45X=0< X=0

6. No Bpeite 10 lingf(x),owz i 1-x< f(X)S1+X2 v kiPe Xe IR.
X—>

1 T T
i) 1-X'<f(X)< o Kkibe Xe|——,—|.
@) (x) covix ! ( 2 2}
Avon: (i) Enedn 11113(1—x2)=1—02=1 kot lim(1+X)=1+0" =1,
X—>

X—0

r : 2\ 112 2 4 _ 2 2 r
apa 1)(123(1—X )—l—lxlir(}(l-l-x ),Kou apod 1-X* < f(X)<I1+X* «kovid 610 0»,

eMOPEVS amé To «kprTiplo mapepPoricy lim f(x)=1.
X—>

lim1 1 1 1
(i) Enewdn lim(1-x")=1-0"=1 xot lim———=—20——= S = c==1,
X x>0 gLV~ X 1(15}00\/ X (lirrgcsovx) (Guvo) 1
X—>

1
apa lim(1-X')=1=lim———, kot apov 1-x*'< f(X)<
P x—>0( ) x>0 gLV X ¢ (%) oLV X

eMOPEVS amé To «kprTiplo mapepPoricy lim f(x)=1.
X—>

«kovta oto O»,



7. Na Bpeite to lIlm———

-l X&-i-\/_ 2

Avon: Emnedn n «ekpovnon» Aéet: «va ppeite To 6pro»,

pmopovue va. Bemproovpe dedopévo 0Tt vITdpyet, Kot cvvendcn | (X) = =t ,

XX ++/x =2
KaBdg Ko OAeS 01 EMPUEPOVS GLVAPTNGELS, opilovTal «Kovtd 6to 1».

Emeon lin}<x X +/X — 2) =0, 0 UTOPOVLE VO EPYASTOVLE, UE TNV «ALyEPPA TOV OpimVY.

X—

X_1 (x=1)(x/x+/x+2) (x=1)(x/x+/x+2)
XX +/x-2 (/X +4/x=2)(x/x+x+2) B (x X+&)2 2

(x—l)(x X + x+2) i (x—l)(x X + x+2) _(x—l)(x\/;+\/§+2)_

=(x\/§)2+(\/§)2+2x&&—4 xz(&)2+x+2x(&)2—4_ XX+ X+2XX—4
(x=1)(xx+x+2) (1] (XXX +2) x4 X 42 1 ? ;_:I—l
X +2X+X—4 M(x2+3x+4) X* +3X+4 lm
AQoD 1X1£n(x +3X+4) =1 +3-1+4=8=0,
épa lim i XX x+2 lim(x/x+ X+2)_1\ﬁ+\ﬁ+2_i_l
Hx&+f 2 08 X 43x+4 lim(X+3x+4) 8 8 2

Xy6mo: H Adon mov ddoape OV €ivar 1 «KAAOTEP.
Eniong mopaietyape vo GOUTANPOGOLLE, OTL «KOVTA 6TO 1» lim~/X = /l)}l’l’ll X=+1=1

X—1

KOl EMOUEVAG lxinll(X\/;+\/§— )—hm(X\/_)+11m\/— 11m2—11mX11m&+1 2=1-1-1=1-1=0.

X—1
21 debtepm Avomn, Ba dayBodpe 6t av pdbovpe va «Eeympilovpe» Tig GOVOETEC GLVAPTAGELS,
0o umopEcovEe va SMCOVUE TTO OTAEG AVCELS.

X—1 _ (\/;)2—1 _ (&)2—1 &:t t*—1 _
XX +/X -2 (&)2&+&_2 <&)3+&_2 £ +t-2
(A1) -1 ey 1+ 2

1
= = . 'Etot iIm—————— = lim = =—=—,
M(t2+t+2) t2+t+2 X*'x\/;+\/— 2 P rt42 P4l42 4 2
Av t=+/x, 1618 hmt—hm\f llirr%X:\/Izl. Apa otav X—>1, tote t—>1.
X—

X—1

2" Avon: «Kovtd oto 1»

S 1 01-2]1
« o
t3+t_2:1't3+0't2+1't+(—2)=(t—1)(t2+t+2) nu 11 2
Horner»
1120
, , . . |X—5|+X2—4X—5 .. . |X_5|+X2_4x_5
8. Na Bpeite ta 6pro: (i) lim , (i) lim )
X=5 X-5 X—5% X—35

|x—5|+x2 —4X-5
X-=5

Aven: H f(X)= , Exer mpopavadg Dy =R —{5} = (—0,5)U(5,+x).

) |[X=35|+Xx* —4x-5
(i) Na Xe(-0,5): Xe(-%,5)= X<5=X-5<0=|x-5|=—(x-5)= 3 =

_—(x=5)+ (x=5)(x+1) _ (%3] (-1+x+1) x5+ X —4x-5

= = = X K01 GLVENTOC lim =lim X=35.
X—=5 %<5 gt

X—5 X—=5 X—5"




— 2— —
GDIRQXe(i+w);x6(1+wy:x>5:>x—5>0:4x-ﬂ=x-5:ﬂx ﬂi?54x 5 _

_ 1+ X+1) - P 4X—
_(X 5)+( X+1 M _X+2 Kot hm|X 5|+X 4x 5:1im(X+2)=7.

B X— 5 )(,/ x—5" X-5 x—5"

9. No Bpeite to lim f (X), av: (i) 1)(1311(4f(x)+2—4X)=—10, (i) lim ];((_Xl):l
Aven: (i) Av g(X)=4f(X)+2-4X, tote 4f (X)=g(X)—2+4X kon cuvendg f(X)z—g(X)_42+4X.

Enedn l)(lg}g(X)=—10 11m2=2 11m4=4 Ko l)gl}(4X)=4~l=4:

_ lim —-2+4X| lim lim2+1lim(4X) _10— _
limf(X):limg(X) 2+4X: X—)]I:g( i|_ x»]g( ) x>l Xal( ): 10 2+4:_8:_2.
X—1 X—1 4 lim4 4 4 4

X—1

f
(i) «Kovtd oto 1». Av g(X)z%, tote f(X)=(x-1)g(x).

Eneidn lxiirllg(x):l kat lim(X-1)=1-1=0:

X—1

lim f (X) =lim (x—l)g(x)]:lim(x—l) limg(X)=0-1=0.

X—1 X—1 X—1 X—1

—1]-5x+7
x-2
Avon: Emedn lxin%(x— 2) =2-2=0, 0g pmopoVUE VO EPYUCTOVLE, Le TNV «AXyeRpa TV opimvy.

10. No Bpeite to !(11’1’21

Agov lin;(x2 —1) =2>-1=3>0, emopévag X —1>0, «kovid 610 2».
X—
'ETo1, «KovTé 6710 2» 00 £ovpe: ‘Xz —1‘ =X -1,

KOl GUVETAG ‘Xz—l‘—5X+7_x2_1_5x+7_X2_5x+6_M(X—3)
x-2  xX=2  x=2  x=7

X —1|-5x+7
Apa, lim'—————=1lim(X-3)=2-3=-1.

X—2 X—-2 X—2

=X-3.

11. No Bpeite 10 hmw.

X—0 n MX
Avon: Emen lirrg NuUX=nu0 =0, ¢ pmopovUE Vo EPYACTOVUE, LE TNV «AlyeBpa TV opiwvy.
X—>

cuvX—1
X-1 ) X—-1
Ouwg, «kovtd oto 0» €yovpe: oLV = X , KOl ETEWON hm npX =1, lim 222 0,
nux nux X X—0 X
X
cuvX—1 . ovvX-1
cuvX—1 X LIL% X 0
tedkd: lim——— =1im = =—=0.
x>0 muX X—0 LMX lim T] pX 1
X X-0 X

12. Av D, =R o lim f(2X+1)=5, va Bpeite 10 lim f (X).
X—

X—1

2X+1=u
Abdon: 5=lim f (2x+1) = limf(u) xou ovvendg lim f (x)=5.

u—3

Av u=2X+1, 161¢ lin}u=lin}(2x+1)=2-1+1=3. Apa otav X—1, 1016 U— 3.
X—> X—>

IIpoooyn: Otav Bécape u=2X+1, kGvape «oAloyn petafinme». (ovvbetn cuvaptnon)
Ortav Aépe: lin} f (u) =5=lim f (X) =5, kbvovpe oAb «oAhoyn ovOLATOG LETAPANTNCO.

X—3



