OPIA 2XYNAPTHXEQN XTO_ AIIEIPO

2 2
1. No Bpeite Ta opro: (i) }irg(xzx_'_l ——Xj_zj, (iii) XILIIL(X )—:5 - ):(:;j

X 5 ,
il xi2 npopavag D, =1R—{—2}=(—00,—2)U(—2,+°0)

kot emopévacn T, opiletar o dSdonua TG LOPPNG (oc, +oo), 7). TO (—2, +oo) .

Avon: (i) Twmv f(X)=

Ou epyactodpe 010 drdotnua (0,+0) = D

—limlzlimlzo kou lim :limizlim :5-11ml 5-0=0,

Eneon lim > (5 —j
X400 X X—>+0 X+ 2 X400 Y X4 X X400 X

X—>+0 X +1 Xo+e X

Gpa  lim ZX _o = lim 2X — lim > ——=0-0=0.
¥oro X741 X4+2) X X741 Xove X42

Xyora: (1) Otav ta empépouvg dplo vTAPYOLV Kal eivon Tpaypatikol aptpot,
Kol 0V TPOKVMTEL KOTPOGOLOPLETI| LOPPT)», LTOoPOoVUE VO aElomotovpe TNV «Alyeppa opimvy».

(2) Emiéyovpe 6o «01a6TNHA EPYOOIOS» VTOGHVOLO TOV (O, +oo) otov X —> 400,
, . , 1
Kot VIOGHVOLO Tov (—o0,0) dTav X —> —o0, Y10 T0 «@6Bo» Tov — .
X

X +5 X +3
X X+2
kot emopévagn  , opiletar oe Sidotnpa g popeng (—o,a), [pe @ <0], m.y. 10 (—o0,-2).

(i) Twmv f(X)= , mpopavdg Dy =IR—{-2,0} =(-00,-2)U(-2,0)U(0,+x)

2 2 2 2

, . XT+5 . . . XT+3 . .
210 (—OO,—2) , emeldn  lim =lim —=Ilim X=-0 kot lim = lim — = lim X= -0,
X—>—0 X X—-0 X X—>—o0 X—>-0 X4 2 X—>—o ¥ X—>—00

avTIpeTOnilovps anpoodiépioTn poper «(—w)—(—o)».

X435 X +3 (X +5)(X+2)=(X +3)-X x4 5x+2% 410 X ~3x _ 2% +2%+10

Opow = =
oS T T X2 X-(X+2) X* +2X X* +2X
C o 22X 42X+10 2 o [ X5 X3 22X +2X+10
Kot enewdn] lim —————=lim —-= lim 2=2, dpa lim - = lim —————=2.
X—>—o0 X +2X X——0 X X—>—0 X—>—o0 X X+ 2 X—>—o0 X +2X

Xyoho: Emeidn pog {ntdve va Bpovpe to dpio, Bo pmopovcape va Bempricovpe 0Tt vdpyet,
OTL emMopEVMG 1) sVVEPTNON opileTal e SLUTTNHO TS LOPPNS (—oo a) pe o <0, Kol GLVETMG :

p [ XAS X3 lim(x2+5)-(x+2)—(x2+3)- X’/+5x+2x +10- X - 3% _
x> X X+2 ) %o X-(X+2) Lt X2 +2X
2 2
= tim X220 2% fima=2
X—>—0 X +2X X——0 X X——0

To o0pforo «(—o0)—(—0)», méve ond 1o (=), SNhdver T SwunicTocn anTPocdoPIETIG PoPeTiS,

Ko OwkooAoyel v exefepyocio TOV TUTOV TNEC GLVAPTNONC.

2. Na Bpsite o opi: () lim X +10X+9, (i) lim (\/x2+1+\/x2—3x+2),
X—>—00 X—>+00

Gii) lim (\/x2 12 +1), (iv) lim (2x—1— X2 —4x+3).
X—>+0 X—>+0
Aven: (i) Twmy f(X)=vX +10X+9, Ba éxovpe D =(—o00,~9]U[-1,+),
ko emopévog n f, opiletar oe Sidotpo ™g popeng (—oo,a), pe a <0, my. 0 (—0,-9).
Enedf lim (X +10X+ 9) = lim X’ =+, 610 (—0,-9) Ba &govpe lim VX* +10X+9 = +oo.
X——

X—>—0



TopmMipopa: X +10X+9=0< (X+9)(X+1)=0 {X+9=0 N X+1=0} <= {x=-9 1 x=-1}

INo va opiCeton n T, «mpénet ko apkei»
X +10X+9>0, nhady X<-9 1 X>-—I.

(i) Jim (\/x2+1+«/x2—3x+2).

X —00 -9 -1 +00
X +10X+9 + 0 - 0 +

TNamy f(X) X 144X —3X+2, 0o groope Dy =(—o0,1]U[2,+00),
Kot emopévars - f, opileton og ddoTnua ™S LopeNg (a, +oo) , ue o =0, m.y. o (2, +oo) .
Me dudetnpe gpyeciog to (2,+0): Enedn lim (X2 + 1) = lim X* = +o0, Qo &govpe lim VX +1 = +oo.

X—>+0 X—>+0 X—>+00
Enedn lim (X2 -3X+ 2) = lim X* = 400, Oa égovpe lim v/ X* —3X+2 = +o0.
X—>+00 X—>+00 X—>+00
«(+00)+(+0)»

Emopévag Xlim(\/X2+1+\/X2—3X+2) = +oo.

Tvunijpope: o kéle XeIR ,oxder: X =20 kar X’ 20=>X +121>0= X +1>0
X =3X+2=0(X-1)(X-2)=0={Xx-1=0 1 X-2=0}={x=1 1 x=2}

‘Eto yio va opiletan 1 T, «mpémet kou apkei» X —0

400

1 2
X} =3X+220,mhady X<1 f X=2. X2 —3%42 + 0 — 0 +

Xyoho: Aev avtipetonilople arpocoopLoTn Hope,
Kol €tol 1 eneEepyasio TOV TOTOV TNG GLVAPTNONG, NTOV TPOPAVAOS TEPLTTY.

(iiii) lim (\/x2+2—\/x2+1).

X—+0

Namyv f(X)= X +2 =X +1, 00 éxovpe TPOPAVAS D, =R,
xat emopévog n f, opiletan oe oo g popeng (o, +w), pe o =0, my. 0 (0,+0).
Me owaotnpa gpyociog 1o (0 +oo) Eneon lim (X +2) = lim X* = +o0, Oa éxovpe hm VX2 +2 =+4o,

X—>+0 X—>+o0

Ko emedn] lim (X +1) = lim X* = 400, Qo &yovpe  lim /X +1 = +o0,

X—>+00 X—>+00 X—>+00

K0l ETOPEVOS AVTIHETOTILOVIE POGSOPLETN PopeT} «(+0)—(+00)».

(\/X2+2—\/X2+1)(\/X2+2+\/X2+1)_(X2+2)_(X2_|_1)_ X 12— -1 )

U 4+2-% 41 =

X 42445 +1 I+ 24+l

1 Eres fim (V12445 +1) o oo, dpor i 1 0

= TEON 1m( +2+ +) = 400, dpa lim =0,
I+ 240 1 Xwoe N N RN VO

Ko ocvvenmg  lim (\/X +2 - \/X +1)— lim ! =0..
X o X 42 40 +1

Xyomo: Agdovpe T Oa gixe cvuPel, av enelepyaldpaocte tov tomo g f pe «kowd mapdyovray,
TPOKELUEVOD VO, AVTILETOTICOEL 1] 0rpocdlopLoTia.

FEra k= e (12 - e 1k P 2 - 1+%=|x|(\/1+%_¢+%].
2 1 ) .2
11m|X| +00 KOl hm[\/1+—2—\/1+—2J:\/hml+11m—2—\/11m1+11m— VI+0—-+1+0=0
X—>+0 X—+©0 X X X—>+0 X400 Y X—+o X—>+0

[Mopatnpodpie, LETATOTION TOL TPOPALUTOC ATPOCOLOPLETIOG.
A0 10 «(+00)—(+00)», 0dnynOnKape 6T0 «(+0)- Ox.

IIpogovac, ovtd 0PeileTal 6To Yeyovog 6TL o X, €lye Kol GTIC SVO MOPUCTAGELS TOV 1510 GUVTEAESTY.
«Eni ¢ ovsiogy, To TpdPANUA avTd OV VITAPYEL, OTNV EMOUEVT AOKNOT).



(iv) hm(zx - x2—4x+3).

Namy f(X)=2X-1-+vX —4Xx+3, 0o éovpe D, =(—o0,1]U[3,+0),
kot emopévarg 1 T, opileton o€ ddotnpa TG LOPENG (a, +oo) , ue o =0, m.y. o (3, +oo).
«2(+0)»

310 (3,40), lim (2X-1)= lim (2X) = 4o km enewdn lim (X2 —4X+ 3): lim X* = +o0 Qo €yovpe

X—>+0 X—>+0 X—>+o0 X—>+0

lim v/ X* —4X+3 =+, pe cuvénela, va aviuetoniiovpe amposdiépiotn popen «(+w)—(+0)».

X—>+0

Opwg, 610 (3,+0) érovpe : 2X—1-+/X* —4X+3 :2X—1—\/X2 (1—%+%j =

=2x-1-|X /1——+—2_ 2X—1- X/1_§+%:X[2_i_ 1—; Xi]

1»
Kt ovvendg  lim (ZX 1- X2—4X+3):lim [X[2—%— -3y i}] = +o.

X—>+o0 X—>+0 X X2

TopmMipopa: X -4X+3=0< (X-1)(X-3)=0={X-1=0 1 X-3=0} <= {x=1 § X=3}

‘Etot yua va opiCeton T, «apémet ko aprei» X —0 1 3 +00
X —4X+3>0, Miady X<1 1 X>3. 2 —4X+3 + 0 - 0 +
‘E li 4 4-1i L 4.0=0 li 3. 3-1h 1. 3-:0=0
yovpe  lim v Jlim v Kot lim v lim v KOl ETOMEVOG

lim (2—1—,/1—i+i]— lim 2— lim l—\/hm 1- lim 4+ hm%—Z 0—-vV1I-0+0=2-1=1.
X—>+o0 X X X X—>+0 X400 Y X—>+0 X400 X X+ X

Xyoma: (1) Av pog {ntodoav 1o lim (ZX— 1—+4X* —4X+ 3) 2=+/4 , 0¢ Qo pmopovoape vo epyacTodlE

X—>+o0

£tol, 0pob a eiyape petotdmon me anpocdropioTtiog, omd 10 «(+00)—(+0)», 610 «(+20)-0».

(a) Awwgopd, e X — +0o: lim ( X—IE\/- X —4X+ 3) HE «KOWO TTaPAyovVToY.
X—>+o0

(b) Awwgopad, pe X — +0o: lim ( X—IE\/- X —4X+ 3) pe «ovluyn TopacTacn».
X—>+o0

(¢) ABpowopa pe X — —oo: lim ( X—l«/- x> — 4X+3) HE «KOWVO TTapayovTay
X—>—o0

(2) Emiéyovtag ca «draotnpa £pyaciag VToGHVOLO TOV (0, +oo) otav X—> 400,

KOl VTOGOVOAO TOL (—oo, 0) OtV X —> —00, AOVOVUE Kol TO TPOPANLO OVTIKOTAGTACNG TOV |X| .

VX +1 X=X -1

3. Na Bpeite ta opra: (i) lim kot (i) lim

X—>+00 X X—+0 2X— [X2+1 )

, opiietan oo (0,+00), apod mpopavdg D, =R =(-w0,0)U(0,+0).

X2 +1

Aden: () H f(X)=

‘Exovpe lim (X +1)— lim X* =+o0, Gpa lim X’ +1 =+o0, emiong 11m X =+00

X—+0 X—>+0 X—>+00
Kol £TG1 OVTILETOTILOVLE OTPOCOLOPLOT HOPPT] «—» .
+00

Opwg vy X>0 éyovpue :

/X + \’ 2 1+ 0+oc X\’I—‘ri 2 1
,f —2 Ko hm = lim 1+?=\/1+0=1.

X

X—>+0 X—>+0



X=X -1

(i) lim —————. Twkéfe XelR: X >0 kouemopévog X +1>1>0.
X X=X +1
X—/X -1 *
H f(x)= opiGetar 6o (1,+00), apov exel : X' —=1>0 kar 2X—VX* +1=0 addvar .

X=X 41

‘Eyovpe : lim X=+o0 = lim (2X) kot lim vX* +1 = lim v X* =1 =+ agov lim (X2 il) = lim X* = +oo.

X—>+0 X—>+0 X—>+0 X—>+o0 X—>+o0 X—>+o0

"Etot, avtipetonifovpe amposdiopietn popef «(+0)—(+0)», 6Tov aptBunti Kot 6ToV ToPOVOLAGTY.

1
o — 1 X| 11— 1
x— x2 " x[l c(le) X=X 1— ( NG 1- 1—7

2 1 = 1 Kot
2=l /x2(1+12j —x 1+ — ( - /1+1j 2- Jle—
X X X
1- i liml-,/lim1- lim —
SﬂZOMéV(Dg lim —— Y2 — 1 2 X—>-+0 X—>-+0 X—>+00 X2 _ 1-+1-0 _ 1-1 _9_ 0
X—>+00 [ X~>+oo 2—1 1 .
2X=NX +1 +i2 lim 2— \/11m1+11m 2 1+0
X—+0 X—+0 X—+0
* T xe(l,40): 2x- X2+1=0<:>2X=\/X2+1<:>4X2=X2+1<:>3X2=1<:>X2=%<:>X=i%<:>

<:>X=i?, étotn 2X—X +1=0 eivar addvarn 610 (l,+oo), apov g<1.

N X | —o -1 1 +00
T<1<:>J§<3@3<9 ¥ —1 + 0 - 0 +

" Avony: T 660vg 0EAovv enctepyacia mwavra pue «ovluyfhy», Kol «Aatpedovv» to cupBoro lim .

X—>+0

o X=X -1 It —1 - >11m (X—\/H)(X+\/H)(2X+M) L [xz—(xz—l)}(2x+m):

X212 X — X 41 ()l )>’X”+w(2x—m)(2x+m)(x+\/ﬁ) X*+w[4x2—(x2+1)](x+x/ﬁ)

s 1
‘ 2X+m T . X[2+ 1+X2J ‘ 2+ 1+? «%‘O»
= lim = lim = lim =0

X”+°°(3x2—1)(x+m) Xﬁ+wx(3x—)l()(x+x/ﬁ) XH+®(3X—§J(X+ x2—1)

Xy0Mo: DavtooTeite Vo YPAWOVLE KOL TO GUUTATPMLLOL.

X = 5%+ x
4. Na Bpeite to 6pro: lim o —o.
Xomn X2 —3X+2

X = 5%+ X
AII)G": T mv f(X):m

agod X’ =3X+2=0 (X-1)(X-2)=0={X-1=0 § X-2=0}<={x=1 1 x=2},

, B éovpe Dy =(—o0,1)U(1,2)U(2,+0),

kat emopévag 1 f, opiletan og drdotnua g poperg (—o,a), pe o <0, my. 10 (—0,0).

5X=0 S_po  X=0R] L [x=0q] | X e 0 S 2
-5X=0= X(X-5)=0< A
(x-5) X—5=0 X=5 X —5X + 0 - 0 +
2
lo Xe(-0,0)cD,, X’ =5x>0, emopévag ‘XZ—SX‘:XZ—SX KOl GUVETAOC f(X)z—X i;((—i_;
—3X+

X —5X+ X 2 _ 2
| | im = i X C lim1=1.

2 X——0

‘Etor lim Ty Al AT lim 5 Al A
Xomo X7 =3X+2 X0 XT-3X+2 x> X



5. T tig d18popec mPayUATIKES TILEG TOV A, VAL DVTOAOYIGETE TO TAPAKAT® OPLOL ¢

A=1)X +2X* +3
() lim (\/ X +1 +xx), (ii) lim 4 )2 :
X——0 X—>+00 7\.X — 5 X+ 6

Avon: (i) Tpopavig ymy f(X)=+x> +1+2x, 0o égovpe D =R
ko emopévog n f, opiletan oe Sidotnpo g popeng (—wo,a), pe a <0, my. 0 (—0,0).

—o0,0v A >0
‘Eyovpe: hm VX +1 =+00 apov lim (X +1) = lim X* =400 ko lim (XX) 0,avA=0,.
X——0 X——0 X—>—w
+oo,avA <0

Eneidn yie A > 0 avrpetonilovpe ompocdiopiotn popen «(+o)+(-o)»,

Ba kGvovpe po eneEepyaocio Tov Tomov g T, ue «kowod napéwovw» v oA ta A elR.

Ia Xe(-0,0): VX +1+AX= / (1+—j+kx X /1+ +}\,X‘ = —x N+— +}\,X—_X( /1+L—kJ

kat éyovpe  lim (—X)=+oo, lim(‘/l+%—kj \/hm1+th—hmk VI+0-A=1-A.

X—>—00 X—>—0 X——0 X—>—00 X X—>—00

() Av1-A=0,0omAaon av A =1, t0t¢ :

\/X2+1+XX=\/X2+1+X=( X2+1+X)( XZH_X): R 1
VX +1-X VX +1=X X +14(=X)

Eneidn lim (X2 +1) = lim X’ =+, Gpa lim VX* +1 =+ kot agod lim X=—o0, dpa lim (—X) =+o0.
X——0 X——0 X——0 X——0 X——0

«(+0)+(+00)»

1
‘Etot hm [ X +14+ (=% J = 400 Kou emopéveg lim (\/ X +1 +kX) = lim ———=0.
n | VX 14 (x) S e 1+ (=)

PB)Av 1-A =0, mradn av A =1, T01€ *

[ ] «(+e0)-(1-2)»
AV 1=2> 06 h<1: Jim (Vo +1+2x) = Jim (—x)( /1+%—x] = 4o
X——o0 X—>—c0

] «(+o0)(1=1)»
AV 1=2 <0 2> 1: Jim (Vo +1+2X) = Jim (—x)( /1+%-x} -
X—>—00 X—>—00

Xy6Mo: Ortav o cuvdptnon £xet 6plo (iOO) Kot pol GAAN €va TpoypoTikd aplfpd p,
KPIGIUO Y10 TO OPLO TOV YIVOUEVOL TMV GLVOPTNCE®V, €ivar To av pu=0 1 p=0,
a@o? i p=0, avtyeTtonilovie anpocodoploTn popen «(+oo) -O».
(A=1)X +2X* +3
AX —5X+6
% Av L #0 xugEacparilel A<O oto AX’ —5X+6, 161 D, =R K01 emhéyovpe .y, TO (0, +oo).

(ii) T kéBe A € IR, n ovvapmon f (X) = , opiletan og ddoT A (a, +oo) c (O, +oo) .

Av A #0 ko gEocporiler A >0 oto AX® —5X+6, av p sivon n Sumd pilo | n peyaddtepn pila, yio
p<0 emréyovpe m.y. 10 (0,+%0) < Dy, evd yio p>0 emréyovpe my. 10 (p,+0)< D, .

% Av A=0,10te D; =R\ {g} Kol EMAEYOVUE T.Y. TO (g,-i-ooj .

A=1)X +2x*+3 2 2
@ AV A—1=0, 5madh av =13 fim ) —fim -2 jim 2 fim2=2.
X—>+00 XS =5X+6 X400 X — 85X+ 6 X+ X X—>+00
1
A—1)%X +2X +3 _ _X G
() Av A =0: lim { )2 i XX X :lim(l-xzj ——
X—>+00 AX° =5X+6 X—>+o0 —5X+6 X0 — G X4\ §



7\‘ 1 «E"FOO»
() Av K:l . (7»—1))(3+2X2+3 _ (K—l)x3 . (K—l j[xj( ){+oo,ow K<Oﬁk>1}

: lim > = lim 2 = lim| &2—.x _
X—>+0 AXS=5X+6 X—>-+0 AX X—>+00 A —o0, av 0<h<l1
A#0
’ . A—1
T o 0 1 o Etotyio0 & € (—o0,0) U (1,+00), Oa £xovpe —> 0,
A—1 B
by + - + evd yio A € (0,1), Ba éxovpe % <0.

6. Na mpocdopicete 10 A € IR, dote 10 lim (\/ X +AX+10 — kx) vo vapyetl 6to R.

X—+0
Aven: o kébe A € IR, n ouvaptnon f (X) =X +AX+10 —2X,
opiletar oe didotnpa g popeng (8,+w)pe 8> 0.
> Avto L elR sfacporilet A <0 oto 1-X> +AX+10, TOTE TO TPIOVLLO eV £ivar TOTE «ETEPOCNLO
T0V a=1», onradn apvntikod, enopéves D, = IR kot emdéyovpe m.y. 10 (0, +00).

> Avto A elR sfacporilet A>0 610 1- X +AX+10, TOTE TO TPIOVLLO Efvan «eKTOC TV PidV»
«opoonuo Tov a=1», oniadn Betikd, kot av p givar n peyarvtepn pila, yio p<O0 emAéyovpe m.y. TO
(0,420) = Dy, ev®d Y10 p>0 emidéyovpe m.y. 10 (p,+0) <= D, .

400, av A >0
‘Eyovpe: hm VX +AX+10 = +o0 apov lim (X +kX+10)— lim X* =+ ko lim (XX) 0,avA=0;.
X—>400 X—>+00 X—>+00
-0, 0v A <0

Enedn yw A >0 avripetoniCovpe amposdropion popen «(+0)—(+0o)»,

Oa kévovpe o eneéepyacio tov TOmov ¢ |, pe «kowd mapdyovray, yio Ao to A € IR.

x>820
\/x2+kx+10—kX:\/ (1+ +—J X=X, [1+= +——kx = X/1+ +——kx x( 1+k+E—X]

lim X=+o0, lim( 1+}L+¥—KJ \/liml—i-lim&+1im£—limk=x/1+0+0—7»=1—7u
X—>+00 X—>+0

X X X—>+00 X—>+40 ¥ X400 X X—>+0

(@) Av1-A#0,0mAadn av A =1, tote :

i ] «(+oo)-(l—?\,)»
Av 1—%>O@k<1:lim(\/xz+kx+10—kx):lim [/1+x+2—xJ - oo
X X

X—>+0 X—>+0

i ] «(+oo)~(l—7»)>>
Av 1—k<0c>k>1:lim(\/x2+XX+10—kx):lim x(‘h% ;—O—xj - o

X—>+w0 X—>+00

B) Av1-A=0,0omhadn av A =1, 1018 : (To A =1 givar  povadikny Avoen)

\/xz+x+10—x)(\/x2+x+10+x)
\/xz+kx+10—kx:\/x2+x+10—x:( -
X+ X410+ X

1+E 10
X XxH10-X x+10 X Iy
x>620
\/ (1+1+10j+x X\/1+1+1(2)+X X[ /1+1+10+1J \/1+1+1(2)+1
X X X X X X X X
1+& lim1+lim1—0

Ap(l hm( ’Xz“r}\,X‘i‘lO—}\,X): lim X _ X—>+0 X—+00 X _ 1+0 _ 1

X—>+o0 X—>+o0 B _E
\/1+ )1(+;0 +1 \/lim Lo tim L tim 10 4 gim g VIFO0+0+1

X—>+0 X—>+0 X X—+0 X X—+0

Xyoho: «I ' xapn» TG YEVIKOTNTAG, OTIC OCKNGELS 5 Kot 6, Kavape emeepyacia Le «KOvO mopayovioy,
evo yvopilope 6t yio A=1, n eneepyasio vt aning petotdmie to mpOPAnuaL.
6



